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Apresentac¢ao

A 37* Edigao do Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao traz para Sdo Paulo
— Capital, a comunidade brasileira de Computacao para discutir o tema “Computagdo para
Tudo e Tod*s” em um momento critico da Sociedade Brasileira, em que as principais
institui¢des nacionais estao sob julgamento. As sociedades cientificas t€ém por obrigagao
apresentar alternativas para que essas questdes sejam revertidas em novos rumos para o
Brasil. A Computacao tem sido o principal vetor das grandes mudancas pelas quais o
mundo vem passando, estando presente no dia a dia das pessoas, seja de que area for e de
qual seja o seu nivel social ou econdmico.

As novas geracdes além de dispor de ferramentas tecnoldgicas para o dia a dia
utilizam-nas para dar suporte ao seu aprendizado de disciplinas como Matematica,
Portugués, Historia, etc., levando-as a reengendrar o seu uso e buscando o “aprender a
fazer computacao” no seu cotidiano. O tema proposto para este evento traz o desafio de
que o Pensamento Computacional ndo ¢ mais apenas dos profissionais da area, mas de
tod*s sem qualquer distingdo. A Sociedade Brasileira de Computagao (SBC) tem
incentivado iniciativas que permitem a inclusdo ao universo das tecnologias da
informacao e comunicagao (TICs).

A Faculdade de Computacdo e Informatica da Universidade Presbiteriana
Mackenzie dé as boas-vindas aos congressistas e os incentiva a conhecerem e debaterem
as novidades que serdo apresentadas nas palestras e sessdes cientificas, bem como, a
trocar experiéncias e construir relacionamentos.

Agradecemos aos nossos patrocinadores CGI.Br, Qualcomm, Trés Coragdes, Spri
nger e aos 6rgados de formento MackPesquisa, FAPESP e CNPq. Agradecemos a SBC
pela confianga e suporte durante a planejamento e execu¢do do projeto CSBC 2017.
Agradecemos, também, a Universidade Presbiteriana Mackenzie e Instituto Presbiteriano
Mackenzie pelo suporte de todos os seus setores durante o planejamento e realizagdo do
evento. Finalmente, nossos agradecimentos a todos os associados da SBC que estiveram
conosco nestes dias muito produtivos do evento.

Comissao Organizadora do CSBC 2017



2° Cloudscape - Cloudscape Brazil

2° Cloudscape - Cloudscape Brazil

Apresentac¢ao

With the Communication on the data-driven economy (COM(2014)442 final), the
European Council (EC) aims to accelerate the transition towards a single digital market,
where cloud computing, big data, cyber security, 5G and Internet of Things are considered
key building block technologies. In Brazil, the National Strategy for Science, Technology
and Innovation (ENCTI) promotes Science, Technology and Innovation as a supporting
axis for the economic and social growth of the country. Its Strategic Program for Software
and Services in IT, known as project “TI Maior (Major/Bigger IT)”, recognises Cloud
Computing and Big Data as two major driving forces for the Brazilian economy, thus
aligned with the EC vision. That’s why this year's Cloudscape Brazil is showcasing
“Trustworthy cloud & big data services from research to market”, to demonstrate how
powerful this market is in the two regions and how productive transatlantic collaboration
is key to accelerating innovation.

A dialogue with Europe. A primary goal of this year's Cloudscape Brazil is to
ensure a productive exchange with research institutes and businesses that are active in
shaping an economy enabled by Big Data and Cloud Computing research in Europe.
Representatives from European research projects, funded by the European Commission,
will be attending to showcase cutting-edge results and Open Source Software available
in the CloudWATCH2 Service Offer catalogue, and which can serve as a reference to
build the brand-new EUBrasilCloudFORUM marketplace. The Clusters of European
Projects on Cloud will have a unique opportunity to share trends in European markets,
how they are meeting demand for the next wave of cloud computing, and also create new
collaboration synergies.

The floor to SMEs. European SMEs, will be invited to explain how they ended up
in delivering services that are emerging from top-class European research projects. Their
lessons learnt will be useful for all those Brazilian start-ups hosted at CATI-certified (the
Brazilian Information Technology Committee) accelerators that, since 2016, can apply
for funding H2020 and MCTI collaborative and which are also part of this agenda.

11



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao

Comité Organizador

Coordenacao Geral
Priscila Solis (UNB)

Coordenacao Local
Calebe de Paula Biachini (Mackenzie)

Coordenaciio do Comité de Programa
Wagner Meira Junior (UFMG)

12



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

2° ETC - Encontro de Teoria da Computacio

Apresentac¢ao

Este ETC ¢ a segunda edicdo de um evento voltado para a grande area de Teoria da
Computacao, proposto e organizado por membros da Comissao Especial em Algoritmos,
Combinatoria e Otimizacdo (CE-ACO), cujo propdsito maior ¢ integrar e aproximar mais
efetivamente os pesquisadores da area e a area a Sociedade Brasileira de Computagdo
(SBC), bem como promover a sua divulgacdo entre a comunidade de pesquisadores,
profissionais e estudantes que participam dos congressos da SBC. Para esta edi¢do foram
submetidos 44 trabalhos, de qualidade inegavel, tal como o foram aqueles submetidos ao
I ETC. Isso nos levou novamente a realizar o evento em dois dias, desta feita com sessoes
paralelas. Foram aceitos 39 trabalhos, dos quais 33 serdo apresentados ao longo dos dias
03 e 04 de julho de 2017, intercalados por palestras de pesquisadores renomados da area.
Os demais trabalhos serdo apresentados como posteres. Todos os trabalhos submetidos
tiveram entre 2 e 3 pareceres emitidos por especialistas, mobilizando 74 pesquisadores
que emitiram 134 pareceres. Os autores dos trabalhos aceitos estdo em 28 instituigdes
distintas, no Brasil e no exterior.

Adicionalmente, o II ETC agrega também o II Desafio de Algoritmos,
Combinatéria e Otimizacao (II DACO), com o fito de despertar talentos e entusiasmo
entre estudantes de mestrado e graduacdo em computacdo para essas areas.

Gostariamos de expressar nossos agradecimentos ao Prof. Jayme Szwarcfiter, que
generosamente nos tem apoiado, aceitando fazer a abertura do evento, aos palestrantes
Prof. Geraldo Robson Mateus, Profa. Sulamita Klein, Profa. Yoshiko Wakabayashi e
Prof. Carlile Lavor, que aceitaram prontamente o nosso convite de abrilhantar o evento.
Somos imensamente gratas a organizagao do CSBC, aos membros do Comité Cientifico,
aos membros do Comit¢é do DACO e aos pareceristas externos pelo seus
comprometimentos e excelente trabalho.

Claudia Linhares Sales (UFC), Rosiane de Freitas (UFAM)

13
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Revisores Ad-hoc

Alexandre Freire, Alexsander Melo, Ana da Silva, Ana Karolinna Maia de Oliveira,
Anand Subramanian, André Guedes, André Renato Villela da Silva, Angelo Brayner,
Aritanan Gruber, Atilio Luiz, Bruno Lopes, Calebe Bianchini, Carlos Fisch de Brito,
Carlos Hoppen, Claudia Linhares Sales, Claudson Bornstein, Cristiane Sato, Cristiano
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Luerbio Faria, Luiz Satoru Ochi, Luziane F. de Mendonca, Manoel Campelo, Marcelino
Pequeno, Marina Groshaus, Mauricio Collares, Marcia Cappelle, Mario Benevides,
Rafael Castro de Andrade, Raquel Bravo, Roberto Araujo, Rodrigo Hausen, Rosiane de
Freitas, Rubens Sucupira, Rudini Sampaio, Santiago Ravelo, Sheila Almeida, Taisa
Martins, Tiberius Bonates, Victor Campos, Vinicius dos Santos, Vitor Coelho,
Wanderley Alencar, Wellington Previero
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2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

Palestras

Teoria x Pratica: Sera que vamos conseguir vencer?
Geraldo Robson Mateus (Universidade Federal de Minas Gerais)

A Teoria na pratica tem tido uma forte demanda académica, social e econdmica. O
objetivo desta palestra ¢ mostrar como problemas cldssicos podem ser integrados e
explorados para gerar resultados na pratica. Como motivagdo serdo usados modelos,
formulacdes e algoritmos para problemas de otimizagao de fluxos e alocagdo que fazem
parte da literatura desde as origens da computacao e podem atender a diversas aplicagdes.
Estas surgem pela integracdo de problemas classicos de fluxos em redes, planejamento
da producdo, sequenciamento, roteamento, localizagdo de facilidades, recobrimento,
coloracdo de grafos, conjuntos independentes e o proprio problema de alocagdo. Atendem
a diversos critérios de otimizagdo como custos, tempo, qualidade, e restricdes
relacionadas a atributos de capacidade, tempo, sequenciamento, disjun¢do. Com as
alternativas recentes de formulagdes tem permitido gerar algoritmos eficientes e capazes
de atender aos desafios das aplicagdes reais.

15



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao

Grafos-(k, 1) bem-cobertos
Sulamita Klein (Universidade Federal do Rio de Janeiro)

Um grafo G = (V,E) ¢ (k,]) se o seu conjunto de vértices V pode ser particionado em k
conjuntos independentes e 1 cliques. Brandstadt provou que o reconhecimento de grafos-
(k, 1) é polinomial para k <2 e 1 <2 e NP-completo caso contrario. G ¢ bem coberto
quando todos os seus conjuntos independentes maximais t€ém o mesmo numero de
vértices. Chvatal e Slater mostraram que o reconhecimento de grafos bem cobertos em
geral ¢ coNP-completo. Entretanto, existem reconhecimentos polinomiais para algumas
classes de grafos: bipartidos, split, cografos entre outras. O problema de decisao (k, I)-
BEM- COBERTO ((k, )WCG) tem como entrada um grafo G = (V, E) e a questao: G ¢
um grafo-(k, 1) e um grafo bem coberto? Vamos discutir a complexidade desse problema.

Esse trabalho foi feito em colaboragcdo com Luerbio Faria e Sancrey Rodrigues Alves.

16
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Selfish 2D Bin Packing Games
Yoshiko Wakabayashi (Universidade de Sao Paulo)

We address a game-theoretical version of the well-known bin packing problem, selfish
bin packing problem. In the bin packing problem, one is given a set of items and wishes
to pack them into a minimum number of bins. The more commonly investigated variants
are those in which the items and the bins have similar shape: for example, in the 2D (resp.
3D) bin packing, the items and bins are rectangles (resp. boxes). The selfish 1D bin
packing problem has been investigated since 2006. We investigate a 2D version, in which
the items to be packed are rectangles, the bins are unit squares, and the packing must be
orthogonal. This game starts with a set of items arbitrarily packed in bins. The cost of an
item is defined as the ratio between its area and the total occupied area of the respective
bin. Each item is a selfish player that wants to minimize its cost. A migration of an item
to another bin is allowed only when its cost is decreased. We show that this game always
converges to a Nash equilibrium (a stable packing where no item can reduce its cost by
moving to a different bin). Our focus is the study of the price of anarchy of this game,
which is the ratio between the worst cost of a Nash equilibrium and the optimal social
cost (the minimum number of bins needed to pack the given items). We show that the
price of anarchy of this game is unbounded; so we address the particular case where all
items are squares, and show that, in this case, it is at least 2.3634 and at most 2.6875. We
also mention some results we have obtained for d-dimensional cubes, d>2. For the 2D
version, when all items are squares, we also present some recent results on the strong
price of anarchy. For this case, instead of Nash equilibrium, we consider strong Nash
equilibrium (a stable packing in which no set of items can simultaneously migrate to
another bin and decrease the cost of each item in the set).

This is joint work with C.G. Fernandes (USP), C.E. Ferreira (USP) and F.K. Miyazawa
(UNICAMP).
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Geometria Molecular: Modelos e Algoritmos em SD
Carlile Lavor (Universidade Estadual de Campinas)

Discutiremos um novo modelo para representar a estrutura geométrica de uma molécula
em 5 dimensoes, utilizando o Espago Conforme e uma linguagem mais poderosa do que
a Algebra Linear: a Algebra Geométrica. O Modelo Conforme pode ser visto como uma
extensdo do Modelo Projetivo, muito utilizado em Geometria Computacional. A Algebra
Geométrica € uma area da Matematica que busca representagdes algébricas para conceitos
geométricos. Reconhecida pela comunidade dos fisicos como ferramenta de grande
importancia, vem ganhando espaco em outras areas, como estrutura molecular,
visualizacdo de dados, computacdo grafica, visdo computacional e roboética. A beleza e o
poder da Algebra Geométrica estdo relacionados & sua capacidade de unificago,
simplificagdo e generalizagdo de varios objetos da Matematica que envolvem conceitos
geométricos (por exemplo, vetores, matrizes, nimeros complexos e quatérnios podem
todos ser vistos de uma maneira integrada). Tudo isso serd exemplificado com um
problema real de grande importancia em biologia computacional: calcular a estrutura 3D
de uma molécula de proteina usando distancias entre 4tomos proximos.
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Abstract. In some manufacturing processes carried out in the Industrial Pole of
Manaus, it is possible to identify scheduling situations that use intuitive rules,
such as the Liberation Rule. The purpose of this article is to analyze how the
current manufacturing methods and the genetic algorithms respond to a single
machine scheduling problems at a local electronic board production company.

Resumo. Em alguns processos de producdo realizados no Polo Industrial de
Manaus, sdo identificadas situagoes de scheduling que utilizam regras intuiti-
vas como a Regra de Liberacdo. A proposta deste artigo é analisar como os
métodos atuais de producdo e os algoritmos genéticos respondem a resolugdo
do problema de sequenciamento de mdquina tinica presente em uma empresa
local responsdvel pela producdo de placas eletronicas.

1. Introducao

A Zona Franca de Manaus, modelo de desenvolvimento econdmico implantado pelo go-
verno brasileiro para o desenvolvimento da regido, engloba majoritariamente o setor in-
dustrial. Atualmente, existem mais de 600 industrias com atuagdes principais nos segmen-
tos de eletroeletronicos, duas rodas e quimico, sendo, portanto, responsavel pela maior
parte da economia da cidade de Manaus [SUFRAMA 2015]. Os profissionais atuantes
nesta realidade industrial vivenciam diversas situacdes que podem ser descritas em pro-
blemas de scheduling [Miiller and Dias 2002], nos quais o tempo reflete diretamente no
desempenho financeiro da empresa. Uma dessas situacdes ocorre em uma empresa local
de producdo de placas eletronicas, responsavel por diversos processos, desde a montagem
das placas a implementacao destas em um produto final.

A situagdo-problema apresenta-se como a busca pela minimizag¢do do tempo de
término das tarefas (makespan) a serem realizadas por uma maquina de inser¢do au-
tomadtica de componentes. No contexto analisado, os tempos de preparagdo da maquina
sdo dependentes da sequéncia, isto €, terdo duracdo de acordo com a tarefa processada
anteriormente. Atualmente, o problema € resolvido manualmente, o que evidencia um
consideravel distanciamento entre os meios tedricos e praticos empregados na atividade

23



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagado

de sequenciar. Dessa forma, tem-se como objetivo minimizar o makespan ao considerar-
se o tempo de setup da maquina entre as tarefas, em um modelo de uma maquina tnica.

O setup € definido pelas trocas de carretéis de componentes de modo que, a cada
novo modelo de placa produzido, sdo retirados os carretéis que ndo serdo utilizados e colo-
cados os novos para a producdo do proximo modelo. Assim, quando duas placas consecu-
tivas tétm componentes semelhantes, o numero de trocas de carretéis diminui. Segundo a
notacdo de Graham, este problema de sequenciamento com tempos de setup dependentes
da sequéncia pode ser descrito como o problema 1|52-j|Cmaz [Subramanian et al. 2014].
Este problema pode ser traduzido como o Problema do Caixeiro Viajante que pertence a
classe dos problemas NP-Dificil. Dentro de empresas que precisam tratar esses proble-
mas, € comum o uso de técnicas baseadas na Regra de Liberacao, devido ao fato de serem
métodos intuitivos e de facil implementacgao.

A proposta deste trabalho € identificar no caso real desta empresa, qual seria a
sequéncia de producdo capaz de produzir respostas satisfatdrias para pequenas instancias
de tarefa através da execucao de algoritmo heuristico (algoritmo genético). A comparagao
com a regra de liberacdo, que representa o processo atual, € feita por meio de analises
graficas. Desta forma, pode-se desenvolver uma ferramenta para ajudar no planejamento
e controle da produgdo com reducdo do tempo de execucdo das tarefas determinadas.

2. Metodologia

Com os dados coletados na empresa a partir de entrevista do tipo semiestruturada,
verificou-se que o tempo de setup varia em funcdo da similaridade entre as placas. Deste
modo, construiu-se a instancia denominada J22. Esta corresponde a uma matriz de ad-
jacéncia com a quantidade de carretéis a serem trocados entre um modelo e outro de um
total de 22 placas.Além do desenvolvimento da instancia J22, foram utilizadas instancias
classicas do Problema do Caixeiro Viajante, disponibilizadas na biblioteca TSPLIB, a fim
de garantir resultados consistentes dos métodos, uma vez que para essas instancias a res-
posta 6tima ja € conhecida. Neste trabalhos, representamos apenas a instancia Ulysses22
para efeitos de comparacao.

A préxima etapa constitui-se na implementacdo dos algoritmos que indiquem a
sequéncia de produ¢do de menor nimero de trocas de carretéis e, consequentemente,
menor consumo de tempo durante o setup. Cada algoritmo segue uma logica diferente
para esse fim, sendo um otimizado, e o outro, seguindo a regra MTS, conforme descritos
a seguir.

2.1. Regra de Liberacao: MTS

Conforme [Pacheco and Santoro 2001], o método de sequenciamento da produg¢do mais
conhecido pelas empresas € a Regra de Liberacdo. Constituida de uma l6gica simples e di-
reta para o plano de montagem da sequéncia da producdo, uma dessa regras € a MTS (Me-
nor Tempo de Setup). Nesta regra, estipula-se que, ao completar uma tarefa, a proxima
serd a que demandar menor tempo de setup. O MTS ¢ aplicado na empresa em questdao
como solucdo para o sequenciamento dos modelos de placas eletronicas. Para simular o
funcionamento da regra MTS, desenvolveu-se um algoritmo guloso cuja estratégia ime-
diatista elege a melhor solugdo possivel no momento como a mais proxima, sem levar em
consideracdo outras possibilidades.
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2.2. Algoritmo Genético

Inspirando-se nos mecanismos de selecdo natural e heranca genética, John Holland (1975)
propds o método de busca e otimizacdo conhecido como Algoritmo Genético (AG).
Através da escolha dos individuos mais aptos e de sucessivos cruzamentos entre eles (além
de mutagdes), a natureza foi capaz de encontrar individuos capazes de resolver habilmente
os diversos problemas inerentes a sobrevivéncia [de Lacerda and de Carvalho 1999]. O
AG foi feito utilizando individuos constituidos por ndimeros na base decimal para
representacdo de cada placa e a populagdo foi descrita de forma uniformemente aleatdria
utilizando um gerador de numeros aleatorios de alta qualidade. A implementagdo em si foi
desenvolvida utilizando a linguagem C++. As operacdes utilizadas no desenvolvimento
do AG foram: Inicializacdo Randomica Uniforme; Sele¢do por Torneio; Cruzamento mul-
tiponto e mutagdo por troca (swap mutation). O uso de tais operadores foram possiveis
ao converter a sequéncia de placas de um gene em uma permutagao.

Considerando um grafo G = (N, E') onde N = {1,..,n} é o conjunto de placas e
E = {1,...,m} é o conjunto das possiveis trocas de placas, e, ¢;;, 0 custo parar trocar o
setup de um modelo  para j, o problema consiste em localizar o menor ciclo hamiltoniano
do grafo G. A funcido objetivo considerada pode ser interpretada como a minimizagdo do
somatoério dos custos de troca dos componentes entre as placas.

3. Resultados

Os resultados foram obtidos através da execucgdo e andlise dos algoritmos descritos. Os
programas recebiam de entrada a matriz de adjacéncias ponderada, representando as
instancias de teste. A saida € o custo total desta solucao sendo o tempo total de sefup
no sequenciamento. Os graficos de Gantt foram utilizados para comparagao visual dos
resultados de cada uma das técnicas utilizadas, Algoritmo Genético e MTS. No eixo ho-
rizontal, representa-se o tempo total da producdo em uma dimensao arbitrdria.

A Figura 1 demostra as solugdes obtidas através da instancia classica Ulysses22.
Observa-se, no caso do MTS, como as melhores escolhas no curto prazo podem custar
muito no longo prazo. Isto € claramente representado nas tarefas finais. Quando com-
paradas individualmente, as tarefas do AG demonstram redu¢@o de tempo em relagdo as
solugdes geradas pelo MTS. Caso o tempo fosse interpretado como minutos, por exemplo,
o MTS sequenciaria esta producao em 178,18h. O AG, por sua vez, geraria uma sequéncia
de placas em 121,31h. Significando uma reduc¢ao de 31% no tempo da produgdo total.

TEMPC (DIMENS,

Figura 1. Grafico de Gantt - Instancia Ulysses22.

Esse comportamento também é observado nas outras instancias de teste como,
por exemplo, a J22, que representa o caso real da empresa em estudo (Figura 2). A
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melhoria encontrada neste caso é de uma hora de produgao entre as solucdes obtida pelos
algoritmos. Em termos de producdo, uma hora pode representar uma boa conten¢do de
gastos ao fim da linha de montagem. Esse tempo acumulado ao longo de uma semana ou
um més, certamente geraria para a empresa mais lucro e menos desperdicio.

RN R
METEE N N EE

2000

TEMPO [DIMENSAC ARSITRARIA)

Figura 2. Grafico de Gantt - Instancia J22.

4. Conclusao

Conforme os dados expostos na se¢do anterior, nota-se a importancia da imersdo de
métodos computacionais na industria como ferramenta auxiliadora na modelagem das
linhas de producao e, consequentemente, na tomada de decisdo pelo gestor. No estudo
desenvolvido, ainda que a Regra de Liberacao facilite, simplifique e padronize o sequen-
ciamento aos olhos humanos, hd uma grande possibilidade de que o algoritmo proposto
pela Regra de Liberacdo produza um resultado distante ao 6timo, isso €, aumentando a
ociosidade da maquina, como apresentado na Figura 1.

Por se tratar de uma instancia real, inicialmente foram alcancados os valores base
a fim de garantir a otimizagdo dos algoritmos propostos (Figura 2). Apods isto, foram re-
alizadas novas implementagdes que permitiram aumentar a quantidade de placas a serem
sequenciadas. Dessa forma, se amplia a atuagdo do estudo aos casos reais da empresa
através de técnicas escalondveis, como € o caso do AG. Os trabalhos futuros visam apri-
morar os testes com novas variacdes do AG em novas instancias genuinas da empresa.
Pode-se também pensar em prototipa¢cdo de um sistema que permita uma melhor interacao
com o profissional da producgao.
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Abstract. In this paper we study the facility leasing problem with penalties. We
present a 3-approximation primal-dual algorithm, based on the algorithms by
Nagarajan and Williamson for the facility leasing problem and by Charikar,
Khuller, Mount and Narasimhan for the facility location problem with penalties.

1. Introduction

In the facility location problem, it is given a metric space (V, d), aset F' C V of facilities,
an opening cost for each facility, and a set D C V of clients. The goal is to choose a subset
of facilities to open and an assignment between clients and facilities which minimize
the cost of opening the facilities plus the sum of the distances from each client to its
corresponding facility. This problem does not admit a polynomial-time algorithm with
approximation factor smaller than 1.463 unless P = NP [Sviridenko 2002]. Currently the
best approximation factor is 1.488 [Li 2013].

In the facility location problem with penalties, we may leave a client j unas-
signed if we choose to pay a penalty 7;. I.e., we must select a subset of the facilities to
open, and a subset of the clients to assign to open facilities. The cost of a solution is the
cost of opening facilities, plus the sum of the distances from each assigned client to its
corresponding facility, plus the penalty cost for unassigned clients. The facility location
problem reduces to this problem if we set ; = oo for every client j. Currently, a 1.5148-
approximation algorithm is known for this problem [Li et al. 2015]; there is a simpler
3-approximation algorithm [Charikar et al. 2001].

In the facility leasing problem, clients are distributed along the time, and instead
of opening facilities permanently, we may lease each facility for one of K different dura-
tions 01, ..., 0. The cost for leasing a facility p for d, units of time is v(p, k) € R, ; it
depends on the facility position, as in the traditional facility location problem, but also on
the leasing type k. We may assume that leasing costs respect economies of scale, i.e., it is
more cost-effective to lease facilities for longer periods. We wish to select a set of facility
leases that serve the clients and minimizes the leasing costs plus the sum of the distances
from each client to the facility lease that serves it. This problem has a 3-approximation
primal-dual algorithm [Nagarajan and Williamson 2013].

*Supported by FAPESP/CAPES Proc. 2014/18781-1, and CNPq Proc. 142161/2014-4.
tSupported by CAPES PNPD scholarship 1522390.
Supported by CNPq Proc. 311373/2015-1, and FAPESP Proc. 2015/11937-9.
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Our Contribution. We study the combination of the two previous problems, which we
call the facility leasing problem with penalties (FLEP): facilities are leased instead of
permanently opened, and some clients may be left unassigned by paying a penalty cost.
We obtain a 3-approximation algorithm by combining algorithms for the facility leasing
problem and for the facility location problem with penalties.

Related Work. For every covering problem that admits an «-approximation,
the corresponding problem with submodular penalties admits a (1 — e~ %/*)~l-
approximation [Li et al. 2015]. Combining this approach with the algorithm by Nagarajan
and Williamson (o = 3), one obtains a 3.5277-approximation algorithm for the facility
leasing problem with submodular penalties. Note that FLEP is a particular case of this
problem, but our algorithm has smaller approximation ratio.

Text Organization. In Section 2 we define some notation and we present a formal defi-
nition of FLEP, as well as its primal and dual formulations. In Section 3 we describe our
algorithm, and in Section 4 we present some conclusions and future research directions.

2. Notation and Problem Definition

Let [K] := {1,..., K} be the set of lease types. We denote a facility lease by a triple
f = (ps, ks, ty), in which py € V is the point where f is located, k; € [K] is a leasing
type, and ¢ € Z, is the instant in which the lease for f begins. Let F := F' X [K] X Z,.
We denote a client by a triple j = (pj, 7;,t;), in which p; € V is the point where j
is located, 7m; € R, is the penalty for not assigning a facility lease to j, and ?; is the
instant in which j arrives. For simplicity, we write 07 instead of §(ky), and ~; instead of
V(py, ky), for f = (py, kg, ty) € F. Also, for [ = (py, ky, ty) € F and j = (p;,m;,t;) €
V xR X Z., we define the distance from j to f as d(j, f) := d(p;, py) if t; € [ty, tr+d¢),
and d(j, f) := oo otherwise; i.e., the distance from j to f is infinite if f does not cover ¢;.

Problem FLEP(V,d, F, K,~,d, D): The input consists of a set of points V', a distance
function d : V x V +— R, satisfying symmetry and triangle inequality, a set F' C 'V
of potential facilities, an integer K > 0 that represents the number of lease types, a cost
v(p, k) € R for leasing facility p € I’ with leasing type k € [K], a function¢ : [K] — N
that maps each lease type to a length in days, and a set D C V x R, X Z, of clients in
the form j = (p;, m;,t;). A solution consists of aset X C F := F' x [K] x Z; of facility
leases in the form f = (py, ky,ts), and a function a : D — X U {null} that maps each
client j to some f € X suchthatt; € [ty,t;+dy) or to null. The goal is to find a solution

(X, a) which minimizes ZfeX vyt ZjeD:a(j);énull d(j,a(j)) + EjED:a(j):null .
The problem has the following primal formulation:

minimize > e x Vo Yf + D jep 2o per A0 f) @if+ D ep ™ %
subject to zir < yy VfeF,j€D

> feF Ttz > 1 VjeD
tj€ltssty+0y)
Tfi Y25 € {0,1} VfeF,j€D

Variable y indicates whether facility f was leased, variable x;; indicates whether client j
was served by facility lease f, and variable z; indicates whether the algorithm decided to
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pay the penalty associated with not assigning j. The relaxation of the dual problem is:

maximize .. p @

subject to ZjeD(Oéj —d(, )+ < v VfeF
aj > 0 VjeD

The dual has the following economical interpretation: each client j is willing to pay «; to
connect itself to some facility lease. Part of this value covers the distance to the facility;
the other part is a contribution to pay the facility leasing cost. However, a client is not
willing to pay more than its penalty.

3. Algorithm

Our algorithm is based on the algorithm for the facility leasing problem, and on an al-
gorithm for the facility location problem with penalties [Nagarajan and Williamson 2013,
Charikar et al. 2001]. We say that client j reaches facility lease f if a; > d(j, f).

Algorithm PRIMAL-DUAL-FLEP(V,d, F, K,~,d, D)
01 X« 0,5« D,aj <« Oforevery j € D
02 while S # () do

03 increase «; uniformly for every j € .S until

04 (@) aj = d(j, f) for some j € Sand f € X

05 or (b) v = .cplaj —d(j, f))+ forsome f € F\ X
06 or (¢) aj = m; for some j € S

07 X+ XU{feF\X: fsatisfies (b)}

08 S« S\{je€S:a; >mjorjreaches some f € X}

09  build the graph G x with

10 VIGx] + X, E[Gx] < {(f,f") : 3j € D : j reaches both f and f’}

11  build a maximal independent set X’ in G x greedily in non-increasing order of ¢
12 X« {(pg.kgty — 0n), fo (o, kg ty +0k) : f € X'}

13 forevery j € D do

14 if j reaches some f € X
15 then a(j) « argminf,eX{d(j, M}
16 else a(j) « null

17 return (X, a)

The algorithm maintains a dual variable «; for each client j, a set X of temporarily
leased facilities, and a set S of the clients whose dual variable still is being increased,
which initially is the whole set of clients D. Increasing pauses when: (a) a client reaches
an already temporarily leased facility, or (b) the sum of the contributions towards a facility
lease pays for its cost, or (c) the dual variable reaches the penalty cost for some client. We
then add to X the facilities that reach condition (b), and remove from S the clients that
reach some temporarily leased facility or whose dual variable pays for the penalty cost,
and then proceed increasing the remaining dual variables until S becomes empty.
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After this phase, we build an interference graph G x between the facility leases
in X. Graph Gx has vertex set X and has an edge between facilities f and f’ if there is
some client that reaches both f and f’. Then, we sort set X in non-increasing order of
lease duration and build a maximal independent set X’ in a greedy manner; i.e., we visit
set X in that order and add a facility f to X' if there is no other facility lease f' € X’
reached by some client that reaches f. Thus X’ satisfies the following properties:

1. Every client reaches at most one facility lease in X’;
2.If fand f’in X are reached by the same client j, and if f" € X', then §; < .

Note that there may be some client j that reaches some f in X but is not covered by any
facility lease in X’. However, remember that some f’ € X' shares a reaching client j’
with f, thus 6; < §4 and the intervals covered by facility leases f and f’ overlap. Then,
we buy X, which has three copies of f/, beginning at instants ¢ — 8, ¢ and ¢y + 6.
Thus, the interval formed by those three facilities, which is [t o= Op,tp + 20p), is a
superset of interval [ts, ¢ + d¢), and therefore one of the facility leases covers ¢;.

Finally, if some client j does not reach any facility lease in X, then its dual variable
pays for its penalty and we set a(j) to null.

Note that, although the number of potential facility leases is infinite, the algorithm
may be implemented in polynomial time in the input size: it is enough to consider, for
every facility point, a lease beginning at each instant in which we have a client.

We omit the proof of the following theorem due to space constraints.'

Theorem 1: Algorithm PRIMAL-DUAL-FLEP is a 3-approximation.

4. Conclusion and Future Work

We give a 3-approximation algorithm for the facility leasing problem with penalties. Fu-
ture work may include studying leasing variants of other facility location problems.
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Abstract. Given graphs G and H and a positive integer q we say that G is g-
Ramsey for H if every q-colouring of the edges of G' contains a monochromatic
copy of H, denoted G — (H),. The size-Ramsey number 7(H) of a graph
H is defined to be 7(H) = min{|E(G)|: G — (H)s2}. Answering a question
suggested by Conlon, we prove that #(P¥) = O(n) for every fixed k, where P*
is the kth power of the n-vertex path P,, i.e., the graph with vertex set V (FP,)
and all edges {u, v} such that the distance between u and v in P, is at most k.

Resumo. Dados grafos G e H e um inteiro positivo q, dizemos que G é q-
Ramsey para H se toda q-coloracdo das arestas de G contém uma cdpia
monocromdtica de H. Denotamos essa propriedade por G — (H),. O
nimero de Ramsey relativo a arestas 7(H) de um grafo H é definido como
7(H) = min{|E(G)|: G — (H)a}. Respondendo uma pergunta sugerida por
Conlon, provamos que #(P¥) = O(n) para todo k fixo, onde P* é a k-ésima
poténcia do caminho com n vértices P,, i.e., 0o grafo com conjunto de vértices
V(P,) e todas as arestas {u,v} tais que a distdncia entre u e v em P, é no
mdximo k.

O terceiro autor foi apoiado pela FAPESP (2013/03447-6, 2013/07699-0), pelo CNPq (459335/2014-
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1. Introducao

Dados grafos G e H e um inteiro positivo ¢, dizemos que G ¢ g-Ramsey para H se toda
g-coloracdo das arestas de G contém uma cdpia monocromadtica de //. Denotamos essa
propriedade por G — (H),. Quando g = 2, escrevemos simplesmente G — H. Em
sua forma mais simples, o cldssico Teorema de Ramsey [Ramsey 1930] afirma que para
qualquer grafo H existe um inteiro N tal que Ky — H. O niimero de Ramsey r(H) de
um grafo A é definido como o menor tal inteiro N. Problemas em Teoria de Ramsey tem
sido bastante estudados e muitas técnicas elegantes t€ém sido desenvolvidas para estimar os
ndmeros de Ramsey. O trabalho de Conlon, Fox e Sudakov [Conlon et al. 2015] contém
um resumo detalhado dos avangos na drea.

Diversas variantes do cldssico problema de Ramsey foram introduzidas e con-
tinuam a ser muito estudadas (uma boa introducdo a esses problemas relacionados
pode ser vista em [Conlon et al. 2015]. Em particular, Erd6és, Faudree, Rousseau e
Schelp [Erdds et al. 1978] propuseram o problema de determinar a menor quantidade de
arestas em um grafo G tal que G — H. Mais precisamente, definimos o niimero de Ram-
sey relativo a arestas de H, denotado por 7(H), como 7(H) = min{|E(G)|: G — H}.
Aqui estamos interessados em problemas envolvendo estimar 7(H ).

Para qualquer grafo H, temos o limitante 6bvio 7#(H) < (T(f )). Um resultado de

Chvatal (veja, e.g., [ErdSs et al. 1978]) garante que esse € o valor correto para o nimero
de Ramsey relativo a arestas de grafos completos, i.e., 7(K,,) = (’”(12{")).

Considerando o caminho P, com n vértices, Erdés [Erd6s 1981] fez a seguinte
pergunta: é verdade que lim,, ,(7(P,)/n) = o e lim,_(#(P,)/n*) = 0? Utilizando
uma construcio probabilistica, Beck [Beck 1983] provou que o numero de Ramsey rela-
tivo a arestas de caminhos ¢ linear, i.e., #(P,) = O(n). Em [Alon and Chung 1988] ¢é
fornecida uma construgéo explicita de um grafo G' com O(n) arestas tal que G — P,.
Recentemente, Dudek e Pratat [Dudek and Pratat 2015] obtiveram uma prova alterna-
tiva para esse resultado (veja também [Letzter 2016]). Mais geralmente, Friedman e
Pippenger [Friedman and Pippenger 1987] provaram que nimero de Ramsey relativo a
arestas de arvores com grau maximo limitado € linear (veja também [Dellamonica 2012,
Haxell and Kohayakawa 1995, Ke 1993]) e foi mostrado em [Haxell et al. 1995] que cir-
cuitos também tem nimero de Ramsey relativo a arestas linear.

Respondendo uma questao colocada por Beck [Beck 1990] (negativamente), que
perguntou se 7((G) é linear para todos os grafos G com grau méaximo limitado, Rodl e
Szemerédi mostraram que existe um grafo H com n vértices e grau maximo 3 tal que
#(H) = Qnlog/*n). O melhor limitante superior conhecido atualmente para grafos
com grau maximo limitado é provado em [Kohayakawa et al. 2011], onde € provado que
para todo A existe uma constante c tal que para qualquer grafo H com n vértices e grau
méaximo A temos

F(H) < en®* Y2 log? n.

Resultados adicionais sobre o nimero de Ramsey relativo a arestas podem ser vistos
em [Ben-Eliezer et al. 2012, Kohayakawa et al. 2016, Reimer 2002].

Dado um grafo H com n vértices e um inteiro £ > 2, a k-ésima poténcia H k
de H é o grafo com conjunto de vértices V(H) e todas as arestas {u,v} tais que a
distancia entre v ¢ v em H é no miximo k. Respondendo uma questdo sugerida por
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Conlon [Conlon 2016], provamos que o nimero de Ramsey de poténcias relativo a
arestas de caminhos € linear. O seguinte teorema € o nosso resultado principal.

Teorema 1. Para todo inteiro k > 2, temos #(P*) = O(n).

Note que dado o circuito C,, com n vértices, temos C* = P2 Assim, o seguinte
corolario segue diretamente do Teorema 1.

Coroldrio 2. Para todo inteiro k > 2, temos #(CX) = O(n).

2. Ideia da prova do Teorema 1

Para provar o Teorema 1 precisamos mostrar que existe um grafo G com O(n) arestas
tal que G — P*. Primeiramente, mostramos que existe um grafo H com quantidade
linear de arestas e grau maximo limitado por uma constante tal que existe uma aresta
entre quaisquer subconjuntos suficientemente grandes de V' (H). Seja ¢ uma constante
suficientemente grande com relagdo a k. Vamos considerar o “blow-up” completo H} da
k-ésima poténcia H* de H, i.e., o grafo obtido pela troca de cada vértice v de H* por
um grafo completo com r(K;) vértices, a classe C'(v), e pela adi¢io de, para cada aresta
{u,v} € E(H"), todas as arestas entre C(u) e C(v). Note que H} tem uma quantidade
linear de arestas.

Seja x: E(HF) — {vermelha, azul} uma colora¢io das arestas de HF. Vamos
mostrar que HF contém uma cépia monocromética de P* sob y. Como toda classe C'(v)
de HF contém r(K,) vértices, entdo cada classe contém uma c6pia monocromatica B(v)
de K;. Sem perda de generalidade, o conjunto W := {v € V(H): B(v) é azul} tem
cardinalidade pelo menos v(H)/2. Seja F' := H|[W] o subgrafo de H induzido por W,
e seja I’ o subgrafo de F} < Hy induzido por | J, .,y V(B(w)). Dada a coloragdo x
acima, definimos a colorag¢do auxiliar ' de E(F*) como segue: uma aresta {u,v} €
E(F*) € colorida com a cor azul se o subgrafo bipartido F'[V (B(u)),V(B(v))] de F’
naturalmente induzido pelos conjuntos V' (B(u)) e V/(B(v)) contém um Koy, o5 azul. Caso
contrdrio {u, v} é colorida com a cor vermelha.

Utilizando o Teorema 1.7 de [Pokrovskiy 2017], mostramos que toda 2-coloracao
de E(F*) contém ou uma cépia azul de P, ou uma cépia vermelha da k-ésima
poténcia P* de P,. No primeiro caso, ndo é dificil encontrar uma cépia azul de P*
em HF. O segundo caso é um pouco mais complicado, mas explorando as proprie-
dades estruturais de H} é possivel combinar o cldssico Teorema de K&vari-T. S6s—
Turdn [Kvari et al. 1954] com uma aplicagdo do lema local [Erdds and Lovasz 1975,
p. 616] para obter uma cépia vermelha de P* em HF. Detalhes dessa prova serdo dados
na versao completa deste trabalho.
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Abstract. In this paper we study the problem of coloring the edges of a graph
for any k-list assignment such that there is no maximal monochromatic biclique,
in other words, the k-biclique edge-choosability problem. We prove that the K-
free graphs that are not odd cycles are 2-star edge-choosable, chordal bipartite
graphs are 2-biclique edge-choosable and we present a lower bound for the
biclique choice index of power of cycles and power of paths. We also provide
polynomial algorithms to compute a 2-biclique (star) edge-coloring for Ks-free
and chordal bipartite graphs for any given 2-list assignment to edges.

1. Introduction

There are many problems related to coloring graphs. In this work we define an edge-
coloring problem called the the k-biclique edge-choosability problem. We call a biclique
an induced complete bipartite subgraph and if a maximal biclique is colored only with
one color then we say it’s a maximal monochromatic biclique.

The first related problem was studied by Pablo Terlisky in his master thesis in
2010 [Terlisky 2010]. He defined the k-biclique coloring analogously to the k-clique
coloring problem, studied by Déniel Marx [Marx 2011], as coloring the vertices of a
graph with & colors such that there is no maximal monochromatic biclique. A biclique
can be defined as a induced maximal complete bipartite subgraph. Terlisky proved that
the k-biclique coloring problem is ¥.7-complete in general case for & > 2. Furthermore
Hélio B. Macedo Filho et al. [Figueiredo et al. 2013] showed that to verify if a power of
a cycle or a power of a path is biclique colorable is coN P-complete.

Also, the k-biclique coloring problem was studied in the context of list coloring
by Marina Groshaus et al. in 2012 [Soulignac et al. 2012]. They showed that k-biclique
choosability and k-star choosability are IT} -complete for & > 2 in general case. A power
of a path PF is graph with n vertices which {v;,v;} € E(PF) if and only if |i — j| < k.
And a power of a cycle C* is a graph with n vertices which {v;, v;} € E(CF) if and only
if min{(j —4) mod n, (i —j) mod n} < k. Note that a P” is a subgraph of C*.

When focus on coloring edges of the graph, the natural k-biclique edge-coloring
problem arises. It was defined by Dantas et al. as coloring the edges of a graph with k
colors such that there is no maximal monochromatic biclique [Guedes et al. 2017]. They
proved that the 2-biclique edge-coloring problem is A/P-Hard in the general case, K3-free

*Partially supported by CAPES/MathAmSud 021/14, ANPCyT PICT-2013-2205 and CONICET.
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graphs that are not odd cycles are 2-star edge-colorable, chordal bipartite are 2-biclique
edge-colorable and power of paths and power of cycles are biclique edge-colorable using
at most 4 colors. A graph is chordal bipartite if there is a perfect edge without vertex
elimination ordering, which each removed edge induces a biclique.

A natural question that arises is what happens when Dantas et al. results are
considered in the context of list coloring. Given a graph GG and a list color assignment L
to its edges, G is L-biclique edge-colorable if each edge of GG can be colored using one
color from its list such that the (non trivial) bicliques of G are not monochromatic. The
k-biclique edge-choosability problem is to decide if a given graph G is L-biclique edge-
colorable for every list color assignment L with £ colors to each edge. The biclique choice
index of a graph G (ch’z(G)) is the minimum £ such that G is k-biclique edge-choosable.
As the star is specific case of biclique then the k-star edge-choosability problem can
be defined analogously just replacing biclique by star. Since a graph choice index is at
least equals to its chromatic index [Rubin et al. 1979], then it is important to check the
relationship of graph biclique chromatic index and its biclique choice index. Therefore
the objective of this paper is to extend Dantas et al. results to list coloring context by
studying the k-biclique edge-choosability problem.

We prove that the /s-free graphs that are not odd cycles are 2-star edge-choosable,
chordal bipartite are 2-biclique edge-choosable and present a lower bound for the biclique
choice index of power of cycles and power of paths.

2. Star edge-choosability problem in K3-free graphs

In this section we are going to show that K3-free graphs not isomorphic to odd cycles,
are 2-star edge-choosable and provide a polynomial time algorithm to compute a 2-star
edge-coloring. The odd cycles are forbidden since in this case a proper edge coloring is
equivalent to color the edges of the graph such that there is no maximal monochromatic
star (K ,). However odd cycles are not 2-edge-colorable then they are not 2-star edge-
choosable.

Theorem 1. The Ks-free graphs not isomorphic to odd cycles, are 2-star edge-choosable.

Proof. Let G be a connected (otherwise use each connected component) K3-free graph
not isomorphic to any odd cycle. If G is an even cycle then coloring its edges is equivalent
to color the stars of G. As even cycles are 2-choosable [Rubin et al. 1979] then G is 2-
star edge-choosable. Otherwise, GG is not an even cycle, then we show that G is 2-star
edge-choosable by giving an algorithm for coloring the edges of the graph.

If there is a vertex v with degree 1, consider a depth first search (DFS) of G started
at v. In that way there are no return edges to the root v. If there is no vertex of degree 1,

then there is a cycle C' = (vy,...,v,). Assuming G is not a cycle, there is a vertex of C'
that has a neighbor, w, outside the C'. Suppose w.l.0.g. that v, is that vertex. Consider a
DFS started at v; such that vy, . .., v, appear in that sequence and before w. In that case,

there is at least a returning edge {v,, v1 } (the root) and vy is not a leaf of the DFS.

We color the tree edges with a color different from the edge that is above in the
tree, since the list has size 2 this assignment is always possible. After that, the stars
centered at vertex that are not the root or a leaf of the DFS are already not monochromatic.
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If the root has degree 1, its star is trivial. Otherwise, if the star centered at the root is still
monochromatic, color the return edge {v,, v1 } with a different color. For the stars centered
at leaves of the DFS with return edges, choose one of its return edges and color with a
different color. Every non trivial star is not monochromatic. The remaining return edges
are colored with any color since all the stars are already colored with at least two colors.
We assure that every maximal star has two colors and then G is 2-star edge-choosable. [

Since it is a DFS, the algorithm runs in polynomial time.

3. Biclique edge-choosability in chordal bipartite graphs

In this section we prove that every chordal bipartite graph is 2-biclique edge-choosable
and we also give a polynomial time algorithm to compute a 2-biclique edge-coloring.

Theorem 2. Every chordal bipartite graph is 2-biclique edge-choosable.

Proof. We are going to show that every chordal bipartite graph G is 2-biclique edge-
choosable by assigning inductively a color to an edge e; using its perfect edge-without-
vertex elimination ordering (ei, ..., en) [Kratsch and Kloks 1995]. The base case is
when |E(G)| = 2 and in this case it is always possible to set a different color to each
of the edges. By inductive hypothesis we have that G;_; \ ¢; is 2-biclique edge-choosable.
As e; is bisimplicial then e; belongs only to one biclique, so it is enough to set a color to
e; different from the edges of the biclique which contains e;, if it is still monochromatic.

And since the order (e, ..., e,,) traverses all bicliques of G, then when a color is set to
e; there is no monochromatic biclique for any 2-list assignment and thus G is 2-biclique
edge-choosable. [

As the naive method to find a bisimplicial edge (the vertices of an edge induces a
complete bipartite graph) takes O(| E/|?) steps then the algorithm to compute a 2-biclique
edge-coloring is O(|E|?).

4. Biclique edge-choosability in power of paths and power of cycles

In this section we are going to present a lower bound for the biclique choice index of
power of cycles and power of paths, that is, the ch;(CF¥) is the maximum between 2 and
a natural o > 0. We remark that the power of paths are sub-graphs of power of cycles
when we remove the edges from the last k£ vertices to the first £ vertices of the graph.

Theorem 3. The biclique choice index ch’z(C*) > max{2,a}, if k > 2, n > 4k and
512 (%)
21 = a /J°

Proof. Let H be the a graph defined by V(H) = {v;; | {vi,v;} € E(C¥)} and E(H) =
H{vij, vy {vi, v} & E(CF)}, that is, v;, v; and v; induce a P of C*. We are going to
show that chz(C*) > max{2,a}, if & > 2, n > 4k and [%] > (20‘;1), by proving

that if H is not a-choosable then C* is not a-biclique edge-choosable, and that H is not
a-choosable.

As n > 4k then C* maximal bicliques are P and an edge of H is equivalent to a
biclique of C*. A vertex coloring of H is an edge coloring of C* such that the bicliques

37



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao

are not monochromatic. Note that by definition of H the degree of any vertex v;; € H
is dg(vij) = 2(min{(j —¢) mod n,(: —j) mod n})and 6(H) = 2 and A(H) = 2k.
Since H is not a K, nor an even cycle, nor a 6,5 9., for an integer c, then H is not
2-choosable [Rubin et al. 1979] and thus ch’z (CF) > 2.

Also note that the resulting graph H has a K k7,7k7asan induced subgraph. Since

a complete bipartite graph K, ,, is not a-choosable for m > (2‘“(;1) [Rubin et al. 1979]
then H is not a-choosable for [£] > (2aa_1) and thus C* is not a-biclique edge-choosable
for [£] > (**71). O

«

Corollary 4. The biclique choice index ch'y(P¥) > max{2,a}, ifk > 2, n > 2k and

512 (0

Proof. As the power of paths are a specific case of power of cycles then we can use the
proof of Theorem 3 to conclude that ch’z(P¥) > max{2,«a}, if & > 2, n > 2k and
21> (0 =

2 «

5. Conclusion

In this paper we study the k-biclique-edge coloring choosability problem for some classes
of graphs. We prove that K3-free graphs are 2-star edge-choosable, chordal bipartite are 2-
biclique edge-choosable and are not 2-biclique edge-choosable and present a lower bound
for the biclique choice index of power of cycles and power of paths. We remark that these
last result is not tight. We provide polynomial algorithms to find 2-biclique (star) edge-
coloring for K3-free graphs and chordal bipartite graphs.

References

Figueiredo, C. M. H., Filho, H. B. M., Machado, R. C. S., and Dantas, S. (2013). Biclique-
colouring verification complexity and biclique-colouring power graphs. Discrete Ap-
plied Mathematics, 192:65-76.

Guedes, A., Ries, B., Sasaki, D., Groshaus, M., Machado, R. C. S., and Dantas, S. (2017).
On star and biclique edge-colorings. International Transactions in Operational Re-
search, 24(1-2):339-346.

Kratsch, D. and Kloks, T. (1995). Computing a perfect edge without vertex elimination
ordering of a chordal bipartite graph. Information Processing Letters, 55:11-16.

Marx, D. (2011). Complexity of clique coloring and related problems. Theoretical Com-
puter Science, 412:3487-3500.

Rubin, A. L., Taylor, H., and Erdos, P. (1979). Choosability in graphs. Congr. Numer,
26:125-157.

Soulignac, F. J., Groshaus, M., and Terlisky, P. (2012). The star and biclique coloring and
choosability problems. Journal of Graph Algorithms and Applications, 18:347-383.

Terlisky, P. (2010). Biclique-coloreo de grafos. Master’s thesis, Universidad de Buenos
Aires.

38



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

Advances in anti-Ramsey theory for random graphs
Guilherme Oliveira Mota'?

!Centro de Matemética, Computacio e Cognicdo, Universidade Federal do ABC
Santo André, Brazil

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdao Paulo
Sao Paulo, Brazil

motal@ime.usp.br

Abstract. Given graphs G and H, we denote the following property by G % H

for every proper edge-colouring of G (with an arbitrary number of colours)
there is a rainbow copy of H in G, i.e., a copy of H with no two edges of the
same colour. It is known that, for every graph H, the threshold function p'? =
p*2(n) of this property for the binomial random graph G(n, p) is asymptotically
at most n~ Y™ P H) where m® (H) denotes the so-called maximum 2-density
of H. In this work we discuss this and some recent results in the study of anti-
Ramsey properties in random graphs, and we prove that if H = Cyor H = K,
then pt < n=Ym® ) \which is in contrast with the known facts that e =

n=Ym? €O for k > 7, and PR, = n~Ym@ (KD for k> 19.

Resumo. Dados grafos G e H, denotamos a seguinte propriedade por G % H:

para toda coloracdo propria das arestas de G (com uma quantidade ar-
bitrdria de cores) existe uma copia multicolorida de H em G, i.e., uma copia
de H sem duas arestas da mesma cor. Sabe-se que, para todo grafo H, a
fungdo limiar P2 = p'2(n) para essa propriedade no grafo aleatério bino-
mial G(n,p) é assintoticamente no mdximo n=""*H) onde m® (H) denota
a assim chamada 2-densidade mdxima de H. Neste trabalho discutimos esse e
alguns resultados recentes no estudo de propriedades anti-Ramsey para grafos
aleatorios, e mostramos que se H = Cy ou H = K, entdo p}? < n_l/m(2>(H),
que estd em contraste com os fatos conhecidos de que prcbk =~ Ym®(Cr) para
k=1, ep??[ — p~I/mP (K para k > 19.

1. Introduction

Let r be a positive integer and let G and H be graphs. We denote by G — (H),
the property that any colouring of the edges of G with at most r colours contains a
monochromatic copy of H in G. In 1995, Rodl and Rucinski determined the threshold
for the property G(n,p) — (H), for all graphs H. The maximum 2-density m® (H) of
a graph H is denoted by m? (H) = max{;‘b; )= 1 cJc H, |\V(J)| = 3}, where we
suppose |V (H)| = 3.

The author was supported by FAPESP (2013/11431-2, 2013/03447-6) and partially by CNPq
(459335/2014-6). The author acknowledges the support of CAPES/DAAD PROBRAL (430/15).
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Theorem 1 (R6dl and Rucinski [R6dl and Rucinski 1993, R6dl and Rucinski 1995]). Let
H be a graph containing a cycle. Then, the threshold function py = py(n) for the
property G(n,p) — (H), is given by py(n) = n~Y/m® (H),

Given a graph H, we are interested in the following ‘anti-Ramsey’ type proper-
ties of the random graph G = G(n,p), denoted by GG % H: for every proper edge-

colouring of G, there exists a rainbow copy of H in G, i.e., a copy of H with no two
edges of the same colour. The term ‘anti-Ramsey’ is used in different contexts, but
we follow the terminology used in [Kohayakawa et al. 2014, Kohayakawa et al. 2017,
Nenadov et al. 2017, R6dl and Tuza 1992]. Since the property G(n,p) L H s in-

p
creasing for every fixed graph H, we know that it admits a threshold function p}? =
p"2(n) [Bollobds and Thomason 1987].

The study of anti-Ramsey properties of random graphs was initiated by Rodl and
Tuza, who proved in [Rodl and Tuza 1992] that for every ¢ there exists a fairly small p,
such that G(n, p) % Cy almost surely. In fact, this result answers positively a question

posed by Spencer (see [Erdds 1979], p. 29), who asked whether there are graphs of
arbitrarily large girth that contain a rainbow cycle in any proper edge-colouring. We
obtained the following result, which implies that p®? < n="/ m®(H) for any fixed graph H.

Theorem 2 (Kohayakawa, Konstadinidis and Mota [Kohayakawa et al. 2014]). If H is a
fixed graph, then there exists a constant C' > 0 such that for p = p(n) = Cn~Y m®(H) e
asymptotically almost surely have G(n, p) % H.

The proof of Theorem 2 combines ideas from the regularity method for sparse
graphs (see, e.g., [Kohayakawa 1997, Kohayakawa and Rodl 2003, Szemerédi 1978]) and
a characterization of quasi-random sparse graphs (see, e.g., [Chung and Graham 2008]).
This result was the beginning of a systematic study about anti-Ramsey problems in
random graphs. In [Kohayakawa et al. 2017] we proved that for an infinite family of
graphs F we have pi? « n~"/ m®(F) which is in contrast with Theorem 1. Before state
this result precisely we need one more definition: given a graph H with m® (H) < 2,

put 5(H, K3) = % (1 + #(HJ Theorem 3 below makes the discussion above precise.

Theorem 3. Suppose k > 4 and let F be the (k + 1)-vertex graph composed by a k-
vertex graph H with 1 < m® (H) < 2 and a vertex outside of H that is adjacent to two
adjacent vertices of H. Then, for a suitably large constant D, if p = Dn PHK3) thep
G(n,p) % F almost surely.

We can easily conclude that for graphs F' as in the statement of Theorem 3 we
have p? « n~Y™?(F) gince one can check that 1/m®@(F) = 1/m®(K;) = 1/2 <
B(H,K3) < 1/m®(H). This makes the following question interesting: What are the
graphs H for which pt? = n~Ym® (H)g Recently, some progress in answering this
question was made in [Nenadov et al. 2017], which proved the following result.

Theorem 4 (Nenadov, Person, Skorié¢ and Steger [Nenadov et al. 2017]). Let H be a cycle
on at least 7 vertices or a complete graph on at least 19 vertices. Then p'? = n= m® (H),

The authors of Theorem 4 remarked that their result could hold for all cycles and
cliques of size at least 4. We conjecture that Theorem 4 can indeed be extended to cycles
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and cliques of size at least 5, but not for Cy and K. In fact, we show that if H is Cy or

K, then pi? is asymptotically smaller than n~Y/m (),

Theorem S. We have pr(i = n=%* and p% — n /15,

In what follows we give a brief outline of the proof of Theorem 5 for cycles C}.
We remark that the proof for Ky makes use of similar techniques.

2. Brief outline of the proof of Theorem 5 for C,
First, we consider the density m(H) of a graph H, defined as m(H) =

max { igggl Jc H, |V(J)| = 1}. We will use of the following result.

Theorem 6 (Bollobas [Bollobas 20011). Let H be a fixed graph. Then, p = n~/™H) jg
the threshold for the property that G contains a copy of H.

Note that for proving the upper bounds it is enough to show that G(n,p) a.s.
contains a small graph that forces a rainbow copy of the given graphs in any proper edge-
colouring. Since the proof for the upper bounds are much simpler than the proof for the
lower bounds, we give the full proof of the upper bound in the case of C}.

Upper bound for p;? .

Consider the complete bipartite graph K, , with partition classes {a,b} and
{w, z,y, z}. We will first show that any proper colouring of the edges of K54 contains a
rainbow copy of C, and then we conclude that for p » n~%/* a.s. G(n, p) contains a copy
of K5 4. Suppose by contradiction that there is a proper colouring x of E (K5 4) with no
rainbow copy of Cy. W.lo.g. let x(aw) = x(bx) = 1 and x(ay) = x(bz) = 2. Since
the colouring is proper the edges ax and az get different new colours, say, x(ax) = 3 and
x(az) = 4. Since the C} induced by {a, x, b, y} is not rainbow, we have x(by) = 3. But
then the C, induced by the vertices {a, z, b, z} is rainbow, a contradiction. Therefore, any
colouring of the edges of K54 contains a rainbow C,. By Theorem 6, if p » n~%/4, then
a.s. G(n, p) contains a copy of K 4. Therefore, a.s. any proper colouring of the edges of
G(n,p) contains a rainbow copy of Cy, which implies that pfh < n=!/mK24) = p=3/4,

Lower bound for pf’ .

Now let us turn our attention to the lower bounds. Let G and H be graphs. We
say that a sequence ' = Hy, ..., H, of H-copies in GG is an H-chain if forany 2 < i </
we have E(H;) n (E(H,),...,E(H;—1)) # &. Note that a copy of H in G that does not
intersect edge-wise with any other copy of H is a maximal H-chain composed by only
one copy of H. Furthermore, the edge sets of two distinct maximal /-chains are disjoint.
Thus, it is easy to see that each H in GG belongs to exactly one maximal H-chain.

Let G = G(n,p) and let p « n~3/%. The idea is to prove that a.s. there exists a
proper colouring of G that contains no rainbow C. In this proof we will consider Cy-
chains that are maximal with respect to the number of C4’s. The first and more important
step is to colour some edges in all maximal Cy4-chains so that all Cy’s in G will be non-
rainbow and this partial colouring will be proper. Then, since all Cy’s are coloured we
can just give a new colour for each one of the remaining uncoloured edges. For the first
step, we use Markov’s inequality and the union bound to obtain that a.s.

G does not contains any graph H with m(H) > 4/3 and |V (H)| < 12. (1)
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Let F = C},...,C% be an arbitrary Cy-chain in G with m(F) > 4/3. Let2 < i < {
be the smallest index such that F/ = C}, ..., C% has density m(F’) > 4/3. Then, since
F" = C},...,Ci " has density m(F") < 4/3, we can explore the structure of G(n, p)
to conclude that |V (F”)| < 10, which implies |V (F”)| < 12, a contradiction with (1).
Therefore, a.s. G(n,p) contains no copy of Cy-chains F' with m(F') > 4/3. Thus, we
may assume that all C;-chains F' of G have density m(F) < 4/3. In this case, it is
possible to analyze carefully the structure of such chains, obtaining the desired colouring,
which proves the claimed result.
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Abstract. Let G be a connected graph and P be a set of pairwise vertex-disjoint
paths in G. We say that P is a path cover if every vertex of G belongs to a path
in ‘P. The minimum path cover problem asks for a path cover of minimum
cardinality. In this problem, known to be NP-hard, the set P may contain trivial
(single-vertex) paths. We study a variant of this problem in which the objective
is to find a path cover without trivial paths. Using the well-known Edmonds-
Gallai decomposition, we show that deciding whether a graph contains such
kind of path cover can be reduced to a matching problem on a bipartite graph.
We also show hardness and inapproximability results for both problems.

Resumo. Seja G um grafo conexo e P um conjunto de caminhos disjuntos nos
vértices em (G. Dizemos que P é uma cobertura por caminhos se cada vértice
de G pertence a algum caminho em P. No problema da cobertura minima por
caminhos, o objetivo é encontrar uma cobertura com o menor niimero de cami-
nhos. Nesse problema, que é sabido ser NP-dificil, o conjunto P pode conter
caminhos triviais. Estudamos uma variante desse problema onde o objetivo é
encontrar uma cobertura sem caminhos triviais. Usando a decomposi¢do de
Edmonds-Gallai, mostramos que o problema de decidir se um grafo tem tal
cobertura pode ser reduzido a um problema de emparelhamento em um grafo
bipartido. Além disso, mostramos resultados de inaproximabilidade para ambos
os problemas de cobertura: com e sem caminhos triviais.

1. Introduction

All graphs considered here are simple and undirected. Let G be a graph and P be a path
in G. The length of P is its number of edges. If P has length k, we say that it is a k-
path. In the special case when £ = 0, we also say that P is trivial. A set of pairwise
vertex-disjoint paths is a path cover of G if it spans V(G).

In the MINIMUM PATH COVER (MINPC) problem we want to find a path cover
of minimum cardinality. Clearly, deciding whether a graph has a Hamiltonian path
is equivalent to deciding whether it has a path cover of cardinality one. Therefore,
MINPC is NP-hard in the classes of graphs for which the Hamiltonian path problem
is NP-complete, such as cubic planar 3-connected graphs [Garey et al. 1976], circle
graphs [Damaschke 1989], split graphs, chordal bipartite graphs [Miiller 1996], etc.

*Preliminary results of an ongoing research carried out by the author in his PhD program at IME-USP
under the supervision of Yoshiko Wakabayashi. Research supported by CAPES fellowship, FAPESP Project
(Proc. 2013/03447-6) and MaCLinC project of NUMEC/USP.
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Polynomial-time algorithms have been designed for MINPC on several classes
of perfect graphs, such as interval graphs [Arikati and Pandu Rangan 1990], cocompa-
rability graphs [Corneil et al. 2013], trees [Franzblau and Raychaudhuri 2002], etc. This
problem is of theoretical, but also of practical interest. It has applications in establishing
ring protocols in a network, code optimization and mapping parallel processes to parallel
architectures [Moran and Wolfstahl 1991].

Besides studying MINPC, we also study the problem of finding a path cover with-
out trivial paths. First, we consider the problem of the existence of such a path cover.
Then, we consider the two optimization problems: the MINIMUM NONTRIVIAL PATH
COVER (MINNTPC) and the MAXIMUM NONTRIVIAL PATH COVER (MAXNTPC).
In both cases we seek for path covers of optimum cardinality. In the next section, we
show that the existence problem and MAXNTPC have a close relation with the maximum
matchings of a graph.

2. Covering a graph with nontrivial paths

Let g and f be integer functions defined on the vertices of a graph G. A (g, f)-factor of G
is a subgraph H of G such that V(H) = V(G) and each vertex x has degree at least g(x)
and at most f(z) in H. Let a and b be two integers such that a < b. When g(z) = a
and f(x) = b for every x in G, we say that H is an [a, b]-factor. Thus, deciding whether
a graph has a nontrivial path cover is equivalent to deciding whether it has a [1, 2]-factor.

There is a large number of results characterizing graphs which contain (g, f)-
factors: both algorithmic and structural ones. In 1952, Tutte characterized graphs that
have an (f, f)-factor. Later, [Lovdsz 1970] gave a characterization of the graphs which
admit a (g, f)-factor. In the eighties, [Anstee 1985] showed an algorithm that finds a
(g, f)-factor, if it exists, or finds a certificate of its non-existence in polynomial time.
Another algorithmic result was given by [Heinrich et al. 1990], who designed a more
efficient algorithm for the special case in which g(x) < 1 and g(z) < f(x) for every
vertex x in the graph. Therefore, it has already been proved that the nontrivial path cover
existence problem can be solved in polynomial time.

We show that the existence of a nontrivial path cover in a graph has a close relation
with the structure of its maximum matchings. Let G be a graph that has a path cover by
k-paths with k£ > 1. Note that, the paths of length greater than 2 can be broken into paths
of length 1 or 2. Therefore, we may focus only on the problem of deciding whether there
exists a path cover of G consisting only of 1-paths or 2-paths. Let us denote by P »(G)
a path cover of G composed by 1-paths or 2-paths with the property that it has the largest
possible number of 1-paths. We can prove the following result on [P 5(G)|.

Proposition 1 Let G be a graph that admits a nontrivial path cover, and let 7_31,2(G) be
a path cover as defined above. Then |P12(G)| is precisely the cardinality of a maximum
matching of G.

By Proposition 1, if we choose an edge from every path in P; »(G), we obtain a
maximum matching of GG. Therefore, if a graph G admits a nontrivial path cover, then G
has a maximum matching that can be extended to a path cover P, »(G). However, it is
not true that every maximum matching has this property. Using the structure given by the
Edmonds-Gallai decomposition [Lovasz and Plummer 1986] of a graph, we can reduce
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MAXNTPC on G to a maximum matching problem in a bipartite graph, and prove the
following result.

Theorem 1 The MAXNTPC problem can be solved in polynomial time.

The classic result of [Lovédsz 1970] characterizing graphs that admit a (g, f)-
factor gives the following result when we consider the special case of [1, 2]-factors (see
[Las Vergnas 1978]).

Theorem 2 (Lovasz 1970) A graph G has a [1, 2]-factor, if and only if, i(G — S) < 2|S|
forevery S C V(Q), where i(G — S) is the number of isolated vertices in G — S.

Our approach of specializing to path covers P, »(() of a graph G gives an efficient
way to find a [1,2]-factor (nontrivial path cover), when it exists, or to find a negative
certificate. The next theorem shows how this certificate can be obtained.

Theorem 3 Let G be a graph, D(G) be the set given by the Edmonds-Gallai decomposi-
tion of G, and T' C D(G) be the set of vertices corresponding to the trivial hypomatchable
components in D(G). Then the following holds:

(i) G has a [1,2]-factor if and only if | X| < 2|N(X)|, for every X C T.
(ii) If G does not have a (1, 2]-factor, and X is a set that violates the condition stated
in (), then S = N(X) (the set of neighbours of X) is a set that violates the

condition stated in Theorem 2. Moreover, S can be found in polynomial time.

Next, we show a reduction from MINPC to MINNTPC. Let GG be a cubic graph.
Let G' = (V', E') be a cubic graph obtained from G by replacing each vertex v in V(G)
with a triangle 7’, (that is, a K3). Each vertex of T, represents one of the edges incident
to v in GG. The set of edges E’ is composed of the edges of the triangles 7, for each v
in V(G), and for each edge uv € F(G) there is an edge in £’ linking the vertices in 7T,
and T, that represent the edge uv. Observe that G’ always has a nontrivial path cover.
Moreover, if G is planar and 3-connected, then G’ also has these properties. The following
result is used to show the hardness to approximate MINNTPC.

Proposition 2 Let G be a cubic graph and let G' be a graph as defined above. Let P be a
nontrivial path cover of G'. Then, G’ has a nontrivial path cover Q such that, |Q| < |P
and whenever a path in Q intersects a triangle 'T,,, it traverses two edges of T,.

’

Using the reduction and the Proposition above, we can conclude that MINNTPC
is NP-hard on cubic planar 3-connected graphs. This result also follows from the fact that
the Hamiltonian path problem is NP-complete on cubic planar 3-connected graphs.

Now, we present some inapproximability results for MINPC and MINNTPC. For
that, we use the fact that the MINIMUM TRAVELING SALESMAN (MINTSP-(1, 2)) prob-
lem is Max SNP-hard [Papadimitriou and Yannakakis 1993] even when the edge-weights
are 1 or 2, and the edges with weight 1 induce a cubic graph. Using a result of Arora
et al. [Arora et al. 1998] and showing AP-reductions from MINTSP-(1,2) to MINPC,
and from MINPC to MINNTPC, we prove the following result.

Theorem 4 MINPC and MINNTPC on cubic graphs have no PTAS, unless P = NP.

We also show an approximation threshold for MINPC.
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Theorem 5 For every € > 0, there is no (ﬂ — e) -approximation algorithm for MINPC,

370
unless P = NP.

When restricted to trees, we can show the following result.

Theorem 6 MINNTPC on trees can be solved in linear time.

3. Concluding remarks

As far as we know, the MINNTPC and MAXNTPC problems have not been treated in the
literature. Currently, we are testing some integer programming formulations which we
have proposed for MINNTPC. The computational results are preliminary, but seem very
promising. We are also interested in the design of approximation algorithms for MINPC
and MINNTPC.
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Abstract. We consider the Capacitated p-Hub Center Problem. An instance
comprises a metric space V, a set of demands D C V2, a number of hubs p, and
a capacity L. A solution is a multiset S of locations where to install hubs with
|S| < p and an assignment from each demand to a hub such that no hub receives
more than L demands. The objective is to find the solution that minimizes the
maximum cost of serving a demand through the assigned hub. In this work, we
give the first approximation algorithm for the problem, that achieves factor 7.

Resumo. Consideramos o Problema de Alocagdo de Terminais com Capaci-
dade. Uma instancia é composta de um espaco métrico V, um conjunto de de-
mandas D C V2, um miimero de terminais p e uma capacidade L. Uma solugdo
é um multiconjunto S de locais para instalar terminais com | S| < p e, para cada
demanda, um terminal associado de forma que nenhum deles receba mais de L
demandas. O objetivo é encontrar uma solu¢do que minimiza o maior custo de
servir uma demanda através do terminal atribuido. Neste trabalho, obtemos o
primeiro algoritmo de aproximagcdo para o problema, com fator 7.

1. Introducao

Em diversas aplicacdes de transportes, logistica, etc., necessitamos da instalacio de ter-
minais, como aeroportos de conexdo ou switches de rede. Um terminal € um cen-
tro de consolidagdo, troca e ordenacdo, que permite remanejamento de conexdes di-
retas, usando uma quantidade menor de liga¢des indiretas. Uma vez que a maio-
ria de problemas voltados a essas aplicagdes sao NP-dificeis, consideramos alternati-
vas, como algoritmos de aproximacdo: um algoritmo polinomial para um problema
de otimizacdo é uma a-aproximacdo se o custo da solucdo encontrada é no maximo
a vezes mais caro que a melhor solu¢io existente. Enquanto aproximacdes para pro-
blemas de localizacdo, como o problema cldssico dos k-Centros sdo conhecidas desde
os anos 80 [Hochbaum and Shmoys 1986], as primeiras aproximagdes para problemas
de alocagdo de terminais s6 apareceram depois, como para o chamado Problema de
Alocacao de Terminais em Estrela, em 2009 [Iwasa et al. 2009]. Recentemente, Pe-
drosa et al. [Pedrosa et al. 2016] consideraram o Problema de Centro de Alocac¢do dos
p-Terminais (Capacitated p-Hub Center Problem, p-HP), mostrando que é NP-dificil en-
contrar uma aproximacao com fator melhor que 2 e obtendo um algoritmo com fator 3.

*Este trabalho foi parcialmente financiado pelo processo n° 2015/11937-9, Fundagdo de Amparo a Pesquisa do
Estado de Sao Paulo (FAPESP).
"Bolsista do CNPq - Brasil.
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Um exemplo de situacao modelada pelo p-HP ocorre se quisermos conectar pares
de computadores instalando um nimero p de roteadores. Nesse caso, o objetivo € minimi-
zar a pior laténcia entre um computador de origem, o roteador associado e o computador
de destino. Na pratica, um roteador pode ter um limite de conexdes a que pode atender,
o que significa que uma solucdo para o p-HP nem sempre € aplicavel. Neste trabalho,
consideramos uma generaliza¢dao do p-HP para modelar esse tipo de restri¢cdo. Especifi-
camente, consideramos o Capacitated p-HP, denotado por p-CHP, em que uma entrada
também contém um nimero L e cada um dos p terminais instalados pode ser associado a
no maximo L demandas.

Nossa contribuicdo € a primeira aproximacdo para o p-CHP, com fator de
aproximacao 7. O algoritmo utiliza o método do gargalo [Hochbaum and Shmoys 1986],
em que se reduz um problema de um espago métrico para o caso particular em que os pon-
tos estdo em um grafo sem pesos. Para lidar com as capacidades, criamos um particiona-
mento de demandas e resolvemos um problema de fluxo méximo, baseando-se na drvore
de monarcas de [Khuller and Sussmann 2000], utilizada em sua cldssica 5-aproximagao
para o problema dos k-centros com capacidade.

2. Uma 7-Aproximacao para o p-CHP

Formalmente, uma instancia do p-CHP € dada por um grafo completo G com vértices V'
e métrica d, em que d(z,y) > 0 € a distancia entre os vértices z,y € V'; um conjunto D
de pares (z,y) € V x V, em que cada um representa uma demanda entre os vértices x
e y; um ndmero inteiro p, que define o nimero de terminais a serem instalados; e um
nimero L, cada um representando’ a capacidade de um terminal. Uma solucdo é um
multiconjunto S de elementos de V, com |S| < p, e uma fung¢do ¢ : D — S, tal que
|¢~1(v)| < L para todo v € S (i.e., ¢ associa no maximo L demandas a v). O objetivo é
encontrar uma solugdo que minimiza max, ,ep d(z, ¢(x,y)) + d(o(z,v),y).

2.1. Algoritmo

O algoritmo para o p-CHP consiste de quatro rotinas, p-CAPHUB, GETMONARCHS,
SETDOMAINS e ASSIGN, que sdo detalhadas nos Algoritmos 1 a 4. Uma descri¢do tex-
tual € apresentada a seguir.

A rotina p-CAPHUB obtém uma estimativa do valor de uma solucdo 6tima, 7,
enumerando cada uma das possibilidades. Dada uma estimativa 7, cria-se um grafo A
bipartido entre demandas D e locais V', chamado de grafo de gargalo, em que uma aresta
significa que uma demanda pode ser servida a partir de um certo local ao custo de no
méaximo 7. Se houver demanda isolada, entao pode-se testar o préximo valor de 7 no con-
junto de possibilidades, ja que nesse caso nao existe terminal que satisfaz essa demanda
com custo 7. Se toda demanda € incidente a pelo menos uma aresta em /1, entdo o pro-
blema se reduz em encontrar uma solucdo com o nimero minimo de terminais em que
cada demanda € satisfeita por um terminal na vizinhanca de . Iremos mostrar depois
que, para um certo 7, ou p-CAPHUB encontra uma solu¢do com até p terminais em que
cada demanda ¢ atribuida a um terminal a distancia até 7 em H, ou em qualquer solugcao
do problema original de custo até 7, mais do que p terminais sao necessarios. No primeiro
caso, o algoritmo devolverd uma 7-aproximacdo e o algoritmo termina; no ultimo caso,
conclui-se que 7 estd subestimando o valor 6timo, e testa-se a proxima possibilidade.
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Algoritmo 1: p-CAPHUB(G, d, D, L, p) Algoritmo 2: GETMONARCHS(H)

1. F«{d(x,h)+d(h,y): (z,y) € D,h eV} 1. Escolha demanda r € D arbitrria.

2. Paracada 7 € I, em ordem crescente: 2. Faga M <« {r} etorne r raizde T
(a) Crie o grafo H = (D UV, E), com arestas | |3. Enquanto houver e € D\ M, disty (e, M) > 4:

E={((z,y),v) : d(z,v) +d(v,y) <7} (a) Escolha f € M ee € D\ M, tais que
(b) Seexiste (z,y) isolado em H, continue em 2. distz (e, f) = 4.
() M,T,r < GETMONARCHS(H) (b) Adicione e a M e faca f paide e em 7T
(d) Dom, Emp < SETDOMAINS(H, M, L) 4. Devolva M, Ter.
(e) Param € M, faga Pass(m) < 0.
(f) S« ASSIGN(H, T, L,7). Algoritmo 4: ASSIGN(H, T, L, m)
(g) Se|S| < p, termine e devolva S. 1. Execute ASSIGN(H, T, L, f) em cada filho f de
m.

Algoritmo 3: SETDOMAINS(H, M, L) 2. Sejam b > 0 e 0 < ¢ < L ndmeros inteiros tais

1. Crie uma rede de fluxo N com vértices D, uma que bL + ¢ = [Pass(m)| + [Emp(v)|.
copia de cada demanda de M e dois novos nds, | |3. Escolha um vizinho arbitrdrio v de m no grafo H
s,t. O conjunto de arcos é: e instale b + 1 terminais em v.

- Para e€ D, um arco (s, e) de capacidade 1. 4. Atribua cada demanda e € Pass(m) U Emp(m)

- Parame€ M, um arco (m, t) de capacidade L. aos b + 1 terminais; em seguida, atribua a esses

- Paracadae € D ecépiam € M, um arco nio quantos elementos de Dom(v) forem possiveis
capacitado (e, m) se disty (e, m) < 2. sem exceder a capacidade.

2. Obtenha um fluxo s-t maximo em N. 5. Se m for a raiz:

3. Para cada m € M, seja Dom(m) (dominio de e entdo instale um novo terminal em v e atribua
m) o conjunto de demandas e por que passa uma as demandas excedentes de Dom(m);
unidade de fluxo e cujo fluxo flua por m. 6. Caso contrario:

4. Paracadam, seja Emp(m) (império de m) o con- e inclua as demandas excedentes em Pass(m’),
junto de demandas e com d(m, e) < 2 que ainda em que m’ é o pai de m.
ndo estdo no dominio ou império de algum mo-| |7 peyolya o conjunto de terminais instalados.
narca. Devolva Dom e Emp.

O lago interno de p-CAPHUB contém trés chamadas a sub-rotinas. A primeira,
GETMONARCHS, obtém a chamada drvore de monarcas, T', de maneira gulosa. 1" é cons-
truida de forma que monarcas pai e filho estejam a distancia 4 em H e que cada demanda
e € D seja um monarca, ou esteja a distdncia 2 de algum monarca, i.e, disty (e, m) < 2
para m € M. Essa propriedade garante que, para cada monarca m € M, uma solucio
6tima S* contenha um terminal /h € S*, chamado testemunha, que € vizinho de m em H.

A segunda sub-rotina € SETDOMAINS. Para cada m € M, definem-se conjun-
tos disjuntos Dom(m) e Emp(m) de demandas com distincia até 2 de m, chamados de
dominio e império de m. A familia de todos pares Dom(m) e Emp(m) particionam D. Os
dominios sdo escolhidos de forma que |Dom(m)| < L para cada m, mas de forma a ma-
ximizar o nimero de demandas que podem ser servidas se houvesse um terminal em cada
monarca. Intuitivamente, a unido dos dominios serve pelo menos tantas demandas quan-
tas s@o servidas na solucdo 6tima S* pelas testemunhas de M. Para maximizar o nimero
de demandas servidas pelos monarcas, € resolvido um problema de fluxo maximo.

Finalmente, ASSIGN instala e atribui demandas a terminais, percorrendo a arvore
de monarcas de forma bottom-up. Para cada monarca m, escolhe-se um local v na
vizinhanga de m e instalam-se b + 1 terminais, a fim de servir as demandas de Emp(m)
e, possivelmente, um conjunto de demandas passadas pelos filhos de m, Pass(m). As
demandas em Dom(m) sdo atribuidas aos terminais com capacidade livre em v e as ex-
cedentes passadas ao pai de m. O algoritmo termina quando a raiz € considerada. Nesse
caso, nao € possivel transferir demandas remanescentes € um novo terminal € instalado.
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2.2. Analise

A correcao do algoritmo utiliza dois fatos principais: para um dado 7, a rotina p-CAPHUB
nao seleciona mais terminais do que uma solucao 6tima; e, para cada demanda, o terminal
associado estd a distdncia no maximo 7. Primeiro precisamos da seguinte defini¢do.
Definicdo. Um monarca leve é um monarca m € M com |Dom(m)| < L. Um monarca
cheio é um monarca m € M com |Dom(m)| = L.

Lema 1. Seja kj, o niimero de monarcas leves, ny, é o niimero de demandas nos dominios
de monarcas leves e n o niimero total de demandas. Se S* é o conjunto de terminais de
uma solugdo de custo T com um niimero minimo de terminais, entdo |S*| > kr + [“F£].

O seguinte lema limita a distancia entre uma demanda e o terminal atribuido.
Lema 2. Seja e uma demanda. Se e foi atribuida a um terminal v, entdo distg (e, v) < 7.

Demonstracdo. Seja e uma demanda e seja m o0 monarca correspondente a execucao
de ASSIGN no momento em que e foi atribuida. Vamos mostrar que disty(e,m) < 6.
Consideramos dois casos. Se e pertence ao dominio ou ao império de m, entdo temos
disty (e, m) < 2. Do contrério, entdo e € Pass(m), i.e., e € uma demanda passada por
um filho de m na arvore de monarcas, diga-se m’. Como e nao foi atribuido a m’, segue
que ¢ € Dom(m’). Obtemos disty (m',m) = 4 e disty(e, m’) < 2. Combinando essas
equagdes, obtemos disty (e, m) < disty (e, m') + disty(m’,m) <2+ 4 = 6.

Para concluir o lema, basta observar que todas as demandas atribuidas por
ASSIGN, ao ser executado com monarca m, sao atribuidas a um mesmo local v na
vizinhanga de m. Dali, disty(m,v) = 1 e, finalmente, disty(e,v) < disty(e,m) +
disty(m,v) <6+1=71. O

Lema 3. Sejav € Vee = (x,y) € D. Sedisty(e,v) = a, entdo d(z,v) +d(v,y) < ar.
Teorema 1. Existe uma T-aproximagdo para o p-CHP.

Demonstragdo. Primeiro note que o algoritmo executa em tempo polinomial. Também,
pelo Lema 2, em cada iteragdao de p-CAPHUB com valor 7, obtemos uma atribui¢ao ¢ tal
que para cada e € D, disty (e, ¢(e)) < 7. Pelo Lema 3, obtemos que d(e, ¢(e)) < 77.

Seja OPT o custo da solucdo 6tima S*. Note que OPT é considerado pelo al-
goritmo p-CAPHUB, i.e., OPT € F'. Pelo Lema 1, na iteragdo em que 7 = OPT, vale
|S*| > kp+[*5]. Como os tinicos terminais instalados e ndo completamente ocupados
estdo associados a monarcas leves e, possivelmente, um dnico terminal instalado para a
raiz 7, segue que o ASSIGN instala, no miximo, k7, + [*7%] < [S*| < p terminais. Por-
tanto, para alguma iteracdo com valor 7/ < OPT, o algoritmo ird devolver uma solucéo

de custo no maximo 77’ € com no maximo p terminais. [
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Abstract. The family of rational relations, or the relations between words which
can be realised by transducers (automata with inputs and outputs) is considered.
Not every rational relation can be realised by an unambiguous transducer. Our
main contribution is a characterisation of the intrinsically ambiguous k-valued
rational relations based on the concept of lag between successful computations.
We also show that it is undecidable whether the union of two rational functions
is an intrinsically ambiguous relation. Finally, we show that the unambiguous k-
valued relations are precisely the sums of k pairwise disjoint rational functions.
Our proofs are built on structural constructions with automata based on the
concept of covering of automata.

Resumo. A familia das relacoes racionais, ou relagcoes entre palavras que po-
dem ser realizadas por transdutores (autématos com entrada e saida) é consi-
derada. Nem toda relacdo racional pode ser realizada por um transdutor ndo-
ambiguo. Nossa principal contribui¢do é uma caracterizagdo das relagoes k-
valoradas intrinsicamente ambiguas baseada no conceito de deslocamento en-
tre passeios. Também apresentamos uma prova simples de que é indecidivel se a
unido de duas fungoes racionais é uma relacdo intrinsicamente ambigua. Final-
mente, mostramos que as relacoes k-valoradas ndo-ambiguas sdo precisamente
somas de k fungdes racionais duas a duas disjuntas. Nossas provas consistem
de construgoes estruturais baseadas no conceito de revestimento de automatos.

1. Introducao

Dizemos que um autdomato A com transigdes rotuladas por elementos de um mondide M
¢ ndao-ambiguo se passeios bem-sucedidos distintos de A tem rétulos distintos; dizemos
neste caso que o comportamento de A (= o subconjunto de M dos rétulos dos passeios
bem-sucedidos) é um conjunto racional ndo-ambiguo. '

O conceito de ambiguidade estd na raiz de alguns dos problemas mais desafi-
adores na 4rea de Linguagens Formais e Automatos. Tal é a situagdo mesmo no
contexto mais elementar, onde M €é um mondide livre A* e A é um autdmato nao-
deterministico (transi¢des rotuladas por letras de A). Neste caso, sempre € possivel cons-
truir um autdmato nao-ambiguo equivalente (no limite, basta considerar um autdomato de-
terministico equivalente, usando-se a construcao dos subconjuntos). Em outras palavras,

*Este trabalho € apoiado pelo projeto Problemas estruturais em modelos formais de Computacdo, Edital
MCTI/CNPQ/Universal 14/2014 (Processo 459957/2014-7).

"Por limitacio de espago, ndo apresentamos neste resumo definicdes e notacdes bésicas sobre autdmatos
e transdutores. Esse material pode ser consultado no livro de Jacques Sakarovitch [Sakarovitch 2009].
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0s subconjuntos reconheciveis* de um mondide livre sdo ndo-ambiguos. Todavia, a com-
preensdo desses objetos estd longe de concluida: por exemplo, a estimativa da com-
plexidade de operacdes cldssicas, como complementagdo, envolvendo autdmatos nao-
ambiguos esconde uma série de questdes em aberto [Colcombet 2015].

Em se tratando de automatos rotulados por pares de palavras, ou transdutores,
onde o mondide M é um produto cartesiano A* x B* de dois mondides livres, os proble-
mas correspondentes se tornam muito mais delicados. Antes de tudo, nem toda relacdo
racional (= subconjunto racional de A* x B*) é ndo-ambigua. Ou seja, certas relacdes
racionais sdo intrinsicamente ambiguas: todos os transdutores que as realizam tem neces-
sariamente pares de passeios bem-sucedidos distintos com o mesmo rétulo. Além disso,
saber se uma relacdo racional (dada através de um transdutor) € intrinsicamente ambigua
€ um problema indecidivel. Essa complicacdo se verifica mesmo entre relacdes mais
elementares, como aquelas onde a imagem de toda palavra em A* € um conjunto de car-
dinalidade no maximo k, para um k fixo — sio as chamadas relacées k-valoradas.?

7

A primeira propriedade € revisitada aqui sob um novo ponto de vista (Teo-
rema 2.1), inscrito em um programa de abordagem de propriedades de autdmatos através
de construgoes estruturais com os mesmos. No centro dessas constru¢des se destaca
o conceito de revestimento de automatos. Essa abordagem, desenvolvida na escola
francesa da drea — veja por exemplo discussdo em [Sakarovitch 1998] — e adotada na
tese de doutorado do autor [de Souza 2008], consiste em explicitar o resultado alme-
jado em constru¢des com os objetos envolvidos. Um exemplo caracteristico € o reves-
timento de Schiitzenberger, definido em [Sakarovitch 1998]. Trata-se do produto carte-
siano A X Age; de um autdémato ndo-deterministico .4 com o deterministico equivalente
obtido com a constru¢cdo dos subconjuntos. A projecdo na primeira coordenada é um
morfismo que estabelece uma bijecdo entre os passeios bem-sucedidos de A e A X Aget,
de forma que ambos os autOmatos tem, intuitivamente, a mesma estrutura; ocorre que,
através da eliminagdo de determinadas transi¢coes de A X Aget, Obtém-se um sub-autémato
nao-ambiguo equivalente a A, que seleciona (através do morfismo de transi¢des) exata-
mente um passeio para cada palavra no comportamento de A. Esse objeto fornece por
exemplo uma nova prova — uma prova estrutural — para propriedades cldssicas de trans-
dutores como o Teorema da Uniformizagdo e o fato de que toda fungdo racional € ndo-
ambigua [Eilenberg 1974]. De forma mais geral, um revestimento de um automato A é
uma expansio de A, um novo e maior autdmato 53, juntamente de um morfismo entre os
passeios bem-sucedidos de A e B que estabelece uma bijecdo entre esses passeios. Mas,
a estrutura desses passeios aparece mais explicita em B, de forma que a manipulacio das
transicdes e estados de I3 leva a obtencdo de sub-autdmatos com propriedades notaveis.

A base de nossas demonstracgdes € o conceito de revestimento lexicogrdfico, cu-
jas defini¢do e propriedades desenvolvemos em [Sakarovitch and de Souza 2010] (ver
também [de Souza 2008]) para demonstrar que toda relacdo racional k-valorada pode ser
decomposta numa unido de £ fun¢des racionais (melhorando um resultado de A. Weber,

’De um ponto de vista algébrico, os subconjuntos que se convencionou chamar de reconheciveis e
racionais sdo definidos de formas distintas; mas pelo Teorema de Kleene ambas as familias coincidem
quando M € um mondide livre, e usamos o termo “reconhecivel” por ser mais comum no contexto brasileiro.

30s transdutores onde a entrada de toda transi¢fio é uma letra (que sdo chamados de tempo real em parte
da literatura) realizam as relagdes racionais de imagem finita: a imagem de toda palavra no dominio da
relacdo € um conjunto finito. Doravante, os termos transdutor e relagcdo racional referem-se a esse objeto.
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cuja prova original € longa e dificil, e a complexidade envolvida na constru¢ao € maior).
Em linhas gerais, um revestimento lexicogréafico é baseado em uma ordem lexicografica
colocada entre os passeios bem-sucedidos do automato de partida; do revestimento pode-
mos entdo extrair sub-autdmatos contendo precisamente os passeios que ocupam deter-
minadas posicdes nessa ordem, como os menores (dentre aqueles com o mesmo rétulo),
ou os k-ésimos menores, para um k fixo. E essa possibilidade de identificar posicdes es-
pecificas dessa ordem que torna o revestimento lexicogréfico util para problemas de am-
biguidade. Frequentemente, essa abordagem leva a uma compreensao mais clara da pro-
priedade em questdo: por exemplo, nosso método permite concluir rapidamente que deter-
minadas familias de rela¢gdes s@o intrinsicamente ambiguas (Teorema 2.1), enquanto que a
abordagem comum na literatura consiste de um raciocinio combinatério ad hoc (no estilo
do lema do bombeamento) aplicado a determinada relagdo particular [Sakarovitch 2009].

Também apresentamos uma caracteriza¢io das relagdes racionais intrinsicamente
ambiguas com base no conceito de deslocamento entre passeios bem-sucedidos. O deslo-
camento entre passeios ¢y e co com o mesmo rotulo de um transdutor 7 € o maximo entre
as diferencas de comprimento das saidas, considerando-se todos os prefixos de c; e co
com a mesma entrada; veja [Sakarovitch and de Souza 2010] para a defini¢do formal. O
maximo dentre todos os deslocamentos, considerando-se todos os pares de passeios bem-
sucedidos de T, é denotado por (7), e pode ser limitado ou ndo. Em se tratando das
relacdes racionais k-valoradas, o Teorema 3.1 diz que as intrinsicamente ambiguas sdo
precisamente aquelas realizadas por transdutores onde (7) ndo é limitado. Para essas
relagdes, também mostramos um resultado estrutural: as ndo-ambiguas sdo precisamente
as somas de funcdes racionais duas a duas disjuntas (Teorema 2.2). Completamos nossa
exposicdo com um refinamento da indecidibilidade para a familia das relagdes intrinsica-
mente ambiguas, em um enunciado envolvendo as relagdes 2-valoradas (Teorema 4.1).

Em razdo do espago reduzido, limitamo-nos na sequéncia a apresentar 0os enunci-
ados de nossos resultados, € um comentdrio breve sobre a demonstragdo. Nossa intengao
€ exibir completamente nosso estudo de alguns aspectos da ambiguidade para as relacdes
finitamente valoradas. Mais detalhes sobre as demonstracdes podem ser encontrados na
tese de doutorado do autor [de Souza 2008], que € o ponto de partida desta pesquisa.

2. Identificando relacoes intrinsicamente ambiguas

Teorema 2.1 Se 7 é uma relacdo racional ndo-ambigua, entdo, para todo inteiro k > 0,
o conjunto {u € dom T | card (ut) = k} € reconhecivel.

Esboco da prova Seja 7 um transdutor ndo-ambiguo que realiza 7. Para cada u no
dominio de 7, o nimero de passeios bem-sucedidos de 7 com entrada u é exatamente
card (ur) (porque 7 é ndo-ambiguo). Para cada inteiro £ > 0 podemos construir um
revestimento lexicogrifico possuindo um sub-autdmato que seleciona precisamente 0s
passeios bem-sucedidos tais que ha exatamente outros £ — 1 com a mesma entrada. As
saidas de 7 restritas a esse sub-autdmato formam o conjunto desejado.

O Teorema 2.1 permite identificar facilmente certas relacOes intrinsicamente
ambiguas.* Por exemplo, sejam o, 05 os morfismos gerados por ao; = a, bo, =
1, acy = 1, boy, = a e o arelagdo racional oy U 05. Ou seja, uo = {a‘“'a, a‘“'b}. Essa

“Mas nio fornece um critério para decidir essa propriedade; como mencionamos, ela é indecidivel.
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relagdo racional 2-valorada € intrinsicamente ambigua. De fato, card (uo) = 1 sse |u|, =
|ulp, € assim {u € domo : card (uo) = 1} ndo é reconhecivel. De forma semelhante,
podemos mostrar que toda relacdo racional contida em (a, ¢)*(b,1)*+ (a, 1)*(b, ¢)* e con-
tendo um ndmero infinito de pares da forma (a’d’, ¢') € intrinsicamente ambigua.

Teorema 2.2 Uma relacdo racional k-valorada é ndo-ambigua se, e somente se, ela pode
ser escrita como uma soma de k fungoes racionais duas a duas disjuntas.

Esboco da prova A substancia da prova consiste na decomposi¢ao de um transdutor
k-valorado ndo-ambiguo 7 em k transdutores funcionais ndo-ambiguos com comporta-
mentos dois a dois disjuntos. O revestimento lexicografico permite identificar, para cada
¢ > 0, os passeios bem-sucedidos para os quais hd ¢ menores na ordem lexicogréfica. O
sub-autdmato correspondente dd origem a um transdutor funcional e ndo-ambiguo. Os k
transdutores para ¢ = 0,1, ...,k — 1 formam a decomposi¢ao desejada.

3. Uma caracterizacao

Teorema 3.1 Seja 7 : A* — B* uma relagdo racional k-valorada. As condigdes
seguintes sdo equivalentes:

1. T é intrinsacamente ambigua;

2. existe um transdutor T realizando T tal que (T) = oo,

3. para todo transdutor T realizando T, (T) = oo.
Comentario sobre a prova A substincia da prova é a implicacdo (2) = (3), e € ela-
borada, dependendo de manipulacdes estruturais com passeios bem-sucedidos do revesti-
mento lexicografico. Os detalhes podem ser consultados nas referéncias citadas.

4. Indecidibilidade

Teorema 4.1 E indecidivel se a unido de duas fungoes racionais é uma relagdo intrinsi-
camente ambigua.

Esboco da prova A primeira etapa consiste em mostrar que ndo € decidivel se a
intersec¢do entre duas funcdes racionais € racional, o que estabelecemos com uma
redugdo ao Problema da Correspondéncia de Post. Mostramos em seguida que a unido
de duas fungdes racionais € ndo-ambigua se, e somente se, sua interseccdo € racional;

essa segunda etapa faz uso do Teorema 2.1.
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Abstract. We consider the problem of fairly allocating a collection of indivisible
goods to agents. It is desired to find an allocation such that all agents are
equally satisfied. This problem has an application of a company that wants to
allocate its production of vehicles to its dealers. We give an exact method for
the problem and some preliminary results of the execution with some instances
of the application.

Resumo. Em um problema de alocagdo justa, é dada uma colegdo de itens que
deve ser alocada aos competidores e deseja-se encontrar uma alocagdo em que
todos os competidores figuem igualmente satisfeitos. Este problema possui uma
aplicacdo na qual uma distribuidora deseja distribuir sua produgdo de veiculos
entre concessiondrias. Apresentamos um método exato para o problema e al-
guns resultados preliminares da execugcdo com algumas instancias da aplicagdo.

1. Introducao

Consideraremos um problema de alocacao justa no qual € dada uma colec¢ao de itens I que
deve ser dividida entre um conjunto de competidores K. Cada competidor deseja maximi-
zar sua satisfacdo considerando os itens alocados a ele. Desta forma, desejamos encontrar
uma alocacdo de itens aos competidores que seja justa segundo a métrica que sera apre-
sentada adiante. Cada competidor expressa sua preferéncia por meio de uma fung¢io que
avalia numericamente sua satisfacdo ao receber uma colecdo de itens. O objetivo € encon-
trar uma alocacao de itens para os competidores que maximize suas satisfacdes e satisfaca
as propriedades de uma métrica de justica considerada.

Para classificar os itens da cole¢ao 7, existe um conjunto de categorias H nas quais
todo item da colecdo [ pertence a alguma categoria de H. Cada competidor estd interes-
sado na quantidade de itens de cada categoria alocados a ele. Para cada categoria h de H,
ha uma quantidade a;, que corresponde ao niimero de itens da categoria h disponiveis
para alocagdo. Cada competidor deve receber uma quantidade fixa de itens, denominada
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demanda, dada por um vetor m de | K| posi¢des onde m;, € a quantidade exata de itens
que deve ser alocada para o competidor k. Desta maneira, uma alocagdo deve gerar,
para cada competidor k, um vetor indexado pelas categorias de H, no qual cada posi¢ao
representa a quantidade de itens da categoria alocadas a ele. Portanto, uma alocagdo €
definida como uma funcdo o : K — N¥, tal que > ker @(k)n < ap, para todo h em
He) , qoa(k), = my, para todo competidor £ em K. Em seguida, apresentamos a
expressao das preferéncias de um competidor sobre a cole¢do de itens. A preferéncia €
expressa por uma matriz P x| x|, ha qual Py ; corresponde a quantidade de itens da cate-
goria h que o competidor k deseja receber. A satisfacdo méxima por categoria i do com-
petidor £ € atingida quando a quantidade alocada de h para k € exatamente igual a P, j,.
A funcdo de satisfagdo € construida considerando as preferéncias dos competidores, de
forma a favorecer o atendimento dos valores Fj;, de cada competidor £k e categoria h.
Além disso, deve favorecer o atendimento de categorias com quantidades desejadas mai-
ores e atender proporcionalmente quantidades desejadas iguais. Desta forma, definimos a
fungdo de satisfagio como ¢ : K x N7 — R, onde ¢(k, ) = — 3, Ler=a

k)n|?
: E e para
um competidor k£ e uma alocacio a.

Esse problema possui uma aplicagdo na qual uma distribuidora deseja distribuir
sua producdo de veiculos entre concessiondrias. Os veiculos sdo divididos em modelos
e cores e as demandas das concessiondrias sdo determinadas pela distribuidora. As pre-
feréncias das concessiondrias sdo expressas por pedidos de quantidades de cada modelo
e cor. A satisfacdo de cada concessiondria € dada pelo atendimento de seus pedidos.
Por regras de negdcio internas, toda concessiondria pode questionar o resultado de uma
alocacdo. Por isso, o problema foi desenvolvido para oferecer um certificado de justica
que possa ser utilizado pela distribuidora para justificar uma alocag@o para suas conces-
siondrias.

Os resultados conhecidos para problemas de alocagdo justa com itens indivisiveis
sdo recentes e, em geral, variam de acordo com as restri¢cdes impostas sobre a funcdo de
satisfacdo e com a métrica de justica escolhida. Para funcdes de satisfacdo mondtonas
e polinomiais, [Golovin 2005] demonstrou que o problema é NP-dificil. Para o caso da
fungdo de satisfacdo genérica, ndo necessariamente monotona, [Golovin 2005] demons-
trou que computar uma aproximacdo também é NP-dificil. Para a variante considerada,
ndo se sabe se o problema permanece NP-dificil.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. Na secdo 2 definimos a métrica de
justica, enquanto na secao 3 modelamos um problema auxiliar usado pelo método. Ja na
secdo 4, apresentamos o método exato. Por fim, na secdo 5 apresentamos a conclusao.

2. Métricas de justica para uma alocacao

Uma alocagao « € dita justa se aumentar a satisfacdo de um competidor £ necessariamente
implica em diminuir a satisfacdo de um competidor [ para um valor menor ou igual ao de k
antes de sua satisfacdo ser aumentada. Mais precisamente, para toda alocagdo 3 # «, vale
que se ¢(k, ) > ¢(k, o) para algum k em K, entdo existe um competidor [ em K \ {k}
tal que ¢(1, 3) < o(l, ) e ¢(1, B) < ¢(k, ). O conceito-chave para a montagem desta
métrica € a justica max-min como definido por [Le Boudec 2008], que surgiu na area de
redes de telecomunicagdes. O PROBLEMA DE ALOCACAO JUSTA consiste em, dada uma
instancia (K, H, I, P, m), encontrar uma alocagdo justa dos itens de I para os competido-
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res de K, satisfazendo as demandas dadas. Definimos um outro problema importante para
o método exato, uma variante do problema estudado por [Bansal e Sviridenko 2006], de-
nominado PROBLEMA DE CONJUNTO MINIMO DE PIOR CASO (PCMPC). Este problema
consiste em, dada uma instancia (K, H, I, P, m), encontrar uma aloca¢do que maximize
o valor de satisfagdo do competidor mais insatisfeito. Além disso, o conjunto dado pelos
competidores mais insatisfeitos deve ser minimo.

3. Modelo de programacao quadratica para o PCMPC

Sejam xj;, varidveis inteiras para representar a quantidade de unidades da categoria h
alocadas ao competidor £, z uma varidvel continua que representa a menor satisfacio entre
os competidores de K e by, uma varidvel bindria que, para cada competidor k£ em K, é igual
a 1 se sua satisfacdo € maior do que o valor z e 0, caso contrario. Seja e > 0 tal que by, = 1
S€ — D hen W —z > e Seja € = '(|K|.+1)-T}1axk.(m;§) de forrpa que a funcio objeFiVO
assegura o comportamento desejado de primeiro maximizar a satisfacdo z do competidor
de K mais insatisfeito e depois encontrar um conjunto minimo de competidores com

satisfacdo z.

maximize z + €* Z by, (1)
keK
sujeitoa »  xyp, = my Vk € K 2)
heH
(PQpcmpc) Z T < ap Vhe H (3)
keK
P . 2
= Brn = Zen)” vk e K )
heH Mk
P _ 2
—ZM—(G'%)EZ Vi e K (5)
mg
heH

Trn € N, b € {0,1},2 eR

O método exato que serd apresentado resolve um problema parecido com o
PCMPC, no qual considera dois conjuntos de competidores R e R, onde RU R = K
e RN R = (. O problema do método apresenta uma restri¢io na qual todo competidor
de R deve ter sua satisfacdo fixada em um valor por uma alocagdo. Esses valores sdo
dados por um vetor s de | R| posi¢des onde sy, € a satisfacdo exata que deve ser obtida por
uma alocagdo para o competidor k. As alteracdes de (PQpcarpc) para obter o modelo
do método (PQ pcarpcr) consistem em substituir o conjunto K por Rem (4) e (5), além
de adicionar a seguinte restri¢ao.

P - 2
= Bon —er)” _ e R ©6)
heH Mk

4. Método exato para o problema de alocacao justa
Nesta se¢do, apresentaremos um método exato para resolver o problema de alocagao justa.
A ideia do algoritmo € construir iterativamente um conjunto R de competidores e, em cada

iterac@o, resolver uma instancia do (PQ pcaypor) para R. Inicialmente, R =0 e R = K.
Em cada iteracdo, todo competidor que estiver no conjunto minimo de uma solucao do
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(PQpcnpor) serd adicionado ao conjunto R e removido de R. Além disso, a satisfacao
dos competidores no conjunto minimo sera fixada no valor encontrado por uma soluc¢ao do
(PQpcrmpor) para as iteracdes seguintes. Desta maneira, a dltima alocag@o encontrada
no lago do método deve verificar as propriedades da justica definida anteriormente.

Algoritmo 1: Método exato para o problema de alocagao justa.

Entrada: Instincia (K, H, I, P, m) do problema de alocagio justa.
Saida: Vetor x representando a alocacgio encontrada.

1 inicio

2 | (R,R)+ (0,K)

3 faca

4 (z,,b) + solu¢io do (PQpcarpcr) para (R, R, H, I, P,m, s)
5 D < {k € R|b, = 0}

6 para k € D faca

7 L S < 2

8 (R,R)+ (RUD,R\ D)

enquanto R # ()

10 devolve x

Considere uma alocagdo gerada pelo método. A ideia da prova de corretude é su-
por que existe uma outra alocag@o na qual € possivel aumentar a satisfacdo de um compe-
tidor sem violar a propriedade da justica definida anteriormente. Ao considerar a iteragao
em que o competidor em questdo foi adicionado a R pelo método, deve se verificar um
absurdo com relag@o a otimalidade de uma solug@o do (PQ pcarpcr) da iteragdo.

4.1. Resultados preliminares

O método descrito acima foi implementado em python e o resolvedor GUROBI foi uti-
lizado na implementa¢do. As instancias da aplicacdo apresentam, em média, 130 com-
petidores e 35 categorias. Foram executadas 11 instincias da aplicagdo. O tamanho da
colecdo de itens varia entre 3000 e 4500 unidades. O valor ) ner Prn € proximo de my,
do competidor £ em todas as instancias. O tempo de execucao médio foi de 4 horas.

5. Conclusao e trabalhos futuros

Definimos um problema de alocacao justa a partir de uma aplicagdo e propusemos um
método exato para resolver o problema. O método foi implementado e resolveu instancias
da aplicacao em tempo computacional aceitdvel. Como trabalho futuro, queremos apre-
sentar experimentos mais detalhados, formalizar a demonstrag¢do da corretude do método
e provar que o problema é NP-dificil.
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Abstract. A deadlock occurs in a distributed computing when a group of pro-
cesses wait indefinitely for resources from each other. Such a property is stable,
that is, once occurs into a global state it also will exist in any subsequent global
state. Distributed computations are usually represented by wait-for graphs,
where the behavior of processes is determined by a deadlock model. In this
paper we consider the scenario where deadlock was detected in a system and
then some deadlock-breaking set must be found and removed. Hence, given a
“snapshot” G of a deadlocked distributed computation which operates accord-
ing to a deadlock model M, we investigate the complexity of vertex deletion and
arc deletion problems whose goal is to obtain the minimum number of removals
in order to turn G free of graph structures that characterize deadlocks. The
complexity of such problems depends on the deadlock model which governs the
computation as well as the type of structure to be removed. The results of this
paper are NP-completeness proofs and polynomial algorithms for general and
particular graph classes. In special, we show that the arc deletion problem on
the OR Model can be solved in polynomial time, and the vertex deletion problem
on the OR Model remains NP-Complete even on graphs with A(G) = 4, but it
is solvable in polynomial time on graphs with A(G) < 3.

1. Introdution

A set of processes belongs to a deadlock if each process of this set is blocked, waiting
response from another process of this same set; that is, the processes can not proceed
their execution, because of a necessary event or response that only another process in the
same set can send. Deadlock is a common phenomenon to resource sharing.

A wait-for graph G = (V, E') is an useful abstraction to analyse deadlock situa-
tions. The set of vertices V' represents processes in a distributed computation and the set
of directed edges E represents wait conditions [1]. An edge exists in £ directed away
from v; € V towards v; € V if v; is blocked, waiting a signal from v;. The graph G
changes dynamically according to the dependency model as the computation progresses.
The dependency models are known as deadlock models and, in essence, they determine
the development of (G. More precisely, a deadlock model specifies rules for vertices that
are not sinks in GG to become sinks [2]. (A sink is a vertex with out-degree zero.)

The main deadlock models that have been investigated so far in the literature are
presented below.

AND model — A process v; can only become a sink when v; receives a signal from all of
the processes in O;.

OR model - a process v; becomes a sink when v; receives a signal from one of the
processes in O;.
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X-Out-Of-Y model — There are two integers, x; and y;, associated with a process v;. In
order to be relieved from its wait state, it suffices for v; to receive a signal from any z; of
those y; processes.

AND-OR model — There are ¢; > 1 subsets of O; associated with process v;. These
subsets are denoted by O}, ..., O% and must be such that O; = O} U---U O%. It suffices
for a process v; to become a sink to receive a signal from all processes in at least one of
OL,....0"

Once a deadlock is detected, only a external intervention may break it. The con-
tributions of this work are to provide an analysis of the computational complexity of op-
timization problems, so-called deletion problems, related to deadlock resolution. Given
a deadlocked distributed computation G which operates according to a deadlock model
M € {AND, OR, X-OUT-OF-Y, AND-OR}, we investigate vertex-deletion and arc-
deletion problems whose goal is to obtain the minimum number of removals in order to
turn G free of graph structures that characterize deadlocks. The complexity of such prob-
lems depends on the deadlock model which governs the computation as well as the type
of structure to be removed. To the best of our knowledge, this computational complex-
ity mapping considering the particular combination of deletion operations and deadlock
models for deadlock resolution is novel.

Due to space constraints, all proofs will be omitted.

2. Deletion Problems

We define \A-DELETION(M) as a generic optimization problem for deadlock resolution,
where ) indicates the type of deletion operation to be used in order to break all the dead-
locks of the input graph, and M € {AND, OR, X-OUT-OF-Y, AND-OR} is the dead-
lock model of the wait-for graph G.

The types of deletion operations considered in this work are explained below:

1. Arc: The intervention is given by arc removal. The removal of an arc can be seen
as the preemption of a resource.

2. Vertex: The intervention is given by vertex removal. The removal of a vertex can
be seen as the abortion of one process.

3. Outputs: The intervention is given by removing all out-edges of a vertex.The
removal of all out-edges of a vertex can be interpreted as an immediate trans-
formation of a blocked process into an executable process by preempting all its
required resources.

3. Computational Complexities

As deadlock detection can be done in polynomial time for any model M € {AND, OR,
X-OUT-OF-Y, AND-OR}, it remains to show NP-hardness proofs or polynomial algo-
rithms for our problems. The complexities are proved in the theorems below.
Theorem 1.

(a) ARC—DELETION(AND) is NP-Hard.

(b) VERTEX-DELETION(AND) is NP-Hard.

(c) OUTPUTS—-DELETION(AND) is NP-Hard.
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Theorem 2.
(a) ARC—-DELETION(OR) can be solved in polynomial time.
(b) OUTPUTS—DELETION(OR) can be solved in linear time.
Theorem 3.
(a) ARC-DELETION(AND-OR), VERTEX-DELETION(AND-OR) and OUTPUTS—
DELETION(AND-OR) are NP-Hard.
(b) ARC—-DELETION(X-OUT-OF-Y), VERTEX-DELETION(X-OUT-OF-Y) and
OUTPUTS-DELETION(X-OUT-OF-Y) are NP-Hard.

The Table 1 presents the computational complexities of the problems presented
so far. The complexity analysis of VERTEX—DELETION(OR) is presented in the next
section.

A-DELETION(M)
E OR AND-OR X-Out-Of-Y

Arc NP-H P NP-H NP-H
Vertex NP-H 7?7 NP-H NP-H
Sink NP-H P NP-H NP-H

Table 1. Partial scenario of \-DELETION(M) complexity.

4. Vertex—Deletion(OR)

We explore different classes of graphs in order to discover features that make the prob-
lem VERTEX—DELETION(OR) NP-hard or solvable in polynomial time. We show that
VERTEX-DELETION(OR) is NP-hard via a 3-SAT reduction.

Lemma 4. VERTEX-DELETION(OR) is NP-Hard.

In general, a wait-for graph on the OR model can be seen as a conglomerate of
several strongly connected components. The problems that can be solved in polynomial
time has one characteristic in common: it suffices to simply solve every knot in GG because
no other SCC will turn into a knot after these removals. The next result handles with the
natural question “Can VERTEX—-DELETION(OR) be solved in polynomial time when the
input graph is strongly connected (i. e., G is a single knot)?”.

Corollary 5. VERTEX-DELETION(OR) remains NP-Hard even when G is strongly con-
nected.

Now we consider properties of the underlying undirected graph of G.

Since one of the most used architectures in distributed computation is the
user/server achitecture, a intuitively interesting graph class for distributed computation
purposes are bipartite graphs.

Theorem 6. VERTEX—-DELETION(OR) remains NP-Hard even when the underlying
undirected graph of G is bipartite, planar and have maximum degree equal to 4.

We proved that even for graphs with A(G) = 4 the problem remains NP-Hard.
Furthermore, the problem for graphs with A(G) < 2 is trivial [4]. Thus, we explore the
complexity of VERTEX—DELETION(OR) when the underlying undirected subcubic graph
of G (graph with maximum degree three); in this case we obtain aa O(m+/n) algorithm.

When we study the vertices characteristics, based on the in- and out-degrees, we
are able to phase out unnecessary vertices such as sources and sinks. After that, all vertices
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of G are in deadlock. The next step is to continuously analyse graph aspects in order to
establish rules and procedures that may define specific vertices that are part of an optimum
solution.

By classifying the remaining vertices into types, we were able to identify cases
where a knot can be solved with only one removal without spreading to others SCCs.
By analyzing topological characteristics, we can obtain some reductions presented below,
that provide a partial solution and a smaller and more restricted graph to consider.

Observation 1. Any SCC with more than one output to a knot can be disregarded.
Lemma 7. Any SCC C* that reaches any SCC C? that is not a knot can be disregarded.
Furthermore, if C* is at distance 1 of some knot, a reduction is applicable to Q.

From the reductions presented, we have that the graph to be analyzed, without
loss of generality, has only knots that are directed cycles where each vertex in those knots
have an input edge coming from another SCC. Also, all SCCs (which are not a knot) only
reach knots at a distance one. Then, we show that the remaining problem, i.e., freeing the
graph of deadlock reduces to finding a ( f, g)-semi-matching in SCCs after applying some
rules of reduction.

Lemma 8. [3] Given a bipartite graph G' = (K U C, E) and two functions f : k — N
and g : ¢ — N, where k € K and ¢ € C, find a maximum (f, g)-semi-matching of G' can
be done in polynomial time.

Finally, we prove that the following theorem holds.

Theorem 9. VERTEX-DELETION(OR) restricted to subcubic graphs can be solved in
O(m+/n) time.

Such results are summarized in the following table.
VERTEX-DELETION(OR)

Instance Complexity
Weakly connected NP-Hard
Strongly connected NP-Hard
Planar, bipartite, A(G) > 4 and A(G)" =2  NP-Hard
AG)=3 Polynomial

Table 2. Complexity of VERTEX-DELETION(OR) for some graph classes.
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Abstract. This paper introduces the concept of probabilistic implicit graph re-
presentations, extending the definition from [Spinrad 2003 ] by allowing the ad-
jacency test to have a constant probability of false positives or false negatives.
It also discusses two novel representations based on well-known probabilistic
data structures: one that uses Bloom filters and can represent general graphs
with the same space complexity as the adjacency matrix (but outperforms it for
sparse graphs), and other that uses MinHash and can represent trees with lower
space complexity than any deterministic implicit representation.

1. Introducao

Uma representacdo implicita de grafos é um esquema de rotulagdo dos vértices que
resulta numa representacdo eficiente em espagco e permite o teste de adjacéncia efi-
ciente de um par de vértices através da comparacdo de seus rdtulos [Muller 1988,
Kannan et al. 1992, Spinrad 2003]. Mais formalmente, dada uma classe de grafos C' com
2/(") membros de n vértices, uma representagio é dita implicita se

1. é assintoticamente étima, requerendo O( f(n)) bits para representar grafos de C';

2. distribui informacdo uniformemente entre os vértices, ou seja, cada vértice € re-
presentado por um rdétulo usando O(f(n)/n) bits;

3. o teste de adjacéncia é local, isto €, para testar a adjacéncia entre qualquer par de
vértices, somente seus rétulos sao usados no processo.

Desta defini¢do, segue-se que a matriz de adjacéncias é uma representacao implicita para
a classe que contém todos os grafos, pois ha 26(n%) grafos com n vértices e a matriz de ad-
jacéncia pode representd-los utilizando ©(n?) bits. Por outro lado, a lista de adjacéncias
ndo é uma representacdo implicita, pois requer ©(m logn) bits para representar a mesma
classe de grafos, que pode ser ©(n?logn) bits no pior caso (grafos completos).

Neste artigo introduzimos o conceito de representagcdo implicita probabilistica
de grafos, que estende o conceito de representacdo implicita por relaxar uma das pro-
priedades: o teste de adjacéncia admite uma probabilidade constante de falsos negati-
vos ou falsos positivos (0% de probabilitade de falsos positivos/negativos implica uma
representacdo implicita regular). Representagdes probabilisticas sdo mais eficientes em
termos de espago por permitir alguns resultados incorretos. Esta caracteristica permite
representar muitos grafos que ndo caberiam na memdria principal com representagcdes
tradicionais. Em especial, beneficiam-se aplicacdes de grafos onde ndo € tdo importante
obter respostas exatas. Redes sociais, por exemplo, possuem grafos grandes e dindmicos,
onde mesmo operagdes simples como contagem de componentes ndo terminariam antes

*Projeto parcialmente financiado por FAPERJ.
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do grafo provavelmente ja ter sido modificado. Apresentaremos, neste artigo, duas novas
representacOes implicitas probabilisticas, cada uma baseada em uma estrutura de dados
probabilistica distinta.

Estruturas de dados probabilisticas permitem representacdo eficiente de dados,
com menores requisitos de espaco que as estruturas deterministicas. Neste artigo, usa-
mos duas estruturas baseadas em hash para criar representacdes probabilisticas: Filtro
de Bloom [Bloom 1970], que permite o teste de pertinéncia a um conjunto com 1%
de falsos positivos, usando menos que 10 bits por elemento; e MinHash [Broder 1997,
Li and Ko6nig 2010], que permite estimar, para os conjuntos A e B, o coeficiente de Jac-

ANB . . )
card J(A, B) = } A0B) representando cada conjunto com um nimero constante de bits.

2. Representacao baseada em Filtro de Bloom

O Filtro de Bloom € uma estrutura de dados que representa um conjunto .S e permite o
teste de pertinéncia de elementos com alguma probabilidade de falsos positivos, sem ad-
mitir, entretanto, falsos negativos [Bloom 1970]. E implementada como um array M de
m bits e k fun¢des hash, independentes duas a duas h; : S — [I;m]paral < i < k. A
insercdo de um elemento x € feita computando £ valores hash e atribuindo 1 aos indices
correspondentes do array, ou seja, M[h;(x)] «— 1 para 1l < i < k. A pesquisa de per-
tinéncia para algum elemento x € feita verificando-se se todos os bits das posi¢oes refe-
renciadas pelos valores hash estéo ligados, isto é, M [h;(z)] = 1 paratodo 1 < i < k.
Se pelo menos um bit for 0, significa que, com 100% de certeza, o elemento nio estd no
conjunto. Se todos os bits sdo 1, entdo o elemento pertence ao conjunto com alta proba-
bilidade, A probabilidade de falsos positivos pode ser determinada pela probabilidade de
colisdes em todos os k valores hash, que é

Pr[FALSEP] = Pr | A\ M[hi()] = 1| = 1_(1_i>kn ~ (1= otnlm)!

. m
1<i<k

Definindo ¢ = m/n como o nimero de bits por elemento de S no array M, é
possivel mostrar que a probabilidade de falsos positivos € minimizada quando k£ = ¢ 1n 2.
Entio, temos: Pr[FALSEP] ~ (1 — e~ "(2))2!n(2) ~ (0.6185)?. Com 10 bits por elemento
e 7 fungdes hash, estima-se a pertinéncia com menos de 1% de falsos positivos portanto.

Filtros de Bloom podem ser diretamente aplicados para representar as adjacéncias
de cada vértice. Para tanto, cria-se um filtro de Bloom para cada vértice, representando as
adjacéncias do mesmo. O conjunto dos filtros de Bloom para todos os vértices constitui
uma representacdo implicita probabilistica. Esta representacdo requer ©(m) bits para
representar qualquer grafo, o que a torna equivalente a matriz de adjacéncias no pior caso
(grafos completos, por exemplo). Entretanto, esta representacdo tem menor complexidade
de espaco para grafos esparsos que a representacao deterministica. De fato, ela € melhor
para qualquer grafo com m = o(n?). Note que ela tem a propriedade de ndo permitir
falsos negativos no teste de adjacéncia e, portanto, nunca deixard de reportar uma aresta
existente, embora possa reportar uma nao-aresta com pequena probabilidade.

3. Representaciao baseada em MinHash

MinHash (também conhecida como min-wise hashing) € uma estrutura de dados proba-
bilistica que representa conjuntos A ¢ B e permite estimar seu coeficiente de Jaccard
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J(A,B) = }ﬁsg} [Broder 1997]. Para tanto, computa-se a assinatura para cada conjunto
S, usando k funcdes hash hq, ..., h;, independentes duas a duas. Cada elemento na as-
sinatura € o valor hash minimo 2""(S) = min{h;(z) : * € S} paral < i < k. A
probabilidade de dois conjuntos A e B terem um elemento comum as assinaturas ¢ igual
ao seu coeficiente de Jaccard, ou seja, Pr[h"™(A) = h"(B)] = J(A, B). Entdo, a
comparacao de elementos correspondentes nas duas assinaturas forma um conjunto inde-
pendente de estimadores ndo-enviesados para o coeficiente de Jaccard dos dois conjuntos.
Assim, o aumento do nimero k£ de elementos da assinatura decresce a variancia do es-
timador. Os limites de erro na estimativa de similaridade podem ser provados usando a
desigualdade de Chernoff. Em especial, para atingir um fator de erro # com probabilidade

maior que 1 — 4, k deve ser definido de tal forma que k > 25 x In(2/6).

A idéia principal da representagdo baseada em MinHash € encontrar, para qual-
quer grafo G = (V, E) de uma classe C', um método de construir conjuntos de repre-
sentantes S, # () para v € V, tal que J(S,,S,) > dp se e somente se (u,v) € E
e J(Sy,Sy) < d4 se e somente se (u,v) ¢ FE. Nenhum coeficiente de Jaccard entre
conjuntos de representantes do grafo pode estar no intervalo (d4;dp). Desta forma, a
aresta (u,v) pode ser testada estimando-se J(S,,S,) > § para algum 64 < ¢ < 0p.
A estimativa pode ser feita usando MinHash. Uma vez que as assinaturas requerem um
nimero constante de elementos (que podem ser representados com um nimero constante
de bits [Li and K6nig 2010]), uma representagdo baseada em MinHash requer O(n) bits
para representar qualquer classe onde tal construgcdo seja possivel.

Apresentamos, a seguir, uma construg¢@o dos conjuntos para arvores com d4 = 1/3
e dp = 1/2. Dada uma drvore 7', a construgéo é feita recursivamente, enraizando a drvore
em um vértice arbitrario v, definindo um conjunto para S, com 2A(7T) inteiros arbitrarios.
Entdo, para cada nivel na arvore enraizada, o procedimento alterna entre escolher um
subconjunto ou estender o conjunto de cada vértice pai (exemplificado na Figura 1).

{1,2,3,4}
raiz

{1, 2} L3} subconjunto

{1,2,5, 6} 1,2,7,8} {1,3,9,10}
extensao
{1,5}
subconjunto

Figura 1. Construcao de conjuntos para uma arvore exemplo.

A selec@o de subconjuntos é feita tal que, para um conjunto A = {ay,...,a,},
selecionam-se x/2 subconjuntos, cada um com /2 elementos, tendo cada par de subcon-
juntos x/4 elementos comuns. Desta forma, os subconjuntos S, . .., S;/2 de A sdo esco-
lhidos tendo-se J(S;,5;) = 1/3paral <i,j <x/2e J(S;,A) =1/2paral <i < z/2.
O processo da sele¢do baseia-se na gera¢do de uma cadeia bindria s, com |s| = x/2 que
represente a selecdo de um subconjunto S C A de modo que se o i-€simo bit de s tem o
valor b, entdo as; 144 pertence a S. A geracdo das cadeias bindrias pode ser feita através
de uma construcgdo iterativa, na qual partindo de uma matriz 1 x 1, a cada passo a matriz
¢ quadruplicada, sendo os bits do quadrante inferior direito invertidos. O processo de
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construcdo, para um conjunto de 8 elementos, € exemplificado na Figura 2. A extensao
de um conjunto A se da pela inclusdo de |A| novos elementos tinicos a toda a arvore.

a a

1

12|34 |5|6|7]|8

0 x4 x4
0o

(=]

(=]
o |lo (e |
L = L B —R
- - (=] o N
S | == oW

®

=

®

=

Figura 2. Exemplo de selecao de subconjuntos.

A assinatura MinHash € entdo computada para cada conjunto construido. As as-
sinaturas sdo usadas como rétulos para os vértices correspondentes. Como este esquema
de rotulagéo requer apenas O(n) para representar drvores probabilisticamente, que é uma
classe com 2°9("1°2™) grafos com n vértices, podemos dizer que ela tem melhor complexi-
dade de espago que a representacdo deterministica Gtima.

4. Consideracoes sobre grafos bipartidos

[Spinrad 2003] mostra que qualquer classe hereditaria de grafos com 29("*) membros
com n vértices deve incluir inteiramente uma das classes: bipartidos, co-bipartidos ou
split. Além disso, € possivel transformar qualquer grafo G = (V, ') para um grafo bipar-
tido G' = (V' E') talque V' = {vy,v2 : v € V} e E' = {(v1,u2), (u1,v2) : (v,u) € E}.
Qualquer representacdo eficiente para G’ pode ser usada para representar eficientemente
G. Isto torna a pesquisa de representagdes implicitas para grafos bipartidos especial-
mente relevante. Entretanto, € possivel provar que ndo existem certas representagcoes
probabilisticas. Por exemplo, € impossivel construir uma representacdo baseada em Mi-
nHash com 4 = 0.4 e 0p = 0.6 para K3 3, mostrando a inviabilidade de solugdo de um
problema de programacao linear inteira. A decisao da existéncia ou nao de representacao
implicita probabilistica para grafos em geral permanece um problema em aberto.
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Abstract. In this work, we extend multi-agent epistemic logic for reasoning
about properties in protocols. It is based on Dolev-Yao model and uses struc-
tured propositions, a new technique to deal with messages, keys and properties
in security protocols in an uniform manner, keeping the logic propositional. In
order to illustrate the applicability of this new logic, an example is presented.

1. Introduction

There are many approaches to formally verify authenticity and secrecy in communication
protocols. In this work we are most interested in logical approaches to deal with that kind
of system, in particular based on [Dolev and Yao 1983].

Epistemic logics deal with concepts like knowledge and believes. Many of the-
ses logics have been tailored to be applied to computer science problems. They have a
semantics based on [Lamport 1978] and can be used for protocol verification.

Some approaches use epistemic logic for reasoning about protocol specifications
[Cohen and Dam 2007, Boureanu et al. 2009, Kramer 2008]. The most important feature
that differentiate our approach is the use of structured propositions, i.e., these are propo-
sitions that have some kind of inner structure. Allowing for the development of a new
technique to deal with security protocols in an uniform way, keeping the logic proposi-
tional.

In section 2 we present the Dolev-Yao model. Section 3 introduces the Dolev-Yao
multi-agent epistemic logic and section 4 provides some future works and final remarks.

2. Dolev-Yao Model

Introduced in [Dolev and Yao 1983], this is a seminal work in this area. They work with
symmetric public key protocols and consider a perfect encryption, i.e., the keys used are
unbreakable. We present the system followed by examples and rules that can be obtained.

2.1. Public Key Protocols

We assume that every user X in network has an encryption function Ex (public) and
a decryption function Dx (known only by X). The requirements are: ExDx (M) =
DxEx(M) = M; and for any user Y knowing Ex (M) does not reveal anything about
M. In this model, we are reasoning about the intruder knowledge, where the intruder is a
user who wants to obtain the content of other users’ communication.

Example 1 A sends message M to B [Fig. 1(a)]; intruder Z intercepts this message and
sends message (Z, Eg(M), B) to B [Fig. 1(b)]; B sends message (B, Ez(M),Z) to Z
[Fig. I(c)], Z decodes Ez(M) and obtains M.
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A— . B A——|— =B B
(A,Eg(M),B)
(a) Msg. from A to B \ / /
(A,Ep(M),B) (Z,Eg(M),B) (B,Ez(M),2)
Z Z
(b) Intruder Z’s actions (c) Msg. from B to Z

Figure 1. lllustration of Example 1.

A——= B A——s|——B B
(A,EB(MA)7B)
(a) Msg. from Ato B \ / /
(A,Ep(MA),B) (Z,Eg(MA),B) (B,EA(MB),Z)
Z Z
(b) Intruder Z’s actions (¢) Msg. from B to Z

Figure 2. lllustration of Example 2.

Example 2 A sends message M A to B and B replies to the user that is encrypted with
the message M and not to the sender [Fig. 2(a)]; intruder Z intercepts this message and
sends message (Z, Eg(MA), B) to B [Fig. 2(b)]; B sends message (B, Ex(MB), Z) to
Z [Fig. 2(c)] and Z cannot decode E (M B) to obtain M.

2.2. Rules

These rules are not presented in the original paper, but they can easily be obtained from
the theory presented there. Here, we are assuming a set £ = {K,...} of keys, a set
T represent a intruder knowledge and an encryption function {M }x, which encrypt a
message M under key K. A user can only decrypt an encrypted message {M } if he
knows the key K.

Reflexivi M€ Encryption'TFK reum D ti ITHE{M}x THK
A% TE CTTE (M ecryption: T
re=M TEN T+ (M,N) TF (M,N)

Pair-Composition: T+ (M, N) Pair-Decomposition: TEM TEN

3. Dolev-Yao Multi-Agent Epistemic Logic

This section presents the Dolev-Yao multi-agent epistemic logic S5py. It is aimed to rea-
soning about knowledge in protocols, i.e., keys, messages, encryption/decryption, agents
and so on. We propose this new semantics and an axiomatization for this logic.

3.1. Language and Semantics

There is a novelty in the language of S5py, formulas are built from expressions and not
only from proposition symbols. Intuitively, an expression is any peace of information that
can be encrypted, decrypted or concatenated in order to be communicated.

Definition 1 The Dolev-Yao multi-agent epistemic language consists of a set ® of count-
ably many proposition symbols, a finite set A of agents, a set of keys I = {ki, ...}, the
boolean connectives — and N\, a modality K, for each agent a'. The expressions and
formulas are defined as follows:

"We use the standard abbreviations | = =T, o V¢ = (¢ A =¢), ¢ — ¢ = =(¢ A =¢) and
Bop = ~K,—.
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E:=p|k|(E,Ey) | {E}k where k € K.
pu=e|T|p| i ANpa| Koo, wheree € E, a € A

Definition 2 A multi-agent epistemic frame is a tuple F = (.S, ~,) where:

e S is a non-empty set of states;
o ~, is a reflexive, transitive and symmetric binary relation over S, for each a € A.

Definition 3 A multi-agent epistemic model is a pair M = (F, V'), where F is a frame
and V is a valuation function V : E — 29 satisfying the following conditions:

1. V(m)NV(k) CV({m})
2. V({m}x) NV (k) C V(m)
3. V(m)NV(n) =V((m,n))

We call a rooted multi-agent epistemic model (M, s) an epistemic state. Con-
dition 1 ensures that, in any state, if we have a message m and a key k, then we must
have the encrypted message {m},. Condition 2 establishes that if we have a encrypted
message {m}, and a key k, then we must be able to decrypt it and obtain m. Condition 3
says that in any state, we have messages m and n iff we have the pair (m, n).

Definition 4 Let M = (S, ~,, V') be a multi-agent epistemic model. The notion of satis-
faction M, s |= @ is defined as follows:

e M,sk=eiffse V(e

« Mysl—piff M,s £ o

e M, sEoNYiffM,sl=¢dand M, s =1

o M,s=Kypiffforalls €8S, ifs~, s then M,s" = ¢

3.2. Axiomatization

All instantiations of propositional tautologies,

Kao(p = ) = (Kap = Ko¥),

- Kap — o,

K.p = K, K,p (+introspection),

K, — K,—~K,p (—introspection),

K,m AN K.k — K,{m}, (encryption),

K, {m}, N K.k — K,m  (decryption),

. Kom A Kon < K,(m,n)  (pair composition & decomposition).

© N U AW~

Inference Rules - M.P.: o, 0 — 1 /1; U.G.: p/K,p; Sub.: p/op?
Theorem 1 S5pvy is sound and complete w.r.t. the class of S5py models. [

Example 3 Returning to example 1. We have three agents: A, B and Z. We assume that
kxy = kyx for every agent X and Y .

2Where o is a map uniformly substituting formulas for propositional variables. Axioms 1-5 are standard
in literature [Fagin et al. 1995]. Axioms 6-8 enforces the semantical properties of the valuation function,
i.e., conditions of definition 3.
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0. KBy = {KAI{AB, Kgkap, Kpkpz, Kzkpz, KAm} initial knowledge
sendap({m}iyp)|

Z intecepts \L

1. KBy = KByU Kz{m},,
sendzp({m}i, )|
2. KBy := KB U KB{m}kAB
Kgm ar. 7
Kp{m},p azx. 6
sendBZ({m}kBZ)\L
3. K33 = KBQUKz{m}kBZ
K;m ar. 7

Intruder Z knows M.

4. Final Remarks

In this work, we have presented a new epistemic logic to reasoning about security pro-
tocols. This logic introduces a new semantics based on structured propositions. Instead
of building formulas from atomic propositions, they are built from expressions. The lat-
ter, are any peace of information that can appear in protocols: keys, messages, agents,
encrypted messages or any combination of these informations in pairs.

We propose this new semantics and an axiomatization for this logic. We also prove
soundness and completeness.

Acknowledgements: We would like to thank anonymous referees for their profitable
comments.
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Abstract. The problem of determining the chromatic index of a graph, even
when triangle-free, is NP-hard. However, the Overfull Conjecture implies that
this problem can be solved in polynomial time for graphs with large maximum
degree. In order to prove the conjecture, it is sufficient to show that all non-
subgraph-overfull graphs with A > n/3 are Class 1. A special case of non-
subgraph-overfull graphs are the graphs with no proper majors. We show that
all triangle-free graphs with no proper majors, regardless of maximum degree,
are Class 1. We also provide a polynomial-time algorithm to colour such graphs.

1. Introduction

Throughout this text, a graph is always a simple graph, which means undirected, loopless
and with no multiple edges. We follow the usual definitions and notation for graph-
theoretical related concepts. In particular, given a vertex v in a graph G, we denote the
set of neighbours of u in G by N¢(u) and the degree of u in G by dg(u) = |Ng(u)|.

Let G be an n-order graph of maximum degree A. A k-edge-colouring of G
is a function ¢: E(G) — [l..k| such that adjacent edges have different images (or
colours). The chromatic index of G, denoted by x'(G), is the least k for which G is
k-edge-colourable. A breakthrough by [Vizing 1964] uses a recolouring procedure in or-
der to show that x/(G) is either A or A + 1. The graph G is said to be Class I (Class
2) in the former (latter) case. Deciding if a graph is Class I is an NP-complete prob-
lem [Holyer 1981], even when restricted to triangle-free graphs with A = 3 [Koreas 1997].

We say that G is overfull if it has more than than A|n /2] edges, or, equivalently,
ifnisoddand ), o) (A—dg(u)) < A—2[Niessen 1994]. We say that G is subgraph-
overfull (SO) if it has a A-overfull subgraph, i.e. an overfull subgraph H with A(H) = A.
Being SO is clearly a sufficient condition for GG to be Class 2. The Overfull Conjecture
states that this condition is also necessary when n > A/3 [Hilton and Johnson 1987].
This is particularly interesting because deciding if G is SO can be done in polynomial-time
when A > n/3 and in linear-time when A > n/2 [Niessen 2001]. The conjecture holds
for triangle-free graphs with A > n /2 (which are all Class I) [Zorzi and Zatesko 2016].

Following [Niessen 1994], we call a vertex of maximum degree in G a major of
G. A proper major of GG is a major x of G which satisfies

Y (A—da(w) <A-2. ()

u€ENg(z)

We remark that x being a proper major does not imply that H := N¢g(z) U {z} induces an
overfull graph, because for that to happen we should have (1) holding even when replacing
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G by H. A non-proper major is a major which is not proper. As overfull graphs do not
have non-proper majors [Niessen 1994], no graph with no proper majors can be SO. We
show that all triangle-free graphs with no proper majors are Class 1, even if A < n/3.

2. The result

We use in our result (Theorem 3) a lemma from [Zorzi and Zatesko 2016] which is a vari-
ation of Vizing’s recolouring procedure [Vizing 1964]. We restate this lemma (Lemma 1)
in terms of two properties, defined below, about a sequence of distinct vertices ¢ =
Vg, ...,vr of a graph GG. For the statements of the properties and of the lemma, let
¢: E(G) — € be at-edge-colouring of G and uv be a non-edge of G.

Property &71. All of the following holds:
1. vo =vand {vy,..., v} € Ng(u);
2. foralli € {0,...,k — 1}, either v; misses a colour «;, or i > 0 and some
w; € Ng(v;)\ (Ng(u)U{vg}) misses o1, in which case we define o; == @(vyw;);
3. foralli e {1,... k}, we have p(uv;) = ;1.
In Property £7,.2, when v; does not actually miss a colour «;, but has a neighbour
w; which misses «;_1, we say that v; misses the colour «; = p(v;w;) virtually.

Property &,. One of the following holds:

1. there is a colour missing at both v and u;

2. k > 0 and the colour o, for some j < k, is missing at vy;

3. k > 0 and there is a vertex w, € Ng(vg) \ (Ng(u) U {vo}) which misses a1
such that p(viwy) is missing at u or is equal to o for some j < k.

Lemma 1 [Zorzi and Zatesko 2016]. If u misses a colour of € and there is a sequence
of distinct vertices 0 = vy, . . . , vy, satisfying both Properties &1 and &5, then G + uv is
also t-edge-colourable.

For any two colours « and 3 used in an edge-colouring of a graph G, we define
Gla, 5] as the subgraph of GG induced by all the edges coloured with o or 5. Notice
that every component of G|a, (] is a path or an even cycle. Considering this, it is worth
remarking the following about Lemma 1, which, by the way, can be used to prove that
every graph with no major vertex belonging to an odd cycle is Class 1.

Observation 2. For every sequence o = vy, . .., v satisfying Property &, we can as-
sume without loss of generality:

1. Every colour § € € missing at u is not missing at any v; for i € {0,..., k — 1},
since otherwise, by taking the least such 1, the sequence vy, . .. ,v; would already
satisfy all the properties required in Lemma 1.

2. Forall p € € missingatwandalli € {0, ... k—1}, the vertices u and v; belong
to the same component P in G|«;, ), since otherwise, by exchanging the colours
of the component to which u belongs, the sequence vy, . . . ,v; would itself satisfy
all the properties required in Lemma 1. Note that P is a path, u is an outer vertex
of P and, if v; does not miss «; virtually, the other outer vertex is v;.

3. Foralli € {1,....k — 1} and all j € {0,...,i — 1}, o is not missing at v;
nor is @(vjw;) for some w; € Ng(vj) \ (Ng(u) U{vo}) which misses a;_y, since
otherwise, by repeatedly taking such i and j, we would be able to choose «; for
the role of o, thus replacing o = vy, ..., v by 0’ = vy, ..., 0}, Vit1, ..., U
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Now we are ready to present our result:
Theorem 3. Every triangle-free graph with no proper major vertex is Class 1.

Proof. Let GG be a triangle-free graph with maximum degree A. We shall prove for all
F C E(G) that G[F] is A-edge-colourable (which does not necessarily mean that G[F|
is Class 1 when A(G[F]) < A). Since G[()] is A-edge-colourable, assume |F'| > 0 and,
by induction, that G[F"] is A-edge-colourable for all F" C E(G) such that |F'| < |F|.

Let uv be any edge in ' and H := G[F'\ {uv}]. By the induction hypothesis, H
admits a A-edge-colouring p: E(H) — €. Let 0 = vy, ..., v, be a maximal sequence
satisfying Property &7, and all the properties discussed in Observation 2. The sequence
o must be non-empty, since both v and v have degree less than A in H and thence miss
a colour of ¥ each. If o also satisfies Property &, we can apply Lemma 1 to show
that G[F| is A-edge-colourable and the proof is concluded. In case o fails to satisfy
Property &, we demonstrate how to obtain a new sequence satisfying the two properties.

By the maximality of o, it is straightforward to verify that the only possible reason
for o not satisfying Property %2, would be if dy(vx) = A and no vertex in Ny (vg) \
(Ng(u)U{vo}) missed a1 = @(uwvy). By the way, note that Ny (v) \ (Ng (u)U{vo}) =
Ny (vr), since H is triangle-free. We have the following two cases to investigate.

Case 1. There is some colour /5 missing at u and also at some y € Ny (vg) \ {u}.

By Observation 2 we know that u and v;_; belong to the same component P of
Hlay_1, 5], which is a path and have u as one of its outer vertices. We have two sub-cases.

1. If y does not belong to P, then by exchanging the colours of the component of y
in Hloy_1, (] (also a path), we obtain a vertex in Ny (vy) missing oy, as desired.
Furthermore, this does not cause any v; with ¢ € {0, ..., k—2} to miss /3 because,
by Observation 2, neither 5 nor a1 is missing at v;.

2. If y is in P, it is the other outer vertex of P, so v;_; is an inner vertex of P
and thence misses «j_; virtually. Then, we first uncolour the edge v, w1
(which was coloured with a_1). Now, u and y are not in the same component
of H|ay_1, 5] any more, and we are back to the previous sub-case. According
to [Zorzi and Zatesko 2016], after the recolouring procedure is fully performed,
vi—1 Will miss «y_9, and we will be able to colour v,_jwp_1 with ap_s. See
Figure 1 on the next page.

Note that neither sub-case interferes in any v; fori € {0,..., k — 1}.
Case 2. No vertex in Ny (vy) \ {u} misses oy or any colour missing at u.

First recall that d (vy,) = dg(vi) = A, dy(u) < de(u) and, thus,

S A-duly) > Y (A-doly)+12 A

YENH (vi) yENg (vi)

Hence, by the Pigeonhole Principle, there must be two vertices y1,y2 € Ng(vx) \ {u}
missing the same colour y € %’. As it is possible for only one among y; and y- to belong to
the same component of H[f3,v| as u, say y;, exchanging the colours of the component to
which g5 belongs yields § missing at both u and y,. It should be noticed that this operation
may cause some v; with i € {0, ..., k— 1} to miss /3. In this case vy, . . ., v; would satisfy
the two properties and we would be done. Otherwise, we are back to Case 1.
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UV = Vg

Figure 1. An illustration for Case 1.2. Here, the dashed line indicates the edge to
be coloured and the dotted lines indicate the colours missing at the vertices.

Now, if we are not done yet, the sequence still satisfies Property &7, and there is
some wy, € Np(vg) which misses a7 and defines oy, = ¢ (vpwy). So, if the sequence
does not satisfy also Property &%,, we can continue to construct it by appending to it the
vertex vg such that ¢(uvy1) = ay, and so on, until the two properties are satisfied. In
the process, we may append a major vertex x which does not have a neighbour missing
¢(ux), but this situation we have shown how to handle. O

We finish by pointing out that the edge-colouring process described in the proof
of Theorem 3 can be performed in polynomial time.
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NEW INSIGHTS ON PRIZE COLLECTING PATH
PROBLEMS
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Uéverton S. Souza'

nstituto de Computagdo — UFF, Nitero6i, Brasil
Facultad de Ingenieria - Universidad de Talca, Talca, Chile
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, Brasil

Abstract. Given a graph G and a pair s,t in V(G), where each edge e has a
weight t(e) and each vertex v has a value p(v) such that t(e) represent a trans-
portation time and p(v) a prize collecting. Prize Collecting Path (PCP) consists
of finding a (s,t)-path that minimizes the total transportation time minus the
total prize of nodes in such path. PCP is at core of numerous relevant applica-
tions in several fields like telecommunications, transportation and logistics. In
this paper, the complexity behavior of the problem is analyzed. For some cases
we prove that PCP is NP-complete, these results lead to the generation of new
sets of benchmark instances that are computationally hard according to natural
characteristics of the problem. In addition, polynomial time algorithms are de-
scribed for other cases and a mathematical formulation is introduced to solve
general instances of PCP.

Prize Collecting Path problem

Let G = (V, A) be a directed and connected graph, where V' is the set of nodes and A
is the set of arcs. We assume that there exist n nodes and m arcs. Associated with the
set of nodes there is a prize function p : V' — R.,. Likewise, associated with the set
of arcs there is a transportation time functiont : A — R.y. Node s € Vandt € V
correspond, respectively, to source and target node. Let Pg; be the set of all (s, t)-paths in
G connecting s and ¢. The PCP consists on finding a (s, ¢)-path that minimizes the total
transportation time cost minus the total prize of the nodes belonging to the (s, t)-path.
PCP can be also defined as the following 0-1 integer programming problem:

min Z tijxij — ijZj (1)

(ij)€A jEV
st X € Py, 0<ux; <1 2)

Variables are represented by the binary vectors x € {0,1} and z € {0,1}V;
such that x;; = lif arc (ij) € Aisused by a (s, t)-path and z;; = 0 otherwise, and z; = 1
if node 7 € V is visited by a (s, t)-path, and z; = 0 otherwise. A feasible (s, t)-path is
induced by a vector x that belongs to the following set:
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( Z xsjzl 3

(s7)€6%(s)
Po=lxeqo| D w— > wm=0¥ieVif{st L
(jh)€s™(2) (kj)€d(5)

\

For a given vector x € Py, variables z are related as follows:

Zj S Z Jﬁij,Vj eV \ {S,t} (4)
(ij)€6~(4)

zs > 1 ®)

2 > 1 (6)

NP-completeness

Definition 1 Given a graph G, a (s, t)-hamiltonian path is a simple path between two
nodes (source and target) that visits each node exactly once. The (s, t)-Hamiltonian Path
problem (for short, HP) is about determine whether a given graph contains a Hamiltonian
path starting in s and finishing in t.

Theorem 1.1 HP < PCP.

Proof. Given a graph G = (V, E') where V is the set of nodes and F is the set of edges.
Let nodes {s,t} € V, represents the source and target nodes, respectively. We construct
an instance G’ of PCP as follows: (i) set G’ = @G; (ii) for each edge e of G’ we associate
a transportation time ¢, of value 1; and (iii) for each node v of G’ we assign a prize p, of
value 2 (ps = p; = 0).

(=) Since Hamiltonian path visits all nodes of a graph, all possible (s, t)-
hamiltonian paths in G is composed by |V/| nodes and |V| — 1 edges, such way in G’
the sum of transportation time for edges of these paths is equal |V| — 1 and the sum of
prizes for nodes is 2(|V'| — 2). Thus such (s, t)-hamiltonian paths have cost according to
Equation 1 equal to —|V'| 4+ 3in G".

(<) Let p € Py, be a solution of PCP with —|V|+3 costin G' and I, = V(p)\{s,
t}. Since all paths in Py, are simple path, i.e., each node is visited just once. For each
node v € I, there is exactly one incoming edge ¢; € E used in p. As any node v € I,
has prize p, = 2, then each node v contribute with (., — p,) = —1 in PCP objective
function. Hence p has cost —|[,| + 1, once ¢ has no prize associated. Consequently
—|I,| +1 = —|V|+3and |[,| = |V|— 2 which implies that path p is hamiltonian in G.
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Corollary 1.2 PCP is NP-hard.

Proof. Follows from Theorem 1.1 and the fact that Hamiltonian Path problem is NP-
complete [Karp(1972)].

Definition 2 Given a acyclic digraph D = (V, A) where V is the set of nodes and E is
the set of arcs. Let nodes {s,t} € V, represents the source and target nodes, respectively.
For each arc a € A there is a arbitrary weight w, (not necessarily greater than zero). The
Shortest Path with Arbitrary Weights problem (SPAW) is about to determine the shortest
simple path from s to t in G.

Theorem 1.3 PCP o SPAW.

Proof. Given a graph G = (V, FE)) where V (G) is the set of nodes and E(G) is the set
of edges. Let {s,t} € V(G) be nodes representing the source and target vertices, re-
spectively. Each edge e € F(G) has an associated transportation time t., and every node
v € V(G) has an assigned prize p,, where p; = p; = 0.

From GG we construct an instance G’ of SPAW as follows: (i) set G’ = G, (ii) each
undirected edge e = (u,v) € E(G) is converted in two arcs a; = (u,v),as = (v,u) €
E(G") of opposite ways, where the weights w,, of a; (i € {1,2}) is defined by (t. — pre))s
where py,(.) is the prize assigned to the head node of a;.

(=) Letp = s,v1,v9,...,0;,t € Py be asolution of PCP in GG. The cost for path
p in G, according to Equation 1, is

that is equivalent to
§ (te - ph(e))
e€E(p)

which, by additivity, is equal to

Z te — Z Ph(e)-

ecE(p) ecE(p)

As source and target nodes have null prizes then p has the same cost in both prob-
lems.

(<) By construction, any (s, t)-path p of G’ is also an (s, t)-path of G, and as
shown previously, p has the same cost in both instances. |

By Theorem 1.1 and Theorem 1.3 HP oc PCP o« SPAW. This gives us a mapping
of the complexity of the PCP problem, providing sufficient conditions for the problem
becomes polynomial or NP-hard. Figure 1 illustrates the relation of complexity between
the problems. More precisely, Theorem 1.1 and Theorem 1.3 implies the following corol-
laries.
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Corollary 1.4 For any graph class C such that HP on C is NP-hard, the PCP problem
on C is also NP-hard.

Corollary 1.5 Any instance T of PCP can be solved in polynomial time whether the
instance g(Z) of SPAW can be solved in polynomial time, where g returns a digraph
constructed as described in the proof of Theorem 1.3.

SPAW |
I3
I
|2
A B
ol PCP V_J
S|
ol
=]
| HP

Figure 1. Some considerations for PCP and related problems

Corollary 1.6 PCP can be solved in polynomial time when the input G does not contain
cycles C = vy, vy, ..., v such that ) (t. — py;) < 0.e = v5,v;, 1 <i <k, j = ((i +1)
mod (k+1)).

Proof. Follows from Lemma 1.5 and the result for minimum path of graphs with no neg-
ative cycles.

Now, we study the complexity of the problem in a special graph class.

Grid graphs

Definition 3 Letr G™ be the infinite graph whose vertex set consists of all points of the
plane with integer coordinates and in which two vertices are connected if and only if
the Euclidean distance between them is equal 1. A Grid graph is a node-induced finite
subgraph of the infinite grid. It is rectangular if its set of nodes is the product of two
intervals.

Lemma 1.7 [Itai et al.(1982)Itai, Papadimitriou, e Szwarcfiter] Hamiltonian Path prob-
lem in grid subgraphs is NP-complete.

Corollary 1.8 (s, t) Longest Path problem in rectangular grid graphs is NP-complete.

Theorem 1.9 Prize Collecting Path problem in general grid graphs is NP-complete.
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Um algoritmo exato para biclique-coloracao
Guilherme de C. M. Gomes, Vinicius Fernandes dos Santos
!Departamento de Ciéncia da Computagio — Universidade Federal de Minas Gerais

Resumo. O niimero biclique-cromdtico xg(G) de um grafo G = (V,E) é o
menor inteiro k tal que existe uma k-coloragdo dos vertices de G com a propri-
edade de que nenhuma biclique maximal de G seja monocromdtica. Trabalhos
recentes provaram que o problema de se computar x5(G) para um grafo G é
Y.2-completo para qualquer k > 2. Nosso principal resultado neste trabalho é
um algoritmo baseado em inclusd@o-exclusdo de complexidade O*(2") para se
computar xg(G) de forma exata.

1. Introducao

Problemas de colora¢do sdo alguns dos mais estudados em teoria dos grafos. Em sua
versao cldssica, o problema da k-coloragdo pergunta se existe uma atribui¢ao de & cores
aos vértices de um grafo de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Ao
longo dos anos, variacdes do problema foram propostas, sendo uma delas a k-clique-
colorac@o, onde se procura uma atribui¢cdo de cores aos vértices do grafo tal que ne-
nhuma clique maximal do mesmo seja monocromatica. De forma similar, uma k-biclique-
colorag@o busca uma atribui¢io de cores aos vértices do grafo tal que nenhuma biclique
maximal seja monocromatica.

Em termos de cliques, um trabalho recente [7] demonstrou que k-clique-coloragdo
é XP-completo, enquanto [2] propds um algoritmo O*(2") para se computar de forma
exata o numero clique cromitico x¢(G). Ja em termos de bicliques, [4] apresenta uma
prova de que k-biclique-coloragdo também é X5-completo para grafos gerais, além de
mostrar a NP-completude do problema para diversas classes de grafos. Apesar disso,
em [6] sdo apresentados algoritmos polinomiais para esses problemas quando o dominio
¢ restrito aos grafos livres de unicordas.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados inspirados em [2] que possibilitam
a construcio de um algoritmo O*(2") para o problema da k-biclique-colora¢do. Nele,
fazemos uso do algoritmo baseado em inclusdo-exclusdo proposto em [1] para o problema
da cobertura exata e mostramos a equivaléncia entre uma solucdo do mesmo e uma k-
biclique-colorac¢ao valida.

2. Definicoes e Notacoes

Ao longo deste trabalho, denotamos um grafo por G = (V, E), com V' e E seu conjunto de
vértices e arestas, respectivamente, e n = |V | e m = |F|. Para cada X C V(G), dizemos
que G[X| = (X, Ex) é um subgrafo induzido de G se Ex = {uv | u,v € X,uv € E}.
O complemento G = (V, E) de G é tal que E = {uv | uv ¢ E}.

Um grafo K, € dito ser completo se seus vértices sdo dois a dois adjacentes;
1, € um conjunto independente se seu complemento € isomorfo a K,,. G é bipartido
se podemos construir uma biparticdio V' = (L, R) tal que G[L] e G[R] sdo conjuntos
independentes. K,, ,, € bipartido completo se todo u € L € adjacente a todo v € R.
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Um subconjunto X C V' é uma biclique de G se G|X| for isomorfo a K, ,. X é
maximal se ndo existe um vértice u € V '\ X tal que X U {u} é uma biclique. Denotamos
por B(G) a familia de todas as bicliques maximais de G.

Uma k-colora¢do de uma grafo é uma funcdo ¢ : V. — {1,... k} que atri-
bui a cada vértice de G uma cor dnica. Para simplificar a nota¢@o, definimos ¢(V') =
Uuev {¢(u)}. Um subgrafo G[X| é monocromitico se |p(X)| = 1.

Uma k-vértice-coloragido é uma k-coloragao onde vértices adjacentes de G apre-
sentam cores diferentes. De maneira similar, uma k-biclique-coloragdo € uma k-coloracdo
onde nenhuma biclique maximal é monocromética. Note que uma k-coloracdo é uma
particio P, = (V1,...,V)) dos vértices de G em classes de cores, onde |p(V;)| = 1.
Usando essa observagdo, temos que nenhuma biclique maximal de G pode estar intei-
ramente contida em uma classe de cor. O nimero biclique cromdtico y5(G) é o menor
inteiro k tal que existe uma k-biclique-coloragdo prépria de G.

Um hipergrafo H = {H;, ... H,} é uma familia de subconjuntos de um conjunto
finito V', com cada H; € H sendo uma hiperaresta. Denotamos por Hz(G) o hipergrafo
com conjunto de hiperarestas igual a familia de bicliques maximais de G.

Um subconjunto X C V atinge uma hiperaresta H; € H se X N H; # (). X é
um transversal de H se ele atinge todas suas hiperarestas. De forma analoga, um obliquo
de H é um subconjunto de V' tal que existe pelo menos uma hiperaresta nao tocada por
ele. Denotamos por 75 a familia de todos os transversais de Hp e por Op a de todos os
seus obliquos. 73 = {X | X € Tz} ¢ a familia dos complementos de transversais de Hz.
Note que X C V € um transversal se e somente se ele ndo € um obliquo.

O problema da cobertura exata é definido como: dados um conjunto base V', uma
familia 7 C 2V e um inteiro k, existe alguma k-particdo de V usando elementos de F? O
teorema abaixo, mostrado em [1], nos dd um algoritmo O(2"polylog(n)) para a solugdo
deste problema. Dizemos que um algoritmo ¢ O*(2") se sua complexidade é da forma

O(2"polylog(n)).
Teorema 1 ([1]). Existe um algoritmo O*(2™) para o problema da cobertura exata.

3. Computando x3(G)

Trabalhos recentes fazem uso do principio de inclusao-exclusao para resolver uma série de
problemas classicos da literatura, como cobertura exata [1] e k-vértice-coloragao [5], além
de problemas menos estudados, como k-clique-coloracdo [2]. Uma abordagem natural
para se construir uma solu¢@o exponencial € a transformacao do problema em questio
para algum outro cuja complexidade seja inferior. Neste ambito, em [2] foi apresentado
um algoritmo O*(2") para a k-clique-colorac¢@o transformando uma instancia do mesmo
para uma de cobertura exata sem prejudicar a complexidade final da solugdo.

Tomando como base os resultados de [2], neste artigo demonstramos como cons-
truir um algoritmo O*(2") para o problema da k-clique-colorag@o, transformando-o em
uma instancia de cobertura exata. De forma natural, buscaremos cobrir V' e, para isso, a
escolha de F deve ser feita de forma a impedir que qualquer cobertura védlida possa gerar
uma coloracdo imprépria. A escolha dessa familia € discutida abaixo.

Nosso primeiro resultado traduz a ideia de que, fixada uma cor i, toda biclique
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maximal deve possuir pelo menos uma cor diferente de .

Lemal. P, = (V4,...,V})é uma k-biclique-coloracdo de G se e somente se Py, é uma
k-particdo de G e, ¥ V; € Py, V; é um transversal de Hp(G).

Demonstragdo. (=) Seja P, uma k-biclique-colorac¢ao de GG e suponha que existe algum
V; tal que V; ¢ Tg. Isso, por sua vez, implica que existe B € B tal que BNV; = (), ou
seja B C V;, donde |p(B)| = 1, que é uma contradi¢@o, pois P, é uma coloragdo prépria.

(<) Seja P, uma k-partigio de G' com V; € Tz e suponha que P ndo é uma
k-biclique-colorag@o. Ou seja, existe uma biclique maximal B € B tal que B C V; para
algum i. Isto implica que BNV, = (), e, portanto, V; ¢ Tg, o que contradiz a hipétese. [

O Lema 1 nos d4 uma familia natural para se usar durante o procedimento de co-
bertura: a familia 75 dos complementos de transversais de H;. Computar diretamente
transversais, por sua vez, € custoso, uma vez que a familia de bicliques maximais pode
ser da ordem de O(n - 3"/3), como demonstrado em [3]. Para enumerar 7,5, observe que
Ts = 2V \ Op. Ou seja, se conseguirmos descobrir Op de forma mais eficiente, 7; pode
ser construida em tempo O*(2"). Nosso préximo resultado garante que tal descoberta é
possivel.

Lema 2. Os obliquos maximais de Hp(G) sdo exatamente os complementos das bicliques
maximais de G.

Demonstragdo. (=) Seja X € Op um obliquo maximal de H;(G). Pela defini¢do, existe
alguma B € Hg tal que X N B = (), o que implica que X C B. Para mostrar que apenas a
igualdade € valida, assumimos que X C B. Sendo assim, existe Y C B \ X, YNB=1,
(XUY)NB=0eXUY € Og. Isso por sua vez implica que X ndo é maximal, uma
contradicao.

(<) Seja B € Hp(G) uma biclique maximal de G e X = B. Por hipdtese,
X € Og. Suponha que X ndo é um obliquo maximal de Hz(G). Sendo assim, existe um
Y CV\ X tal que Z = X UY € um obliquo maximal, pois X C Z € obliquo e, por
hipétese, nao € maximal. Entdo: (i) BNY = 0; (ii) Y C B; (iii) Z N B # () e, portanto,
Z ¢ Op, que é um absurdo. O

Corolario 1. Dado um grafo G = (V, E) e um subconjunto X C 'V, existe um algoritmo
O(n(n — |X|)) para determinar se X é um obliquo maximal de Hp(G).

Com os resultados acima, podemos testar para cada X € 2V se seu complemento
¢ uma biclique maximal. Apds construirmos os obliquos maximais de H 3, podemos usar
o lema abaixo (apresentado em [2]) para construir O, que é exatamente a familia de sub-
conjuntos de todos os obliquos maximais.

Lema 3 ([2]). O fecho descendente F|, = {X CV |3Y € F, X C Y} de qualquer
familia F pode ser enumerado em O*(|F||).

Tendo como base os resultados até entdo apresentados, podemos construir um al-
goritmo O*(2") para o problema da k-biclique-coloragao.
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Teorema 2. Existe um algoritmo O*(2") para se computar x5(G).

Demonstrag¢do. Usando o Lema 1, para qualquer k-biclique-coloragdo (V1, . .., V}) valida,
cada classe de cor deve ser o complemento de algum transversal do hipergrafo biclique
Hp(G). Para enumerar 7, primeiramente utilizamos os Lemas 2, 3 e o Coroldrio 1 para
computar O em tempo O*(2"). Em seguida, computamos Tz = 2"\ Op verificando para
cada elemento de 2" se ele estd em Oy. Em seguida, complementamos cada elemento de
T, obtendo 7.

Agora, para encontrarmos x5(G), executamos para cada elemento k& € {1,...,n}
o algoritmo O*(2") para cobertura exata (Teorema 1), tendo V' como conjunto base, 73
como familia a ser usada na particao e k o tamanho da mesma. O primeiro k que apresen-
tar pelo menos uma parti¢do valida serd yz(G). O

4. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estendemos naturalmente os resultados referentes ao problema da k-clique-
coloragdo para o problema da k-biclique-coloragdo, explorando as no¢des de transver-
sais e obliquos do hipergrafo biclique e mostrando como ambos podem ser utilizados
na constru¢io de um algoritmo O*(2") para se computar y5(G). Trabalhos futuros in-
cluem a investigacdo de parametrizacdes deste problema que explorem as relagdes entre
coloragdes, estruturas maximais e hipergrafos, além de algoritmos O*(a") com o < 2
para a computacdo do numero biclique cromético de um grafo.
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Abstract. The rainbow connection number of a connected graph G, denoted by
rc(G), is the minimum number of colors needed to color the edges of G, so that
every pair of vertices is connected by at least one path in which the colors of the
edges are pairwise distinct. In this work we determine the rainbow connection
number for the graphs C,, x P, when m is odd and C,, x C,, when m and n

have distinct parities. For the case in which n and m are odd, we prove that
re(Cr, x Cp) < M2,

Resumo. O niimero de conexdo arco-iris de um grafo conexo G, denotado por
re(QG), € o menor niimero de cores necessdrias para colorir as arestas de G,
de forma que entre qualquer par de vértices exista um caminho cujas cores
das arestas sdo duas a duas distintas. Neste trabalho determinamos o niimero
de conexdo arco-iris para os grafos C,, x P, quando m é impar e C,, x C,
quando m e n tém paridades distintas. Para os casos em que m e n sdo impares,
provamos que rc(Cy, x Cp,) < T2,

1. Introducao

Neste trabalho, todo grafo G = (V(G), E(G)) é simples, conexo e tem pelo me-
nos uma aresta. Uma atribui¢ao de cores para as arestas de (G, geralmente dada por uma
fungdo ¢ : E(G) — N, é uma coloragdo arco-iris se entre qualquer par de vértices existe
um caminho cujas cores das arestas sao duas a duas distintas [Chartrand et al. 2008]. Ca-
minhos que ndo possuem duas ou mais arestas com a mesma cor sao chamados de cami-
nhos multicoloridos.

O niimero de conexdo arco-iris, r¢(G), € menor inteiro para o qual existe uma
coloragdo arco-iris de um grafo G. O Problema da Coloragdo Arco-Iris é determinar
rc(G) para um dado grafo G. Em algumas classes de grafos, o nimero de conexao arco-
iris é trivial, por exemplo, para uma drvore T com n vértices rc(T') = n— 1; para um grafo
completo K, r¢(K,) = 1; e para um ciclo C,, r¢(C,,) = [%] [Chartrand et al. 2008].
Para obter uma coloracio arco-iris de qualquer grafo simples e conexo G, € suficiente atri-
buir cores distintas para todas as arestas de uma de suas drvores geradoras, o que implica

re(G) < |V(G)] — 1. Observa-se que tal limite superior é justo. Em [Li et al. 2012], os

autores provaram que se GG é 2-vértice-conexo, entdo rc(G) < {@-‘ . Para um grafo G

conexo com n vértices e grau minimo 6(G), re(G) < 6((‘3—7)11 + 3 [Chandran et al. 2012].

Em um grafo G, a distdancia entre dois vértices v € v € o tamanho do menor
caminho entre u e v, dado pelo nimero de arestas deste caminho. A excentricidade €(v)
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de um vértice v € V(G) é a maior distincia entre v e qualquer outro vértice de G. O
diametro de um grafo GG, denotado por diam(G) é a excentricidade maxima de G. Apesar
de alguns resultados conhecidos e de limites superiores justos para o nimero de conexao
arco-iris, sabe-se que quando GG é um grafo com didmetro 2, decidir se r¢(G) = 2 é um
problema NP-completo e que determinar o nimero de conexdo arco-iris de um grafo G
qualquer € um problema NP-dificil [Chakraborty et al. 2011].

Sejam G e H dois grafos simples e conexos com V(G) = {vg,v1,...,Vm_1}
e V(H) = {up,u1,...,up—1}. O produto cartesiano G x H tem conjunto de vértices
V(G) x V(H) e a aresta (v;, u;)(vg, u;) existe se, e somente se, v;v, € E(G) e u; =
ouujuy € E(H)ev;, = v, 0 <i,k <me0 < jl < n.Li Shie Sun [Li et al. 2013]
apresentaram alguns resultados sobre o nimero de conexdo arco-iris em grafos resultantes
de produtos cartesianos, como o importante Teorema 1, a seguir.

Teorema 1. [Lietal 2013] Seja G = Gy X Go X G3 X ... X Gy, k > 2, tal que G; é
conexo, 1 < i < k. Entdo rc(G) < Zle re(G;). Além disso, se diam(G;) = rc(G;)
para todo G;, 1 <1 < k, entdo a igualdade vale.

Dos resultados para arvores e ciclos [Chartrand et al. 2008] e do Teorema 1, pode-
se inferir que r¢( P, X P,,) = m+n—2, para dois caminhos P, e P,,2 < m < n;rc(C,, X
Cn) = mT*" para dois ciclos Cy,, e C,,, me n pares, 3 < m < n;erc(Cp, x P,) = n—1+%
para um caminho P, e um ciclo C,,, m par. Quando m # 3 é impar, diam(C,,) < rc(C,y,)
e, portanto, o nimero de conexdo arco-iris do produto cartesiano ¢ um problema em
aberto. A contribui¢do deste trabalho é a determinagdo de rc(C,,, X P,) quando m é impar
e rc(Cp, x C,,) quando m e n tém paridades distintas. Também provamos que r¢(C,, X
Cp) < mT*” se m e n sao impares, melhorando o limite apresentado no Teorema 1. O

novo limite tem diferenca de no maximo uma unidade do 6timo. As provas apresentadas
implicam em algoritmos polinomiais para colorac¢do arco-iris.

2. Resultados

Nesta secao, primeiro serd apresentada a prova de que r¢(C,, X P,) = L%J +n—1
quando m é impar. E importante observar que os grafos C,, X P, e P, x C,, sdo isomorfos.
As provas fazem uso de um conhecido resultado segundo o qual qualquer grafo conexo G
tem r¢(G) > diam(G) [Chartrand et al. 2008]. Em seguida, determinamos 7¢(C,,, x Cy,)
quando m = n = 3 e quando m e n tém paridades distintas. No caso em que m € n sao
ambos impares, sabe-se que rc¢(C,, x C,) > diam(C,,, x C,,) = ™ — 1. Neste caso,

2
apresentamos uma coloragdo arco-iris com ™ cores.

Teorema 2. Se C,, X P, tem m impar e n > 2, entdo rc(C,, x P,) = L%J +n—1

Demonstracdo. Seja C,, x P,, tal que m é impar, n > 2, V/(C,,) = {vo,v1,...,Um_1} €
V(P,) = {ug,u1,...,u,_1}. Note que diam(C,, x P,) = |2]| + n — 1. Entdo, como
re(Chp X Py) > diam(C,, x P,), é suficiente apresentar uma coloragdo arco-iris com

L%J +n — 1 cores.

Suponha n = 2. Sejam C; = (vo, uj)(v1,u;) ... (Vpm—1,u;)(vo,uj), j € {0,1},
e P = (vi,uo)(vi,u1), 0 < ¢ < m. Em cada ciclo C;, j € {0,1}, pinte a aresta

(vi, ) (Vig1,u;) com cor i, 0 < ¢ < |2]; pinte (v;,u;)(vis1,u;) com cor i — [2],
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m

[2] <i < m —1;epinte (v;, up) (s, Up—1) com cor | %] — 1. Para cada caminho P, se

2
0 <4< |%Z],pinte (v;, uo)(vi, ur) comcor |2 |;ese [2] < i < m, pinte (v;, ug) (v, uy)

com cori — [2].

m
2

m
2

Vamos mostrar que existe um caminho multicolorido entre cada par de vértices
(vi,uj) e (vg,w), 0 < i,k <me0 < jl <1 Sej=1I entdo o caminho multicolorido
¢ o menor caminho entre (v;,u;) e (vg, ;) no ciclo C;. Entdo, suponha j # [ e, sem
perda de generalidade, seja j = 0 e [ = 1. Considere as operagdes aritméticas médulo m.
Seja P’ o menor caminho de (v;, ug) a (vg, up). Se (vi_1,up) € P', entdo (v;, ug) (v, uy)
concatenado ao menor caminho de (v;, u1) a (v, u;) € um caminho multicolorido. Sendo,
P’ concatenado a (v, u;) € um caminho multicolorido.

Agora, suponha n > 2. Pinte as arestas dos ciclos C;, 0 < j < n, e as arestas
(v, up)(vi,u1), 0 < i < m, da mesma forma que no caso n = 2. Seja H o subgrafo de
G jé colorido. Resta colorir as arestas dos caminhos P! = (v;, uy)(vs, u2) . . . (Viy Up—1),
0 < i < m. Pinte a aresta (v;, u;)(v;, uj11), 1 < j < n—1, comcorj+ [2]. Observe
que cada caminho P/, 0 < i < m, € multicolorido e ndo contém cores usadas nas arestas
de H. Entdo cada par de vértices em G tem um caminho multicolorido. De fato, qualquer
par de vértices contido em Cy U C; possui um caminho multicolorido ja apresentado no
caso n = 2. Considere o par de vértices (v;, u;) e (vg, w), tal que @ > 1 e k > 1. Entdo,
o menor caminho entre (v;, u;) e (v, u;) no ciclo C; é multicolorido, e o caminho de
(vg,u;) a (vg, ) em P, é multicolorido por construgdo. Agora, considere um caminho
entre (v, up) € (vg, u;), L > 1. O caminho de (v;, ug) a (vg, uy), ja apresentado no caso
n = 2, concatenado ao caminho de (vy, u1) a (vg, ), contido em P/, é multicolorido.

m

Observe que foram utilizadas (%W +n—-2= [5J +n — 1 cores. [

Teorema 3. Seja C,,, x C,, um grafo com m impar.

, sem=n=23;

2
=[5]+1, sem=3en>3
TC<Cm X Cn) —1 “‘%a sem7n>3enépar;

. m
= 3
SmTJF”, sem,n > 3 en é impar.
Demonstracdo. Considere C,,, x C,, um grafo com m impar, V' (C,,) = {vo, v1, ..., Um_1}

€ V(Cn) = {UQ, Uy, ... ,un,l}. Sejam Xj = ('UQ, Uj)(’l)l,u]') e (’Umfl, u]’)(vo, u]'), 0 S
j<mn,eY;=(vy,up)(vi,ur) ... v up_1)vi,up), 0 <7 <m.

Se m = n = 3, pinte as arestas de cada ciclo X; com cor 0, 0 < j < 3, e pinte
as arestas de cada ciclo Y; com cor 1, 0 < 7 < m. Por inspe¢do, é possivel verificar que
trata-se de uma colorag@o arco-iris. Resta considerar os casos em que pelo menos um
entre m e n € maior que 3.

Sem = 3en > 3, pinte cada ciclo V;, 0 < ¢ < m, da seguinte forma. Se

0 < j < [%]. pinte a aresta (v;,u;)(v;, uj41) com cor j. Se [2] < j < n — 1, pinte

(vi, uj) (s, ujg1) com cor j — [%]. Pinte (v;, u) (v, up—1) com cor | %] — 1. Pinte as
arestas de cada ciclo X;, 0 < j < | 2|, com cor |%]; e pinte as arestas de cada ciclo X,

L%J < 7 < mn,comcorj — (%W Observe que os vértices de quaisquer dois ciclos, Y, e
Y,, 0 < p,q < 2, induzem um subgrafo isomorfo aos C,, x P, e, portanto, 0s mesmos
argumentos usados na prova do primeiro caso do Teorema 2 garantem que esta € uma

coloracao arco-iris.
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Entdo, considere m,n > 3. Pinte cada ciclo X;, 0 < j < n, da seguinte forma.
Se 0 <4 < [2], pinte a aresta (v;, u;)(v;1,u;) com cor j. Se [2] < j < m — 1, pinte

(vi, ) (Vis1, u;) com cor j — [2]. Pinte (vg, u;)(vym—1,u;) com cor | 2| — 1. Pinte as
arestas (vi,uj)(vi, Uj+1) € Y, 0 <7 < m, da seguinte forma. Considere as somas nos

indices médulo m. Se 0 < i < [2| e j =0 (mod [%]), pinte a aresta (v;, u;)(vi, wj41)

comcor |2|. Se [2] <i<mej =0 (mod [2]), pinte a aresta (v;, u;)(vi, uj41)
comcori— [2]. Sej # 0 (mod [2])el < j < [%], pinte a aresta (v;, u;)(vi, uj41)
il

comcorj+ |2],0<i<m. Sej#0 (mod [%])e[2] < j < n, pinte a aresta

21 2

(vi, uj) (V3 ujg1) comeor j + | 2] — [2],0 < i < m.
Considere um par de vértices (v;, u;) e (v, 1), 0 < i,k <me0 < j,l <n.Seja

H o subgrafo induzido pelas arestas coloridas com as cores do conjunto {0, 1,. .., [%J }.
Se (v;,u;) e (vk, ) pertencem a mesma componente conexa em H, entdo existe um ca-
minho multicolorido entre esses vértices, como provado no Teorema 2. Entdo, suponha
que (v;,u;) e (vg, u;) pertencem a componentes conexas distintas em H, O; e O, res-
pectivamente. Existe em O; um caminho multicolorido P entre (v;, u;) e (vg, u;). Além
disso, se O; é um subgrafo isomorfo a C,,, x P,, entdo existe em O; um caminho mul-
ticolorido P’ entre (v;,u;) e (v, u;), ondeout = j—1lout = j+ 1. Como P e P’
sdo caminhos em O;, ambos estdo coloridos com cores do conjunto {0, 1, ..., | %]}. Por
construgdo, em C,, x C,,, ou existe um caminho multicolorido entre (vy,u;) e (vg, ;)
ou existe um caminho multicolorido entre (vy,u;) e (vy,u;), com cores do conjunto
{[2].[%2]+1,....|%] + [2] — 1}. Portanto, existe um caminho multicolorido en-
tre (v, u;) e (vg, w).

m

Para m,n > 3, foram usadas L 5 J + ’—g-‘ cores. Logo, se n é par, diam(C,, x C,,)
mT_l + 5 <re(Cp x Cy) < mT_l + 5. Portanto, r¢c(Cy, x Cy) = m-1 4 5. Quando n

2
impar, diam(C x Cy) = 254 252 < re(Cl x C) < Bt f =

D('D\ ||

Com os resultados dos teoremas 1, 2 e 3, fica determinado o nimero de conexio
arco-iris para os grafos resultantes de produtos cartesianos entre dois caminhos, entre
ciclos e caminhos e entre dois ciclos, com excecdo dos grafos C,, x C,, com m e n
impares, m,n > 3. Neste subconjunto, apresentamos um limite superior para 0 nimero
de conexao arco-iris que € no maximo uma unidade maior que o 6timo.
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Abstract. Let 1ct(G) be the minimum size of a set of vertices that contains at
least one vertex in every longest cycle of a graph G. We show that lct(G) = 1
if G is a 3-tree, and that 1ct(G) < 2 if G is a 2-connected partial 3-tree.

1. Introduction

It is known that, in every 2-connected graph, every pair of longest cycles intersect each
other in at least two vertices. A natural question asks whether all longest cycles have a
vertex in common in 2-connected graphs. (If the graph is not 2-connected, two longest cy-
cles can be disjoint.) This has in general a negative answer, as the Petersen’s graph shows.
However, there are some graph classes for which this question has a positive answer, such
as classes containing only Hamiltonian graphs [Thomas and Yu 1994, Tutte 1956], and
dually chordal graphs [Jobson et al. 2016]. In this paper we show that the class of 3-trees
also has a positive answer to this question. Observe that 3-trees are not dually chordal
graphs, as they are not clique-Helly graphs, so they are not included in the class addressed
by Jobson et al. [Jobson et al. 2016].

When one cannot find a vertex that is common to all longest cycles in a graph, it
is interesting to look for a set of vertices such that every longest cycle has at least one
vertex in that set. Such a set is called a longest cycle transversal, or just a transversal,
and we look for small transversals, possibly of minimum size. The minimum size of
a transversal is denoted by lct(G). When we cannot determine lct(G) exactly, it is
interesting to search for a good upper bound for it. For every 2-connected graph G

with n vertices, lct(G) < [n/3] [Thomassen 1978]. This bound was later improved
tolet(G) <[5 — %231 [Rautenbach and Sereni 2014]. Restating what was written at the
end of the previous paragraph, here we show that lct(G) = 1 when G is a 3-tree. We also

show that, when G is a 2-connected partial 3-tree, lct(G) < 2.

2. Preliminaries

Let C' be a cycle in a graph GG. Sometimes we will refer to C' as the set of vertices of C'.
We denote by |C| the length of C, that is, the number of edges in C. A triangle in G is
a cycle of length three. Let S be a set of vertices of G. Given a cycle C' with at least
one vertex not in S, we say that S fences C'if C' — S is contained in a single connected
component of G — S, otherwise we say that C' crosses S. For an integer ¢ and a set S of
vertices, we say that a cycle C' t-touches S if C intersects S at exactly ¢ vertices. Note
that if C' 1-touches S then C'is fenced by S.

Lemma 1. Let G be a 2-connected graph with a triangle A. Let € be the set of all longest
cycles in G that cross A. At least two vertices of A are in all cycles of 6.
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Let X and Y be two subsets of VV(G). We denote by Compy (X) the union of the
vertex set of the connected components of G — Y containing at least one vertex of X \ Y.
If C is a cycle, then we may write Compy (C) instead of Compy (V(C')). Also, if v
is a vertex, we may write Compy (v) instead of Compy ({v}). The next lemma is an
adaptation of Lemma 6 of de Rezende et al. [De Rezende et al. 2013].
Lemma 2. Let G be a 2-connected graph with a triangle A. If there are longest cycles C'
and C" such that Comp, (C") N Compu (C”) = 0, then one of the vertices of A is in all
longest cycles of G.

A 3-tree is defined recursively as follows. A graph that is a triangle is a 3-tree.
Any graph obtained from a 3-tree by adding a new vertex and making it adjacent to all the
vertices of an existing triangle is also a 3-tree. We say that a graph that is a triangle is a
trivial 3-tree, while all the other 3-trees are nontrivial. A graph is a partial 3-tree if it is a
subgraph of a 3-tree. Forbidden minors are known for partial 3-trees.
Lemma 3. [Arnborg et al. 1990] There is no K5-minor in a partial 3-tree.

3. 3-trees

Our goal is to show that all longest cycles intersect in 3-trees. Next we will generalize
Lemmas 7 and 8 of de Rezende et al. [De Rezende et al. 2013] for 3-trees.

Lemma 4. If K is a K, in a graph G, then either G contains a Ks-minor or
N{Comp, (vA) : Ais a triangle in K} = (),

where v 5 is the vertex of K not in A.

Let K be a K, in a connected graph (G. We say that K is 4-fencing if, for each
triangle A in K, there is a longest cycle C' in GG such that C' is fenced by A, intersects A
at most twice, and satisfies Comp (C') = Compa (v, ), where v, is the vertex of K not
in A.

Lemma 5. [f, for every triangle A in a nontrivial 3-tree G, there is a longest cycle fenced
by A and intersecting A at most twice, then G contains a 4-fencing K.

The next lemma is basically a corollary of Lemma 2.
Lemma 6. Let G be a 2-connected graph. If K is a 4-fencing K4 in G and C' is a longest
cycle such that Comp (C) N Compp (va) = 0, where A is a triangle in K and v is the
vertex in K not in A, then there is a vertex in K intersecting all longest cycles in G.

Corollary 7. Let G be a 3-tree. Either there exists a vertex intersecting all longest cycles
in G or every 4-fencing K, in G fences no longest cycle.

The corollary above implies that, in a 3-tree, either there is a vertex intersecting all
longest cycles or every 4-fencing K, intersects at least twice every longest cycle, because
each such cycle crosses such K. Next lemma strengthens this result.

Lemma 8. Let G be a 3-tree. Either there exists a vertex intersecting all longest cycles
in G, or no longest cycle in G 2-touches a 4-fencing K, in G.

So, in a 3-tree G, either there exists a vertex intersecting all longest cycles in G,
or every longest cycle intersects at least three times each 4-fencing K,. If G has a 4-
fencing K4 and no vertex intersects all longest cycles in G, then, for every triangle A in
this K4, there must be a longest cycle 3-touching the K at the vertices of A.

Theorem 9. In every 3-tree G, there exists a vertex intersecting all longest cycles in G,
that is, 1ct(G) = 1.
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4. Partial 3-trees

Before proving our main result, we give some basic definitions and notation.

A tree-decomposition [Diestel 2010, p. 337] of a graph G is a pair (7, ) consist-
ing of a tree 7" and a collection V = {V; : t € V(T')} of bags V; C V(G), that satisfies
the following three conditions:

(TD) UteV(T) Ve =V(G);

(T2) for every uv € E(G), there exists a bag V; such that u, v € V;;

(T3) if a vertex v is in two different bags V;, and V;,, then v is also in every bag V; such
that ¢ is on the (unique) path from ¢; to 5 in 7.

The width of (7', V) is the number max{|V;| — 1 : t € V(T)}, and the tree-width tw(G)
of G is the minimum width of any tree-decomposition of G.

It is known that partial 3-trees are exactly the graphs with tree-width
three [Brandstidt et al. 1999]. Sometimes we are interested in particular tree-
decompositions. The following proposition is a lemma of Bodlaender.

Proposition 10. [Bodlaender 1998] If k is the tree-width of a graph G, then G has a
tree-decomposition (T, V) of width k such that |V;| = k + 1 for every t € V(T), and
Vi V| = k for every tt' € E(T).

Given a node t of 7T, we say that the connected components of 7" — ¢ are the
branches of 7" at ¢ [Heinz 2013]. For anode t' € V(T — t), we denote by Branch,(t') the
branch of 7" at t where ¢’ lies. Similarly, for a vertex v € V(G), we denote by Branch,(v)
the branch Branch;(q) of T" at t where ¢ is a node of 7" such that v € V.

Lemma 11. Let G be a 2-connected partial 3-tree. Let (T,V) be a tree-decomposition
of G as described in Proposition 10, and let t be a node of T. If 1ct(G) > 2, then there
exists a longest cycle in G that touches V; at most once.

Theorem 12. For every 2-connected partial 3-tree G, 1ct(G) < 2.

Proof. Let (T,V) be a tree-decomposition of G as described in Proposition 10. Assume
by contradiction that lct(G) > 2. By Lemma 11, for every node ¢t € V(T'), there exists a
longest cycle that touches V; at most once. We create an auxiliary digraph D, that admits
anti parallel arcs, as follows. The nodes of D are exactly the nodes of 7". Given a node
t € V(T), we add the arc ¢t in D if there is a longest cycle C fenced by V; such that
Branchy(t') = Branch;(C'). Then, every node of D is the tail of some arc in D.

Let tt’ be the last arc of a maximal directed path in D. As T is a tree, t't
is also an arc, which implies that there exist two longest cycles C; and Cy such that
Branch;(C;) = Branch,(¢') and Branchy (Cy) = Branchy(¢), where C; touches V; at
most once, and Cy touches 1}, at most once. Note that the bags where the vertices of C;
lie are only in Branch,(#') U {t}, and that the bags where the vertices of Cy lie are only
in Branchy () U {t'}. As Branch;(#') and Branchy (¢) are disjoint, C; N Cy C V; U Vj.
Note that C; does not contain the only vertex in V; \ V;/, and that C;; does not contain
the only vertex in Vj, \ V;. But then C; and Cy intersect each other in just one vertex, a
contradiction to the fact that GG is 2-connected. [
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5. Final remarks

Similar proofs can lead to more general results. Namely, that lct(G) < w(G) — 3 for
every 2-connected chordal graph, where w(G) is the size of a maximum clique of GG, and
that lct(G) < k — 1 for every 2-connected graph of tree-width k. This would imply that
let(G) = 1 for 2-connected partial 2-trees and for 2-connected planar graphs that are also
chordal.

Similar but weaker results can be obtained when considering paths instead of cy-
cles. One difficulty that arises is that paths can have their ends in different connected
components. That is, given a longest path P with ends x and y, and a triangle A, we can
have that Comp, () # Compy (y). This generates more possibilities, and for this reason
the results are not as strong as for cycles.
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Abstract. We present a recursive construction of optimal linear codes of lenght
n > 3 and Hamming distance 3, as well as the coding and decoding processes
with efficient performance. In particular, when n has the form 2" — 1 we have
exactly the binary Hamming codes.

Resumo. Apresentamos uma constru¢do recursiva de codigos lineares otimos
de comprimento n > 3 e distancia Hamming 3, bem como os processos de
codificacdo e decodificacdo com desempenho eficiente. Em particular, para n
da forma 2" — 1 temos exatamente os codigos Hamming bindrios.

1. Introducao

Um cédigo com distancia Hamming d é capaz de corrigir L%J erros, [Hamming 1950].
A distancia Hamming d de um cddigo linear C' é o tamanho do menor conjunto linear-
mente dependente de colunas de sua matriz de paridade H, [Hartnett 2012]. Para um dado
comprimento n e uma distancia Hamming 3, o nimero maximo de palavras de um cédigo
é dado por B(n,3) = 2", onde r € o dnico inteiro que satisfaz 2" 1 — 1 <n < 2" — 1,
[MacWilliams and Sloane 1977], de onde podemos concluir que 7 = [log,(n + 1)]. Um
codigo com o miximo de palavras possiveis é denominado c6digo dtimo.

A seguir, caracterizaremos uma familia de codigos lineares bindrios 6timos, para
d = 3, denominada Gham(n), onde n indica o comprimento da palavra do c6digo.

2. Construcao do cédigo Gham(n)

Vamos construir um cédigo de n bits, com r,, = [log,(n+1)] bits de paridade e dimensao
k., = n—[logy(n+1)], de maneira recursiva, a partir do cédigo Gham(3) = {000, 111}.
Observe que, para este codigo base, temos n = 3,73 = 2, k3 = 1 e d = 3. Uma matriz
geradora do mesmo é a matriz G143 = [111].

Dado o cédigo Gham(n — 1) = {4 -+ '} de tamanho n — 1
com M = 2k palavras e distincia Hamming 3, criamos o cédigo Gham(n) =
{c}.c5, -+, } da seguinte forma:

1. Sen # 2™, param € N, entdo as palavras de Gham(n) sdo dadas por:
ol paral <i < M
[ @ bin(n,n —1)], para M +1 <i < 2M,

n
7

onde bin(n,n — 1) denota a representacdo bindria do inteiro n utilizando n — 1

bits e a||c; representa a concatenag@o do bit a com a palavra c;.
Neste caso, os parametros 7, € k,, sao dados por: r, =1, 1€k, = k,_1 + 1.
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2. Sen = 2™, param € N, entdo as palavras de Gham(n) sdo dadas por:

n _ n—1 n—1 n—1 n—1 .
o =cp o an HOH%H g, paral <i < M,

onde cZ_‘l representa o bit j da palavra ¢}

Observe que, neste caso, tomamos o codigo Gham(n — 1) e acrescentamos 0 na
posicdo k£ + 1. Observe também que a segunda metade das palavras ainda pode
ser escrita como 1||[c} ™! @ bin(n,n — 1)], para & <i < M.

Neste caso, os parametros 7, € k,, sdo dados por: r, =r,,_1 + lek, = k,_1.

Na Tabela 1 mostramos os cddigos para n de 3 a 6. Os cddigos paran de S e 6
correspondem a primeira forma de cria¢do recursiva, com 3 bits de paridade para todos.
O codigo para n = 4 corresponde a segunda forma.

Table 1. Gham(n) parande 3 a6
n=3 n=4 n=>5 n=6
000 111 [ 0000 1011 | 00000 10101 | 000000 100110
01011 11110 | 001011 101101
010101 110011
011110 111000

3. Propriedades dos codigos Gham(n)

Para uma dada uma palavra 7', denotaremos por u¥ o string formado pelos primeiros
k = k, bits de ¢} e, por p(u¥) o string formado pelos r = r,, bits finais.

Propriedade 1 O cddigo Gham(n) é ordenado e os strings u¥ correspondem a

representagdo bindria, usando k bits, de todos os inteiros do intervalo 0 a 2k 1.

Propriedade 2 Os cédigos Gham(n) sdo cddigos lineares, cujas matrizes geradoras
podem ser escritas na forma G = [I;;| Agxn—r), onde I, representa a matriz identidade de
ordem k = n — [logy(n + 1)] e as linhas de Ayx,_i. sdo formadas pelas representacdes
bindrias dos niimeros de 3 a n que ndo sdo poténcias de 2, em ordem decrescente, usando
r = [logy(n + 1)] bits.

Prova: Vamos fazer a prova por Inducao Matematica. Temos dois casos base, que sdon =
3en = 4. E facil ver que Gham(3) é gerado por G5 = [111], k = 3 — [log,(3+1)] = 1
e a unica linha de A é o nimero 3 representado em 3 — 1 = 2 bits. Ja para Gham(4)
temos a matriz G4 = [1011], com k = 4 — [log,(4 + 1)] = 1 e a tinica linha de A é o
numero 3 representado em 4 — 1 = 3 bits.

Para o restante da prova consideraremos dois casos conforme 7 seja poténcia de
2 ou ndo. Lembre que todos os vetores uf ! de F**! sdo da forma Ou¥ ou 1u%, para
u¥ € F*. Suponha que G, = [Ijx|Agxn—r] € uma matriz geradora do c6digo Gham(n).
Isto &, as palavras de Gham(n) sdo formadas fazendo-se c,, = u¥-G,,, para todo u; € F*.

1. Sen+1# 2™ param € N, entdo,
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Temos que a matriz GG, 1 é da forma:

1 | bin(n+1,n)
0
Gn+1 = : Gn

0

onde cada bit de bin(n + 1, n) é escrito em uma das n colunas de GG, ordenada-
mente.

(a) se uft! = 0||u¥, entdo temos que (0|[u¥) - G,41 = 0||c?, pois ao multipli-
carmos 0||u¥ pela primeira coluna de G,, 1, geramos o primeiro bit 0 no
resultado final; e como o primeiro bit de 0||u¥ € 0, multiplicar 0||u¥ pelas
n dltimas colunas de G, ; € 0 mesmo que fazer uf - G,, = 7.

(b) se vttt = 1|juf, entdo (1]|u¥) - Gry1 = 1]|[c} @ bin(n + 1,n)], pois ao
multiplicarmos 1||u¥ pela primeira coluna de G, 1, geramos o primeiro bit
1 no resultado final; e como o primeiro bit de 1||u¥ ¢ 1, multiplicar 1||u?
pelas n dltimas colunas de G, ; é 0o mesmo que fazer u¥-G,, = ¢ e somar
em cada posi¢ao, os bits da primeira linha, ou seja, fazer ¢! ®bin(n+1,n).

Assim, todas as palavras de Gham(n + 1) séo geradas.
. Sen+1=2", param € N, entdo,
Neste caso, a matriz geradora (G,,;1 possui uma coluna nula na posi¢do &k + 1.

0
Gor = | Tk | 1| Akxn—rk

Os vetores de informagdo pertencem a F*. Logo, temos que uf - G, =
m ()1 n __ n+l 4 . .~
¢y e 0cgh-e- e = ¢, neste caso € acrescentado um bit 0 na posigéo k + 1

em todas as palavras ¢}'. Isto é, todas as palavras de Gham(n + 1) sdo geradas.

Na Tabela 2 apresentamos a parte nao trivial das matrizes geradoras dos codigos

Gham(n) paran de 3 a9.

Table 2. A, dos codigos Gham(n)

n 3 4 5 6 7 8 9
11 011 101 110 111 OI11 1001
011 101 110 0110 O111

Akxn—k 011 101 o0O101 OI110
011 0011 0101
0011

Temos entdo que a matriz de paridade H do cddigo Gham(n) é formada pelas

representacdes bindrias dos nimeros de 1 a n escritos em coluna utilizando n — k bits. E
portanto, os c6digos de Hamming H am(r) sdo um caso particular dos cédigos Gham(n).
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4. Codificacao e Decodificacao

Seja uma palavra ¢, com 0 < i < 2¥—1, do c6digo Gham(n). Note que pelo processo de
construcdo dos codigos Gham(n) se uma palavra comega com bit 1, entdo ela foi gerada
fazendo-se um ou exclusivo com bin(n,n — 1). Assim, tomando uf = w; u;,_, -+ ug,
para calcular p(uF), fazemos a operagdo de ou exclusivo de bin(0,7) com A(j) para todo
j tal que u;; = 1 com 1 < j < k, onde A(j) representa o j-ésimo nimero que ndo é
poténcia de 2. O processo de decodificacio é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 3 Considere que um vetor y de tamanho n é recebido. Vamos denotar os k =
n—[log,(n+1)] bits inicias de y por u e os r finais por p'(u). O processo de decodificagcdo
consiste em calcular p(u) e fazer a operagdo p(u) @ p'(u). Temos que:

1. p(u) & p'(u) = 0 se, e somente se, ndo ocorreu erro em y;

2. p(u) ® p'(u) tem apenas um bit 1, digamos na posicdo | se, e somente se, ocorreu
um erro na posi¢ao l de p'(u);

3. p(u)®p (u) é o l-ésimo niimero em bindrio que ndo é poténciade 2, com1 <[ < k
se, e somente se, ocorreu um erro na posicdo | (da direita para a esquerda) de u;

4. Se p(u) @ p'(u) ndo satisfaz a nenhuma condi¢do anterior, entdo ocorreu mais de
um erro e y ndo é decodificado.

1. p(u) ®p'(u) = 0< p(u) = p'(u) < y = ul||p(u) € Gham(n). Note que, para
todo u € F*, o vetor u||p(u) de tamanho n é uma palavra do cédigo Gham(n).

2. Se p(u) ® p'(u) tem apenas um bit 1, na posi¢do [, entdo d(y, u||p(u)) = 1. O fato
de um cédigo C ter distdncia Hamming 3, garante que um vetor qualquer de F*
tem distancia 1 para, no maximo, uma palavra de C'. Neste caso, y é decodificado
como ul||p(u), isto &, ocorreu um erro na posi¢do [ de p’(u). A volta é imediata.
Nos casos restante, temos que w(p(u) @ p'(u)) > 1.

3. Vamos mostrar que o erro ocorreu na posi¢ao [ do vetor u. Para isto, considere o
vetor v’ obtido a partir de u trocando-se apenas o bit na posicéo [, para algum 1 <
| < k. Temos que p(u') = p(u) & A[l] ou podemos escrever p(u) @ p(u') = A[l].
Se p(u) @ p'(u) = All], entdo p(v') = p'(u). Portanto, d(y,u'||p(v’)) = 1. Eo
vetor y é decodificado como «'||p(u’), tendo ocorrido um erro na posi¢éo [ de w.
Reciprocamente, se ocorreu um erro na posicdo [ de u, entdo p(u) = p(u') @ A[l].
Como nio ocorreu erro na parte de paridade, temos que p(u') = p'(u). Logo,
plu) ® p'(u) = Al

4. Se p(u) @ p'(u) ndo satisfaz nenhuma das condi¢des anteriores, considerando as
demonstracoes dos 3 itens, podemos concluir que houve mais de 1 erro o que
impossibilita a corre¢do.

O
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Abstract. A labelling of a graph G is a mapping 7: S — L, where L C R
and S = E(G) or S = V(G)U E(G). If S = E(G), 7 is an L-edge-labelling
and, if S = V(G) U E(G), 7 is an L-total-labelling. For each v € V(G), the
colour of v under 7 is defined as c=(v) = 3, cp() T(uwv) if ™ is an L-edge-
labelling; and cx(v) = 7(v) +>_, e g T(w) if w is an L-total-labelling. The
pair (7, ¢, ) is a neighbour-distinguishing-L-edge (total)-labelling if m: S — L
is an edge (total)-labelling and c,(u) # c.(v), for every edge uv € E(G).
The 1,2,3-Conjecture states that every simple graph with no isolated edge has
a neighbour-distinguishing-L-edge-labelling with L = {1,2,3}. In this work,
we verify the 1,2,3-Conjecture for powers of paths and powers of cycles and we

also show that powers of cycles have a neighbour-distinguishing-{a, b}-total-
labelling, a,b € R, a # b.

1. Introduction

Let G be a simple graph with vertex set VV(G) and edge set £(G). We denote an edge
e € E(G) by uv where u and v are its endpoints. An element of G is a vertex or an edge
of G. As usual, the degree of a vertex v € V(G) is denoted by d¢(v). We say that G is
k-regular if all of its vertices have degree k.

For S = E(G)or S = V(G) U E(G) and a set L C R, a labelling of G is a
mapping 7: S — L. If § = E(G), 7 is an L-edge-labelling and, if S = V(G) U E(G),
7 is an L-total-labelling. Given a labelling 7w of G, we define ¢,: V(G) — C, C a
set of colours, such that, for each v € V(G), cx(v) = >, cp(q m(uv), if 7 is an L-
edge-labelling, and c;(v) = 7(v) + >_,,c (@) T(wv), if 7 is an L-total-labelling. The
mapping ¢, is a proper-vertex-colouring of G if c.(u) # c,(v), for every edge uv €
E(G). We say that the pair (7, ¢,) is a neighbour-distinguishing-L-edge-labelling when
7 is an L-edge-labelling and c, is a proper-vertex-colouring. Similarly, taking 7 an £-
total-labelling in the previous definition, we say that (7, ¢, ) is a neighbour-distinguishing-
L-total-labelling. In this work, [k] denotes the set of consecutive integers {1,...,k}.

In 2004, Karonski et al. [4] proposed the problem of determining the least positive
integer k needed to obtain a neighbour-distinguishing-[k]-edge-labelling of an arbitrary
simple graph GG without isolated edges. This problem has attracted attention and the least
value of k£ known is due to Kalkowski et al. [3], who proved that every graph with no
isolated edge has a neighbour-distinguishing-[5]-edge-labelling. In their work, Kardnski
et al. observed that all the families of graphs they studied have a neighbour-distinguishing-
[3]-edge-labelling. Based on this, they posed the following conjecture.

Conjecture 1 (Karénski et al. [4]). If G is a simple graph with no isolated edge, then G
has a neighbour-distinguishing-[3]-edge-labelling.
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Conjecture 1 is known as the 7,2,3-Conjecture. Kardnski et al. also observed that
almost all graphs they investigated had a neighbour-distinguishing-[2]-edge-labelling.
Later, Dudek and Wajc [1] proved that deciding whether a graph has a neighbour-
distinguishing-[2]-edge-labelling is N'P-complete. Since then, neighbour-distinguishing-
[2]-edge-labellings have been investigated for families of graphs. Recently, Thomassen et
al. [9] completely characterized the bipartite graphs that have a neighbour-distinguishing-
[2]-edge-labelling and, using results from nowhere-zero-3-flows [8], proved that every
nonbipartite (6p — 7)-edge-connected graph of chromatic number at most p (where p is
any odd natural number > 3) has a neighbour-distinguishing-[2]-edge-labelling.

Motivated by the neighbour-distinguishing-edge-labelling problem, Przybyto and
Wozniak [7] introduced the related problem of neighbour-distinguishing-total-labellings
and studied it for some classes of graphs. They also posed the /,2-Conjecture that states
that every simple graph has a neighbour-distinguishing-[2]-total-labelling. Hulgan et
al. [2] generalised this problem considering £ = {a, b}, a,b € R, a # b, approaching it
for families of graphs.

In this work, we verify the 1,2,3-Conjecture for powers of cycles and powers of
paths. Moreover, we show that every power of cycles has a neighbour-distinguishing-
{a, b}-total-labelling, for a,b € R, a # b.

2. Preliminaries

Given a simple graph G and two distinct vertices u,v € V(G), the distance between u
and v in G is the number of edges in a shortest path connecting « and v, and is denoted by
dc(u,v). The k-th power G* of a graph G is the simple graph that has vertex set V (G*) =
V (G), with distinct vertices u, v being adjacent in G if and only if dg(u, v) < k.

As usual, a path with n vertices is denoted by P, and a cycle with n vertices is
denoted by C,,. When G = P,, graph G* is called power of paths and is denoted by
P*. Similarly, when G = C,,, graph G* is called power of cycles and is denoted by C*.
Note that P* = K,, when k > n — 1, and C* & K, when k > |n/2|. Since the
1,2,3-Conjecture has been verified for paths, cycles and complete graphs [4], in this work
we consider only powers of paths P* with 1 < k < n — 1 and powers of cycles C*
with 1 < k < |[n/2]. The next results, related to neighbour-distinguishing labellings of
graphs, are used in the proofs of Section 3.

Proposition 2. Let (7, c,) be a neighbour-distinguishing-|k|-total-labelling of a graph
G. If m(v) = p, for every v € V(Q), then (n', 1) such that ' (uv) = mw(uv), for every
wv € E(G), is a neighbour-distinguishing-|k|-edge-labelling. O
Lemma 3 (Przybylo and Wozniak [7]). If G = K,, then G has a neighbour-
distinguishing-|2]-total-labelling (r,c.), called canonical labelling, such that, either
C={n,...,.2n—1} orC = {n+1,...,2n}. Moreover, if either n = 3 and C = {4,5,6}
orn > 4, then 7 has at least two vertices with label 2. OJ

Lemma 4. Let G = K, withn > 3. Let (',c) be a canonical labelling, with
C = {4,5,6} for n = 3. Then, (1, cy) can be modified so as to obtain a neighbour-
distinguishing-(3]-total-labelling (m,c,) such that: (i) for every v € V(G), w(v) = 1;
and (ii) if ¢ (v) = maxyev(e{cr(w)}, then c(v) € {cv(v),cw(v) + 1}; otherwise,
cr (V) = e (v).
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Proof. Let G and (7', ¢,v) as stated in the hypothesis. Let S = {v € V(G): «'(v) = 2}.
Let M be a maximum matching of G[S]. Adjust notation so that, if |[S| = 1 (mo d 2)
the unsaturated vertex u € S has ¢,/(u) = min,es{c(v)}. First, define m(v) =
v € S,and w(v) = 7'(v), otherwise. If e € M, w(e) = 7’(e) + 1, otherwise 7(e) = ( ).
Note that every vertex v € S has its label decreased by one and, if |S| = 0 (mod 2), v
has the label of exactly one of its incident edges increased by one. Therefore, c,(v) =
co(v). If |S] =1 (mod 2), let w € S such that ¢ (w) = maxyev (e {cr(v)}. Define
ﬂ(uw) = 7/(uw) + 1. This implies that ¢, (u) = ¢ (u) and ¢, (w) = ¢ (w) + 1. Since
cr(w) = maxyey(q){cw(v)}, we conclude that ¢, is a proper-vertex-colouring of G.

o o

Moreover, 7: V(G) U E(G) — {1,2,3} and the result follows. O
Theorem 5 (Luiz et al. [5, 6]). If G = Pff or G = C’ﬁ, then G has a neighbour-
distinguishing-[2]-total-labelling. O
3. Results

In this section, we state our main results.

Theorem 6. If G is a simple graph such that G = P* or G = C¥, then G has a neighbour-
distinguishing-(3|-edge-labelling.

Outline of the proof. Let G = P* or G = C*. We assume G is not a path, a cycle, or a
complete graph, since the result is known for these cases. If G =2 Pff, withn > 2k + 2,
or G = CF wewriten = a(k+1)+rsuchthat 0 <r < k,a > 2,and7,a € N. In
these cases, we take a partition P = {B°, ..., B®} of V(Q) into blocks B* such that each
block induces a complete graph. Note that P comprises a blocks with k£ + 1 vertices and
one block with 7 vertices. Now, if G = Pff with £ + 1 < n < 2k + 2, we take a partition
P ={B° B!, B*} of V(G) such that |B°| = |B?| = [(n — k)/2] and k < |B'| < k + 1.

We consider seven cases: (i) G = Prandn > 2k +2; (i) G = P*and k + 1 <
n<2k+2;3Gi)G2Ckk>3andr # 1;iv) G2 Ck k> 3andr = 1; (v) G = CF,
k::2andr:0;(Vi)G’£C’7’f,k:2andr:1;and(Vii)G§Cff,k:r:2.

In order to prove the result, by Proposition 2, it suffices to show that G has a
neighbour-distinguishing-[3]-total-labelling (7, ¢,) such that 7(v) = 1 for every v €
V(G). Such alabelling (7, ¢, ) is obtained by modifying the neighbour-distinguishing-[2]-
total-labelling (7', ¢,+) of G constructed in the proof of Theorem 5, using the technique
presented in the proof of Lemma 4: for each vertex v € V(G), with 7’(v) = 2, we assign
7(v) = 1 and increase the labels of some selected edges by one, maintaining the property
that any two adjacent vertices have distinct colours.

In this extended abstract, we exemplify this construction for case (1), for which
G = P¥and n > 2k + 2. Let (vg,...,v,_1) be a linear order of V(P,). Thus, for
0 < i < a— 2, block B comprises the k + 1 consecutive vertices, starting from Vi(k+1)
and following the linear order. Block B*~! comprises the set of 7 consecutive vertices
starting from v(q—1)(x+1)» and the remaining k + 1 vertices comprise block 5. Note that,
if r = 0, then B*~! = (). Considering this partition P of V(G), (7/, ¢, is defined as
follows: (i) every element in G[B"] receives label 2; (ii) every element in G[B“] receives
label 1; (iii) for 1 < i < a — 1, G[B'] receives a canonical labelling with colour set
C={B|+1,...,2|B two vertices v, v; € B® have ¢/ (vy) < ¢ (v))
if and only if £ < [; and (iv) the remaining edges receive label 1.
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By the definition of (7', ¢,+), block B* has no vertices with label 2. Moreover, by
Lemma 3, for 0 < 7 < a — 2, the complete subgraph G[B?] has at least two vertices with
label 2. Thus, we modify (7', ¢,/) so as to obtain (7, ¢, ) as follows. For0 < i < a—2, we
apply Lemma 4 to G| B] obtaining: (i) forevery v € V(B?), 7(v) = 1; and (ii) if c,v (v) =
max,ecpi{c(v)}, then ¢ (v) € {cw(v), e (v) + 1}; otherwise, ¢ (v) = ¢ (v). In order
to conclude (7, ¢, ), it remains to analise block B, If the number of vertices with label
21in B! is even, apply Lemma 4 to G[B®~!]. Otherwise, (i) choose any w € B*~! with
7/(w) = 2 and take z € B*? with maximum colour under c,; (ii) apply Lemma 4 to
G[B>~'\{w}]; (iii) and let 7(w) = 1 and 7w(wz) = 7'(wx) + 1. Note that the resulting
labelling is a neighbour-distinguishing-[3]-total-labelling (7, ¢, ) of G. In order to see this,
note that 7(e) € {1,2,3}, e € E(G), cx(v) = cw(v), v € V(G)\{vVigpr1)1#: 0 < @ <
a—2}, and ¢ (v) < ¢ (v) < e (v) + 2, otherwise. Note that the last mentioned vertices,
that eventually had their colours changed, are pairwise nonadjacent and have colours in 7/
that are greater than the colours of their neighbours. Therefore, any two adjacent vertices
have distinct colours under ¢, and the result follows. O]

Hulgan et al. [2] proved that, for a,a’,b,0/ € R, with a # b and o’ # ¥V, a
regular graph G has a neighbour-distinguishing-{«, b}-total-labelling if and only if it has
a neighbour-distinguishing-{a’, b’ }-total-labelling. By noting that every power of cycles
is a regular graph and has a neighbour-distinguishing-|2|-total-labelling, we obtain the
following corollary.

Corollary 7. Every power of cycles has a neighbour-distinguishing-{a,b}-total-
labelling, for a,b € R, a # b. [
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Abstract. The Lovdsz Local Lemma (LLL) is a powerful tool for proving the
existence of combinatorial objects which satisfy a given set of constraints. More
precisely, given a finite collection of “bad” events A, the LLL gives sufficient
conditions for the probability P [ﬂ Aed Z] to be positive. In a breakthrough by
Moser and Tardos [Moser and Tardos 2010], an efficient algorithm for finding
objects whose existence is guaranteed by the LLL was developed. This work
surveys a few applications of the LLL in combinatorics and seeks to apply the
Moser-Tardos algorithm in those problems.

Resumo. O Lema Local de Lovdsz (LLL) é uma ferramenta poderosa para pro-
var a existéncia de objetos combinatorios que satisfazem um dado conjunto de
restri¢des. Mais precisamente, dado uma colegdo finita A de eventos “ruins”, o
LLL dd condigoes suficientes para que a probabilidade P [ﬂ AeA Z] seja posi-
tiva. Em um celebrado artigo [Moser and Tardos 2010], Moser e Tardos desen-
volveram um algoritmo para encontrar eficientemente tais objetos cuja existén-
cia é garantida pelo LLL. Esse trabalho discute aplica¢des do LLL em proble-
mas de combinatoria e aplica o algoritmo de Moser e Tardos nesses problemas.

1. O Lema Local de Lovasz

Seja .4 uma colecdo finita de eventos no triviais num mesmo espaco de probabilidade. Se
0s eventos de .4 sdo mutuamente independentes, entdo [P [ﬂ AcA A] = [T4ea Pl4] > 0.
E natural imaginar que algo similar acontece quando os eventos sdo “limitadamente de-
pendentes”. A seguinte defini¢do ajuda a formalizar esse conceito.

Defini¢do 1. Um digrafo D = (A, E) é dito um digrafo de dependéncia para A se cada
evento A € A é mutuamente independente dos eventos em A \ (I'(A) U {A}), onde
I'A):={BeA: (A B) € E}.

O Lema Local de Lovasz nos permite evitar todos os eventos de A, contanto que
as probabilidades dos eventos ndo sejam muito grandes e o grafo de dependéncia nao
tenha muitas arestas.

Teorema 2 (Lema Local de Lovasz [Erd6s and Lovasz 1975]).  Seja A uma colecdo
finita de eventos e D = (A, E) um digrafo de dependéncia para A. Se existe uma fungdo
z: A —[0,1) tal que

P[A] < z(A) H (1 —x(B)) paratodo A € A, (1)
BeT'(A)
entdo P [ 4c 4 A] = TTaca(l — 2(A)) > 0. |

*Trabalho executado com apoio da FAPESP, Proc. 2015/26678-9.
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2. Algumas aplicacoes

Uma coloragao prépria de um grafo G é dita 5-frugal se cada cor aparece no maximo [ ve-
zes na vizinhanga de cada vértice. Defina F'(G) como o menor niimero para o qual existe
uma coloragdo [-frugal de G com F(G) cores. Alon (veja [Hind et al. 1997, p. 478])
provou que existe uma constante ¢ = cg tal que para todo A existe um grafo G com grau
mdximo A que satisfaz F/(G) > cA*1/8. O seguinte teorema mostra que esse resultado é
assintoticamente 6timo. (Este resultado é uma pequena amostra das ideias envolvidas na
prova de que o nimero cromatico total de um grafo é A+ polylog(A) [Hind et al. 1999]).

Teorema 3 (Hind, Molloy e Reed [Hind et al. 1997]). Se G tem grau mdximo A > 3,
entdo G tem uma coloragdo B-frugal usando no mdximo 16 A1/58 cores.

Demonstragcdo. Para § = 1, o resultado € equivalente a encontrar uma coloracao prdpria
de G?, isto é, o grafo obtido de G adicionando-se arestas entre vértices com distancia
igual a 2. Como esse grafo tem grau maximo menor ou igual a A%, ele tem uma coloragio
com A2 + 1 < 16A% = 16AY/5 cores.

Suponha entdo que 3 > 2. Defina C = 16A'*!/5. Para cada vértice de G atri-
buimos aleatoriamente uma cor entre {1, ..., C'} com probabilidade uniforme. Para cada
aresta uv de G definimos o evento A,,, de que os vértices u e v recebam a mesma cor. Cha-
mamos tais eventos de eventos do Tipo A. Além disso, para cada conjunto {uy, ..., ug41}
de 841 vértices todos na vizinhanga de um mesmo vértice, definimos o evento B, .. -
de que cada u; receba a mesma cor. Chamamos tais eventos de eventos do Tipo B. Cla-
ramente, se evitamos todos os eventos do Tipo A e do Tipo B, entdo a nossa coloragio
aleatdria é $-frugal.

Note que a probabilidade de cada evento do Tipo A é 1/C, e a probabilidade de
cada evento do Tipo B é 1/C”~!. Além disso, cada um dos eventos (Tipo A ou Tipo B)
ndo € independente de no méaximo (/5 + 1)A eventos do Tipo A e (5 + 1)A(?) eventos
do Tipo B. Feitas estas observagdes, ndo € dificil verificar que a atribuicdo z(A) = 2/C

para eventos A do Tipo A e 2(B) = 2/C”~! para eventos B do Tipo B satisfaz (1). W

2.1. Outras aplicacoes
Omitimos provas por questdes de espago.

Coloracao aciclica de arestas. Uma coloracdo propria das arestas de um grafo é
dita aciclica se o grafo induzido pela unidao de quaisquer duas classes de cores € uma flo-
resta. Molloy e Reed [Molloy and Reed 1999] provaram usando o LLL que todo grafo G
com grau maximo A tem uma coloragio aciclica com no maximo 16A cores.

Satisfatibilidade de formulas £-CNF. O problema da satisfatibilidade de formu-
las k-CNF consiste em, dada uma férmula booleana ¢ na forma normal conjuntiva, onde
cada cldusula tem exatamente k literais distintos, decidir se existe uma interpretacdo sa-
tisfativel de ¢. Dizemos que uma cldusula intersecta outra cldusula se elas compartilham
alguma varidvel. Erd6s e Lovasz [Erd6s and Lovédsz 1975] provaram, usando o LLL, que
toda férmula k-CNF em que cada cldusula intersecta no maximo 2¢~2 outras cldusulas é
satisfativel. Note que isso ndo impde restri¢cdes no nimero total de cldusulas.

Roteamento de pacotes. Considere um grafo G' e um conjunto de pacotes 7, a
cada um dos quais é associado um par de vértices (s;,t;) e um caminho P, que conecta
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s; a t;. Cada pacote ¢ precisa percorrer o caminho P; para chegar ao seu destino final.
Assumimos um modelo sincrono, em que cada aresta pode carregar apenas um pacote
por instante de tempo. Nosso objetivo € encontrar um escalonamento que minimize o
tempo de todos os pacotes chegarem ao seu destino final. Como os caminhos ja estdo
especificados, nossa tnica decisdo no escalonamento diz respeito ao sistema de filas, isto
¢: quando varios pacotes querem passar por uma mesma aresta, precisamos escolher quem
passa primeiro.

Dois parametros sdo importantes no problema: a congestao c¢, definida como o
nimero maximo de caminhos que passam por uma aresta qualquer, e a dila¢do d, definida
como o comprimento maximo de um caminho qualquer. Nao € dificil se convencer de que
o tempo de um escalonamento 6timo é 2(c + d). Leighton et al. [Leighton et al. 1999]
demonstraram com o LLL a existéncia de um escalonamento O(c + d), usando filas de
tamanho constante em cada aresta.

3. O algoritmo de Moser e Tardos

Para conseguir uma versao algoritmica do LLL, Moser e Tardos consideraram um cendrio
levemente modificado do Lema Local de Lovész, mas que ainda € valido na maior parte
das aplicacdes conhecidas.

Seja P um conjunto finito de varidveis aleatérias mutuamente independentes num
mesmo espago de probabilidade. Suporemos que todo evento de A é determinado por um
subconjunto dessas varidveis. Diremos que uma atribuicdo de valores para as varidveis
de P viola o evento A € A se essa atribui¢do faz com que A aconteca. Para cada evento
A € A, denote por vbl(A) um conjunto minimal fixo das varidveis de P que determina A.
Defina também I'(A) := {B € A : vbl(B) Nvbl(A) # 0}.

Seja D o digrafo com conjunto de vértices A e tal que a vizinhanca de um evento
AéT(A). Temos que A é mutuamente independente de todos os eventos em A\ (T'(4) U
{A}) e D é um digrafo de dependéncia para .A. O algoritmo de Moser e Tardos é como
segue.

Algoritmo 1: Algoritmo de Moser e Tardos

1 paratodo P € P faca

2 vp < uma valoragdo aleatéria de P (de acordo com sua distribui¢do);
3 enquanto JA € A: A é violado quando (P = vp : VP € P) faca
4 escolha um evento violado A € A de acordo com alguma regra qualquer
fixada;
5 para todo P € vbl(A) faca
6 vp <— uma nova valoracao aleatéria de P (de acordo com sua
distribui¢do);

7 devolva (vp)pep

Cada vez que um evento A é escolhido na linha 4 dizemos que ele foi reamostrado.
Note que a eficiéncia do método depende de que (i) o nimero de reamostragens nao é
muito grande; (ii) valores aleatdrios para cada varidvel P € P podem ser eficientemente
amostrados; (iii) verificar (e encontrar) a ocorréncia de um evento também pode ser feito
eficientemente. O resultado de Moser e Tardos trata do primeiro problema.
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Teorema 4 (Moser e Tardos [Moser and Tardos 2010]). Seja P um conjunto finito de va-
ridveis aleatorias mutuamente independentes num mesmo espaco de probabilidade e A
uma colegdo finita de eventos determinados por essas varidveis. Se A satisfaz as con-
dicoes do LLL, entdo existe uma atribuicdo de valores as varidveis de P que ndo viola
nenhum dos eventos de A. Além disso, o niimero esperado de reamostragens do evento
A € A que o algoritmo aleatdrio acima faz é no mdximo x(A)(1 — x(A))~1. Portanto, o
niimero total esperado de amostragens é Y, ,_ , x(A)(1 — z(A))~". [

4. O algoritmo na pratica

Uma andlise mais cuidadosa do algoritmo de Moser e Tardos é feita em
[Haeupler et al. 2011]. Um dos parametros fundamentais da andlise é

§:= %ﬂl’(A) H (1 —xz(B)).
Bel(A)
Note que, nas hipdteses do LLL, vale que 6 > mingec4 P(A). O primeiro resultado de
[Haeupler et al. 2011] € o seguinte.

Teorema S (Hauepler, Saha e Srinivasan). Suponha que estamos nas mesmas condi-
coes do Teorema 4. Entdo o niimero total esperado E de amostragens realizadas pelo
algoritmo satisfaz E < n(log1/§) maxac4(1 — x(A))~L. |
Aplicacao em coloracoes frugais

Proposicao 6. Seja G um grafo nas condicoes do Teorema 3. Existe um algoritmo alea-
tério com tempo esperado O(Sn>Alog A) que encontra uma coloragéo B-frugal de G.

Demonstracdo. Note que € possivel descobrir se uma coloragdo nao é frugal em tempo
O(nA). Além disso, na prova do Teorema 3 os eventos satisfazem 0 > mingc 4 P(A) =
1/CP~1. Portanto, log1/§ < log(CP~1) < BlogA. Temos ainda que maxac(1 —
z(A))™! = 1/(1 —2/C) < 3. Segue que o tempo esperado do algoritmo de Moser e
Tardos nesse problema é £ = O(8n*Alog A). |
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Abstract. We introduce the Least-Dependency Constrained Spanning Tree
Problem, which consists of finding a spanning tree where each edge has at least
one edge of its dependency set, if non-empty, also in the tree. The dependencies
on the input graph G are described by a digraph D where the vertices are the
edges of G, and the in-neighbors of a vertex are its dependency set. We show
that the optimization problem is NP-hard even if G is a chordal cactus with max-
imum degree 3 or diameter at most 2, and D is a disjoint union of arborescences
of height 2. The same complexity is proved when G is planar bipartite, and each
component of D is an oriented cycle or an anti-arborescence of height 1. We
also report two polynomial cases.

1. Introduction

Finding a minimum spanning tree is known to be easy, but extra requirements for the
tree can turn the problem NP-hard. One of the NP-hard variations occurs when con-
flict constraints over pairs of edges are imposed [Darmann et al. 2011, Zhang et al. 2011,
Samer and Urrutia 2015]. These constraints are naturally described by an undirected sim-
ple graph, where each edge is a pair of conflicting edges of the input graph. Inspired by
this problem, we introduce the Least-Dependency Constrained Spanning Tree problem,
whose constraints are represented by a directed graph.

Let G = (V, E) be a connected graph and D = (E, A) be a digraph whose ver-
tices are the edges of G. e; € E is a dependency of es € F if (e1,e3) € A. The
Least-Dependency Constrained Spanning Tree Problem (L-DCST(G, D)) consists in de-
ciding whether there is a spanning tree 7" of GG such that each edge in 7' either has an
empty dependency set or at least one of its dependencies is also in 7". The corresponding
optimization version, where a weighting function w : E — RT is considered and one
wants to minimize the weight of tree, will be denoted L-DCMST(G, D, w).

Applications for this problem appear, for instance, in communication systems
when a link can only be used if the message arrives through certain other links, due to
protocol conversion restrictions on the nodes of the network [Viana 2016].

In this text, we use many concepts from graph theory. For those not familiar with
them, we refer to classical books in the area such as [Douglas 2001].

2. NP-completeness

We show that L-DCST(G, D) is NP-complete even if the structure of both G and D are
very simple. We use a reduction from 2 in 3 3-SAT.

An NP-complete variation of 3-SAT is 1 in 3 3-SAT which consists of decid-
ing whether a formula can be satisfied with every clause having exactly one true literal
[Gary and Johnson 1979]. We can define 2 in 3 3-SAT analogously. Note that 1 in 3
3-SAT can be reduced to 2 in 3 3-SAT by negating the literals of all clauses.
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Given an instance of 2 in 3 3-SAT, we build an instance of L-DCST(G, D) as
illustrated in Figure 1. We start G’ with a universal vertex v; for each variable x, v is con-
nected to vertices v} and v2 by edges e, and ez, respectively, and v} and v? are neighbors
by edge ax, for each clause C' = 11 V 1y VI3, v is connected to Vertices v} and vZ by edges
ef’ and ef., respectively, while v}, and v are linked by edge e{.. We build D as follows
there are arcs from a, to e, and ez, for each variable x; there is an arc from ¢; to el if
literal [ occurs in clause C. Note that G is a chordal cactus (actually, a union of triangles
whose pairwise intersection is v), and D is a union of arborescences.

(a) Graph G. (b) Dlgraph D

Figure 1. lllustration of the 2 in 3 3-SAT reduction.

One can check that the 2 in 3 3-SAT instance has a “yes” answer if, and only if, the
corresponding instance L-DCST(G, D) is feasible, which leads to the following theorem.

Theorem 1 L-DCST(G, D) is NP-complete, even if G is a chordal cactus whose diameter
is 2, and D is a union of arborescences whose height is 2.

Notice that G is planar and has arbitrary A(G). We can rearrange its triangles to
get A(G) = 3. We make the triangles (related to clauses and variables) disjoint and link
them as in Figure 2.

) )

Figure 2. lllustration of the 2 in 3 3-SAT reduction with A(G) =

We now present a reduction to L-DCMST(G, D) from 3-SAT. It gives other in-
sights on the hardness of the problem.

Given a formula, an instance of L-DCMST(G, D) is built as follows. G has ver-
tices u, v and v/, and edges a = {u,v} and o' = {u,v'}; for each clause C, there is a
vertex v and an edge ec = {u,ve}; for each variable x and each clause C containing x
or T, there is a vertex v$ and the edges e = {v,v{} and ¢ = {v',v¢ } In the dlgraph
D, a and @' are mutually dependent; for each clause C' = 1; V Iy V I3, ell, 612 and ez: are
the dependencies of ec; for each literal [, there is an oriented cycle with vertices ¢;, for
all C containing [. See Figure 3.

A truth valuation of the formula clearly translates into a feasible tree. Conversely,
let 7" be a feasible tree. Due to connectivity of 7" and the mutual dependencies between
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(a) Graph G. (b) Digraph D. C4,...,C;,...,Cp, contain [.

Figure 3. lllustration of the 3-SAT reduction.

a and a', these two edges as well as ec, for all clause C, must be chosen. Then, if
C = 1y VI3 V I3, the oriented star in D related to C' ensures that elc is in T, for some
l € {l1,13,13}, and so eic is not in 7" (since 1" is acyclic). Besides, the oriented cycle in D
related to [ guarantees that elC is in 7', for all C' containing /. This indicates a consistent
value for every variable that makes the formula satisfiable. Therefore, the following result
holds.

Theorem 2 L-DCMST(G, D) is NP-Complete, even if G is planar bipartite with diameter
3, and D is a union of oriented cycles and anti-arborescences of height 1.

3. Polynomial cases

We present two cases where L-DCMST(G, D, w) is solvable in polynomial time. In both
of them, we restrict the structure of D so that the problem can be decomposed in a poly-
nomial number of Minimum Spanning Tree subproblems.

Theorem 3 If D has O(log,(|V (G)|)) components, and each of them is either an oriented
cycle or an arborescence whose subjacent graph is a star, DCMST(G, D, w) can be solved
in polynomial time.

Proof. If D is a directed cycle, either GG is a tree or L-DCMST(G, D, w) is infeasible.
When D is an arborescence whose subjacent graph is a star, we delete its root r and
contract the related edge of (7, obtaining G’ (we do this again in case r is a leaf, obtaining
G") and solve the Minimum Spanning Tree Problem for the resulting graph G’ (G”).

When D is a union of oriented cycles and directed stars, we have a choice to
make for each of its (say, k) components: for each directed cycle, we decide to include
none or all of its edges in the solution; for each directed star, we decide to include or
not the root of D (and its unique descendant node, if the root is a leaf) and then allow
or forbid all the other vertices of the star (edges of GG) to take part of the solution. This
way, we have 2% subproblems to consider, each of them solvable in polynomial time. If
k = O(log,(]V(G)])), then all these subproblems can be solved in polynomial time. m

Notice the importance of restricting the number of components of D in the above
theorem. Theorem 2 shows that the problem may become hard otherwise.

Theorem 4 L-DCMST(G, D,w) can be solved in polynomial time, if D is an arbores-
cence whose subjacent graph is a caterpillar.
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Proof. Let D = (P U L, A) be an arborescence, where P induces the main path and L
comprises the leaves of the subjacent caterpillar. First, suppose that D is rooted at p; € P.
Then, p; has exactly one or two neighbors in P.

In the first case, consider P = {py, po, ..., pr}. Note that there is an arc from p;
topir1, 1 <i < k—1.Let L; C L be the set of leaves adjacent to p;, 1 <17 < k. Observe
that L-DCMST(G, D, w) can be decomposed into & subproblems. The ith subproblem
is the Minimum Spanning Tree Problem where the edges from {p;, ps, ..., p;} must be
chosen and the edges from L, U --- U L; can be chosen (it may be infeasible if the first
set induces a cycle in G). Since each of these subproblems can be solved in polynomial
time, and there are & of them, L-DCMST(G, D, w) can be solved in polynomial time with
its optimal solution being the one whose cost is minimum among the optimal solutions of
the feasible subproblems.

If p; has two neighbors in P, consider P = {py,pl,p3, ... . pi, 0%, 03, ..., 07},
k+1 = |P| — 1, such that p;,pi,pl, ..., p) and py, p?, p3, ..., p? are directed paths in
D. Also, consider L.; C L as the set of leaves incident to p;, and let L%, L? C L be the
analogously defined sets for p; and p?, respectively, 1 < ¢ < k, 1 < 5 < [. Note L-
DCMST(G, D, w) can be decomposed into kl subproblems. We index the subproblems
with tuples (i,7), 1 <i <k, 1 < j <. The subproblem (i, j) is the Minimum Spanning
Tree Problem for the subgraph of G containing py, p., p?, L. and L? edges, 1 < a < 1,
1 < b < j, which is infeasible if the p;, p} and p} edges induce a cycle. Similarly as
in the first case, L-DCMST(G, D, w) can be solved in polynomial time with its optimal
solution being the one whose cost is minimum among the optimal solutions of the feasible
subproblems.

To finish the proof, we consider D rooted at an L vertex. It is clear that the
corresponding edge must be part of any feasible solution for DCMST(G, D, w). Thus,
we contract it and fall back into the previous cases. m
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Abstract. A path (resp. cycle) decomposition of a graph G is a set of edge-
disjoint paths (resp. cycles) of G that covers the edge-set of G. Gallai (1966)
conjectured that every graph on n vertices admits a path decomposition of size
at most | (n + 1)/2|, and Hajos (1968) conjectured that every Eulerian graph
on n vertices admits a cycle decomposition of size at most |(n — 1)/2]. In this
paper, we verify Gallai’s Conjecture for series—parallel graphs, and for graphs
with maximum degree 4. Moreover, we show that the only graphs in these classes
that do not admit a path decomposition of size at most |n/2| are isomorphic to
K3, K5 or K5 — e. The technique developed here is further used to present a
new proof of a result of Granville and Moisiadis (1987) that states that Eulerian
graphs with maximum degree 4 satisfy Hajos’ Conjecture.

Resumo. Uma decomposicdo de um grafo G em caminhos (resp. circuitos) é
um conjunto de caminhos (resp. circuitos) arestas-disjuntos de G que cobre
o conjunto de arestas de G. Gallai (1966) conjecturou que todo grafo com n
vértices admite uma decomposi¢do em caminhos D tal que |D| < [(n+1)/2], e
Hajos (1968) conjecturou que todo grafo Euleriano com n vértices admite uma
decomposigdo em circuitos D tal que |D| < |(n — 1)/2]. Neste trabalho, nds
provamos a Conjectura de Gallai para grafos série-paralelos, e para grafos com
grau mdximo 4. Além disso, nos mostramos que os tinicos grafos nessas classes
que ndo admitem uma decomposi¢cdo D tal que |D| < |n/2| sdo isomorfos a
K3, K5 e K5 — e. A técnica desenvolvida aqui é também usada para apresentar
uma nova prova de um resultado de Grainwille e Moisiadis (1987) que diz que
grafos Eulerianos com grau mdximo 4 satisfazem a Conjectura de Hajos.
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1. Introduction

A decomposition D of a graph G is aset {Hy, ..., Hy} of edge-disjoint subgraphs of G
that cover the edge-set of G. We say that D is a path (resp. cycle) decomposition if H; is
a path (resp. cycle) for: = 1,..., k. We say that a path (resp. cycle) decomposition D of
a graph (resp. an Eulerian graph) G is minimum if for any path (resp. cycle) decomposi-
tion D’ of G we have |D| < |D’|. The size of a minimum path (resp. cycle) decomposition
is called the path (resp. cycle) number of G, and is denoted by pn(G) (resp. cn(G)). In
this paper, we focus in the following conjectures concerning minimum path and cycles
decompositions of graphs (see [Bondy 2014, Lovéasz 1968]).

Conjecture 1 (Gallai, 1966) If G is a connected graph with n vertices, then pn < [”THJ
Conjecture 2 (Hajos, 1968) If G is an Eulerian graph with n vertices, then cn < [”T_lj

Although these conjectures are very similar, the results obtained towards their verification
are distinct. In 1968, Lovasz proved that a graph with n vertices can be decomposed into
at most |n /2] paths and cycles. A consequence of this result is that if G is a graph with
at most one vertex of even degree, then pn(G) = |n/2]. Pyber (1996) and Fan (2005)
extended this result, but the conjecture is still open. In [Botler and Jiménez 2017], one
of the authors verified Conjecture 1 for a family of even regular graphs, and Jiménez and
Wakabayashi (2014) verified it for a family of triangle-free graphs.

In another direction, Geng, Fang and Li (2015) verified Conjecture 1 for maximal
outerplanar graphs and 2-connected outerplanar graphs, and Favaron and Kouider (1988)
verified it for Eulerian graphs with maximum degree 4. While we were writing this paper,
we learned that Bonamy and Perrett [Bonamy and Perrett 2016] verified Conjecture 1 for
graphs with maximum degree 5.

Conjecture 2, on the other hand, was only verified for graphs with maximum de-
gree 4 [Granville and Moisiadis 1987] and for planar graphs [Seyffarth 1992].

In this paper, we present a technique that showed to be useful to deal with both
Gallai’s and Hajés’ Conjectures. Our technique consists of finding, given a graph G, a
special subgraph H, which we call a reducing subgraph of G, that have small path or
cycle number compared to the number of vertices of GG that are isolated in G — E(H).
In this paper we focus on series—parallel graphs and graphs with maximum degree 4. We
verify Gallai’s and Haj6s’ Conjectures for these classes in Section 2 and 3, respectively.
Due to space limitations, we present only the sketch of some proofs.

2. Reducing subgraphs and Gallai’s Conjecture

Let G be a graph and let H be a subgraph of G. Given a positive integer r, we say
that H is an r-reducing subgraph of G if G — E(H) has at least 2r isolated vertices and
pn(H) < r. The following lemma arises naturally.

Lemma 1 Let G be a graph and H C G be an r-reducing subgraph of G. If pn(G —
E(H)) < |n/2) — r, then pn(G) < |n/2).

In order to verify Conjecture 1 for graphs with maximum degree 4, we first ex-
tend the results in [Geng et al. 2015] by proving that Gallai’s Conjecture holds for series—
parallel graphs, which are precisely the graphs with no subdivision of /. The proof of
the next theorem relies on the fact that series—parallel graphs with at least four vertices
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contain at least two non-adjacent vertices of degree at most 2. This fact is easy to verify,
since series-parallel graphs are also the graphs with treewidth at most 2.

Theorem 2 Let G be a connected graph on n vertices. If G has no subdivision of K,
then pn(G) < [n/2] or G is isomorphic to Ks.

Sketch of the proof. For a contradiction, let G be a minimum counter-example for the
statement. It is not hard to verify that GG has at least five vertices. Thus, let u, v be two
non-adjacent vertices of degree at most 2. We can show that v and v have at most one
neighbor in common, which implies that there is a path P containing both v and v as
internal vertices. Let H be the graph consisting of P together with the components of
G — E(P) that isomorphic to K3. We can show that H is an r-reducing subgraph and that
pn(G — E(H)) < |n/2] — r. Therefore, Lemma 1 concludes the proof.

The same technique verifies Conjecture 1 for planar graphs with girth at least 6.
Theorem 3 If G is a planar graph on n vertices and girth at least 6, then pn(G) < |n/2].
The next theorem verifies Conjecture 1 for graphs with maximum degree 4.

Theorem 4 If G is a connected graph on n vertices and has maximum degree 4, then
pn(G) < [n/2] or G is isomorphic to K3, K5 orto K .

Sketch of the proof. For a contradiction, let G be minimum counter-example for the
statement. By Theorem 2, we may suppose that G contains a subdivision H of K. Let
vy, Vg, U3, U4 be the vertices of H with degree 3, and let S be the set of edges incidents
to v; in G — E(H), for i = 1,2,3,4. The rest of the proof depends on the structure of
the subgraph of G induced by S. We analyze one of the possible cases. Suppose that
there are distinct vertices x, y in V(G) such that S C {xvy, xvs, yvs, yvs}. It is not hard
to check that H 4+ S can be decomposed into two paths, and vy, vo, v3, v4 are isolated
vertices in G — E(H) — S. Now, let H’ be the graph consisting of H + S together with
the components of G — E(H) — S that are isomorphic to K3, K5, or K5 — e. Again, we
can show that H' is an r-reducing subgraph and that pn(G — E(H) — S) < |n/2] —r.
Lemma 1 concludes the proof.

3. Reducing subgraphs and Hajos’ Conjecture

When dealing with Conjecture 2, the same strategy holds: we first verify Conjecture 2 for
graphs with no subdivision of K, and then we show how to extend subdivisions of K
in order to obtain a (cycle) reducing subgraph. Given a positive integer r, we say that
an Eulerian subgraph H of an Eulerian graph G is an r-cycle reducing subgraph of G if
G — E(H) has at least 2r isolated vertices and cn(H) < r. Analogously to Section 2 we
obtain the following Lemma.

Lemma 5 Let G be an Eulerian graph and H C G be an r-cycle reducing subgraph of
G. Ifcn(G—E(H)) <|[(n—1)/2] —r, then cn(G) < [(n —1)/2].

The next theorems are the main results of this section.

Theorem 6 If G is an Eulerian graph with n non-isolated vertices and with no subdivi-
sion of K4, then cn(G) < |(n —1)/2].

Sketch of the proof. For a contradiction, let G be minimum counter-example for the
statement. Let u, v be vertices of degree at most 2 in GG. It is not hard to prove that G

109



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagado

is 2-connected, hence there is a cycle C' in GG containing v and v. The cycle C'is a 1-
cycle reducing subgraph of G, and by the minimality of GG, we have cn(G — E(C)) <
|(n — 1)/2] — 1. Therefore, Lemma 5 concludes the proof.

Theorem 7 If G is an Eulerian graph with n vertices and maximum degree 4, then

en(@) < [(n—1)/2].

Sketch of the proof. For a contradiction, let G be minimum counter-example for the
statement. By Theorem 6, we may suppose that G contains a subdivision H of K. Thus,
G— E(H) contains four vertices, say vy, v, vs, v4, with degree 1. We can suppose, without
loss of generality, that G — E(H) contains paths P, () joining v; to vy and vz to vy,
respectively. We can prove that the subgraph H' = H + P + (@ is an r-cycle reducing
subgraph of G and that cn(G — E(H')) < |n/2] — r. Lemma 5 concludes the proof.

4. Concluding remarks

Reducing subgraphs have allowed us to obtain both new results and new proofs for known
results. Also, this work provides literature with a technique that can be applied at the
same time to both Gallai’s and Hajés’ Conjectures. In a forthcoming work we apply this
technique to verify Conjectures 1 and 2 for partial 3-trees.
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Abstract. Cellular automata are fully discrete dynamical systems with locally-
defined dynamics. Such systems, in spite of its simplicity, are capable of showing
complex global behaviour. One fundamental question in the study of cellular au-
tomata is what kind of limit-behaviour they might have. In the present work we
present a method to infer attractors of elementary cellular automata by analy-
sing the growth of the regular expressions describing the time evolution of a
particular elementary cellular automaton.

Resumo. Automatos celulares sdo sistemas dindmicos totalmente discretos,
apresentando uma dindmica definida localmente. Apesar da simplicidade, tais
sistemas sdo capazes de apresentar comportamento emergente global complexo.
Uma questdo fundamental no estudo dos automatos celulares é sobre seu com-
portamento global para uma evolucdo temporal infinita do sistema. Aqui apre-
sentamos uma técnica para inferir atratores de autématos celulares elementa-
res, tomando como base a andlise das expressoes regulares que descrevem as
evolucoes temporais finitas de um autémato celular elementar em particular.

1. Introducao

Automatos celulares (ACs) sdo sistemas dindmicos totalmente discretos cujo comporta-
mento global deriva de uma fun¢do definida localmente. ACs foram estudados tanto do
ponto de vista matematico-computacional [Wolfram 2002, Kari 2005, Cook 2004], como
modelos de sistemas complexos existentes no mundo real [Wolfram 2002], apesar das
limitacdes dos ACs para essa udltima tarefa , conforme relatado em [Santé et al. 2010],
por exemplo.

Em [Wolfram 1994], a complexidade dos ACs foi estudada através da observacao
de automatos finitos capazes de reconhecer a linguagem definida pela iteracdo de uma
regra sobre o conjunto de possiveis configuragdes iniciais. Uma das perguntas feitas no
referido trabalho diz respeito a quais sdo os possiveis comportamentos que podem surgir
numa evolugdo temporal infinita de uma dada regra.

Em um trabalho anterior [De Oliveira et al. 2016] foi apresentado um método para
deteccao de padrdes de crescimento nos autdmatos finitos que descrevem as configuracoes
que podem ser obtidas iterando-se uma dada regra sobre o conjunto de configuragdes ini-
ciais. Tal método possibilita a inferéncia de autdmatos finitos que descrevem o compor-
tamento da regra em questdo para um numero finito de iteragdes, mas ndo a inferéncia de
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seu comportamento-limite. Aqui apresentamos uma técnica para a inferéncia de atratores
de regras de ACEs a partir da andlise das propriedades da regra e das expressoes regulares
que descrevem seu comportamento para evolucdes temporais finitas. O presente traba-
lho consiste na descricdo de uma técnica utilizada em parte de um artigo submetido a
periddico internacional [Ruivo e de Oliveira 2017].

1.1. Definicoes basicas

e Um autémato celular (AC) é uma quadrupla A = (S, N, f,d) [Kari 2005],
na qual: S = {0,1,---,k — 1},k € Z,, é o conjunto de estados; N =
(T, Uy, -+~ ,Ty), T; € Z4, é o vetor de vizinhanga; f : S — S é sua fungdo
de transicdo local ou regra local e d € 7., € sua dimensdo.

e Uma configuragdo é uma funcdo c : Z? — S. O conjunto das funcdes de Z? em
S € denotado por 5% ¢ é denominado o espago das configuracaoes.

e Dado um AC A = (S, N, f,d), a regra local f do AC induz uma fungdo de
transigcdo global F' - SZ% 5 5% no espaco das configuracdes da seguinte ma-
neira: (F(c))(¥) = f(T+ V1, 0+ Uy, -+ , T+ T,), Vv € Z

e Um autémato celular elementar (ACE) é um AC no qual S = {0,1}, N =
(—1,0,1) e d = 1. A cada ACE de regra local f é possivel associar um nimero,
denominado niimero de Wolfram [Wolfram 2002].

e Sendo F' a fungéo global induzida por f, denota-se denotando por F*(c) a iteragéo
de F t vezes sobre c¢. Sendo Q° o conjunto de todas as configura¢des bindrias,
o conjunto F'(Q2°) é denotado por Q. Por sua vez, €%,y indica o conjunto
de configuragdes obtidas iterando-se F' ¢ vezes sobre o conjunto de todas as
configuracdes iniciais que nao contém w como subcadeia.

e Dado um ACE A de regra local f e U C {0,1}%, o conjunto w-limite de U é
o conjunto w(U) dado por [Di Lena e Margara 2010] ), .. ,(U,,=, F"(U)). Um
atrator de A é um conjunto Y C S% ndo-vazio tal que F(Y) =Y eY = w(U)
para algum U com F(U) C U. O conjunto-limite )y como a unido de todos os
atratores de A. A linguagem que o descreve é denominada linguagem-limite de f.

Foi mostrado em [Wolfram 1994] que os conjuntos Q} obtidos a partir de ACEs
podem ser descritos por linguagens regulares fatoriais (denominadas linguagens de pro-
cesso). A representacdo grafica do reconhecedor de uma linguagem de processo corres-
ponde a um grafo de processo (GP). Para saber se uma cadeia € reconhecida por um GP,
basta verificar se existe algum caminho no grafo que corresponda a essa cadeia.

2. Grafos de processo

Dada a regra local f de um ACE, foi descrito em [Wolfram 1994, Wolfram 2002] um
método iterativo para obter o GP Gﬁc que descreve o conjunto Q} Observou-se em
[De Oliveira et al. 2016] que as regras 32, 128, 136, 160, 168 e 184 do espaco dos ACEs
produziam GPs com padrdes de crescimento. No mesmo artigo, foi sugerido um método
para reconhecer automaticamente tais padroes, o que possibilitou a inferéncia direta de
GPs para um nimero maior de iteragdes . Apesar de ser possivel inferir, a partir da
observacao do crescimento dos grafos, GPs para evolugdes temporais finitas, tal método
ndo pode ser aplicado para obter o conjunto-limite da regra f. A alternativa é analisar a

evolucdo das expressoes regulares que descrevem as linguagens induzidas pelos GPs de
Q.
f
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Dessa forma, a expressao que descreve a linguagem-limite deve ser regular. Para
isso, deve satisfazer duas condi¢des: (i) Deve ser escrita como somas e/ou concatenagdes
de expressoes regulares; (i1) Deve ser finita.

Apesar de alguns ACs apresentarem GPs com crescimento simples, essa nio é
a regra geral. A seguir aplicamos as técnicas expostas nesta secdo para a regra 178 do
espaco dos ACEs para a qual foram detectados padrdes de crescimento em seus GPs.

3. Inferéncia de um atrator da regra 178

A fungdo local fi73 da regra 178 é dada por: fizs(x,y,2) = 1, se (z,y,2) €
{(1,1,1),(1,0,1),(1,0,0),(0,0,1)}; e fizs(x,y, z) = 0, caso contrario.

Apesar dos GPs da regra 178 apresentarem crescimento linear, ndo foi possivel
obter uma expressao regular geral que descreva seu comportamento em tempo finito, de-
vido a limitagdes computacionais. A fim de analisar os atratores dessa regra, excluiram-se
cadeias progressivamente maiores de Os e de 1s (separadamente) e ao fim ambos os re-
sultados foram agregados. Abaixo enunciamos (sem demonstracdo) resultados utilizados
para a analise do comportamento da regra 178.

Proposi¢ao 3.1. Seja ¢ € {0,1}Z uma configuracdo na qual a maior cadeia de Os
(respectivamente 1s) consecutivos apresenta tamanho [ > 3. Entdo Fjss(c) é uma
configuracdo na qual a maior cadeia de Os (respectivamente 1s) consecutivos apresenta
tamanho [ — 2.

Proposicao 3.2. Para todo inteiro n > 3, Ql78 0] - 9178 0% © Qr cot

178, [1n 178,[13]

Corolario 3.1. Para quaisquer inteiros n > 3 et > 1, Q=21 QA9 0% ©

178,07
Qn—2)+t-1 c o

178,[17] 178,[13]

Corolario 3.2. Para todo inteiro n > 3, {y7g,0n] = Q73 03] € Q178,117 = Qi7s 3]

Em outras palavras, a regra 178 faz com que, ap6és um ntimero suficiente de
iteracoes, configuracdes iniciais que contenham cadeias de Os (e de 1s) consecutivos de
tamanho maior que trés sejam transformadas em configuragdes que ndo apresentam as
subcadeias “000” nem “111”.

Vale notar que a andlise de €2y7593) € 273 13) cobre apenas parcialmente o
conjunto-limite da regra 178: apenas as configuragcdes obtidas a partir de configuracdes
iniciais que ndo pertencem a Q(1]78,[0°°] U 9?787[100]. Para cada tipo de exclusao, foi realizada
uma andlise do crescimento das expressdes regulares, com o intuito de obter expressoes
gerais para um ndmero arbitrario ¢ de iteracdes. Entdo, a partir dessas expressoes, foram
inferidas linguagens-limite descrevendo os atratores para ambos os tipos de exclusdo. Por
fim, as expressoes regulares inferidas foram somadas, obtendo a expressdao regular que
descreve o atrator da regra 178 obtido a partir do conjunto €275 [gee] U €217 1] A Figura
1 mostra o autdmato finito deterministico que descreve esse atrator.

4. Conclusoes

No presente trabalho apresentou-se uma técnica para inferir atratores do conjunto-limite
de autdmatos celulares elementares através da andlise do crescimento das expressoes re-
gulares que descrevem conjuntos de configuragdes obtidas a partir de um nimero finito
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Figura 1. Autémato finito deterministico descrevendo um atrator da regra 178.

de iteracdes da regra do ACE sobre um subconjunto de configuragcdes. Em particular,
aplicou-se essa técnica para obter um atrator para a regra 178, para a qual nao foi possivel
observar a existéncia ou ndo de padrdes de crescimento devido a limitacdes computacio-
nais. Para solucionar parcialmente tal situacao, restringiu-se o conjunto de configuragdes
iniciais, gerando conjuntos de expressoes regulares para as quais foi possivel obter uma
descricdo geral de seu padrdao de crescimento, o que permitiu a inferéncia do autdmato
finito que descreve o atrator gerado por esse subconjunto de configuragdes iniciais.

Uma anélise de como subconjuntos especificos de configuracdes iniciais podem
afetar a dindmica do crescimento dos grafos de processo e de sua complexidade € uma
possibilidade interessante para a continuidade deste trabalho.
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Abstract. [Erdis 1965] showed that every graph G = (V| E) with m edges
admits an edge cut of size at least °3. In this paper we define a new graph class:
Half Cut graphs. A graph is Half Cut if it admits an edge cut with exactly [
edges. We also give some simple examples such as paths, cycles and complete
graphs that must satisfy special conditions to be Half Cut graphs.

Resumo. [Erdis 1965] mostrou que todo grafo G = (V, E) com m arestas
admite um corte de arestas com cardinalidade pelo menos 5. Neste artigo
definimos a classe de grafos Half Cut como os grafos que admitem um corte de
arestas com cardinalidade igual a [%5]. Nos também damos exemplos de grafos
tais como caminhos, ciclos e grafos completos que devem satisfazer condigoes

especiais para que sejam do tipo Half Cut.

1. Definicoes e Exemplos

Dados um grafo G = (V, E)) com n vértices e m arestas, € um subconjunto nao vazio
proprio S C V, definimos o corte de arestas 0.S como o conjunto formado por todas as
arestas com exatamente um extremo em 5. Dizemos que um corte de arestas 0.5 tal que
|0S| = [%] é um half cut. Um grafo G = (V, E) é do tipo Half Cut se admite um half
cut.

Um exemplo trivial de grafo Half Cut € o grafo completo K3 no qual todo corte de
arestas tem cardinalidade 2 = [%} . Outro exemplo simples da classe dos grafos completos
é K, que tem 6 arestas e admite um half cut tomando-se S = {v} para qualquer v € V,
jaque d(v) = 3 paratodo v € V(Kjy).

(a)

Figura 1. (a) Half cut de K3 e (b) Half cut de K.

Na préxima se¢do mostramos que todo caminho P, = (vg, vq,- - ,v,_1) é do tipo
Half Cut e que um ciclo C,, com n > 3 € do tipo Half Cut se e somente se n = 0(mod 4)
oun = 3(mod 4).
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2. Caminhos, Ciclos e Arvores

Teorema 2.1. Todo caminho ¢ do tipo Half Cut.

Demonstragcdo. Seja P, = (vg,v1,- -+ ,v,_1) um caminho com n vértices e n — 1 arestas.
Temos dois casos a considerar: No primeiro caso, n = 2,3(mod 4), basta tomarmos
S = {vli = 0(mod 2);0 < i < |22]|} para obtermos um half cut. No segundo caso,
n = 0,1(mod 4), e podemos tomar S = {v;li = I(mod2);1 < i < |%52]} para
obtermos tal corte. As Figuras 2 e 3 ilustram esses dois casos.

Figura 3. (a) Half cut de P; e (b) Half cut de P;.

]
Teorema 2.2. Um ciclo C,, é do tipo Half Cut se e somente se n = 0(mod 4) ou n =
3(mod 4).
Demonstracdo. Seja C,, = (v1,vq, - ,Vp,,v1) um ciclo com n > 3. Inicialmente po-

demos observar que todo corte de arestas em um ciclo tem cardinalidade par, ja que
o ciclo é um caminho fechado. Portanto se [4] é fmpar, ndo existe nenhum corte
de arestas de (', com metade das arestas do ciclo, ou seja, para que o problema da
determinagio do Half Cut tenha solucdo, é necessdrio que [%] seja par. Temos dois
casos a considerar: n = 0(mod 4) e n = 3(mod 4). Se n = 0(mod 4), basta tomarmos
S = {v;]i = 2,3(mod 4)} para obtermos um half cut, ji que cada um desses vértices

corresponde a uma aresta de corte. Observando que as sequéncias (4i + 2) e (47 + 3) para
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0 <7 < % — 1 sdo duas progressoes aritméticas, ambas com 0 mesmo nimero de termos
7, obteremos um corte com 3 arestas.

Se n = 3(mod 4), vamos analisar a paridade de [%] obtendo dois subcasos a
considerar. Caso |7 | seja par, podemos tomar S = {v;|i = 2,3(mod 4)} e caso [7] seja
fmpar, tomamos S = {v;|i = 2,3(mod 4),1 < i < =} U {v;]i = 1,2(mod 4), = <
i<n-—1}. O

Teorema 2.3. Toda drvore é do tipo Half Cut.

Demonstracdo. Aplicamos inducdo forte sobre o nimero de arestas da arvore. Para uma
arvore com uma aresta temos um caminho P, e segue imediatamente do Teorema 2.1 o
resultado. Suponhamos que toda drvore com m arestas, sendo 1 < m < k é do tipo
Half Cut. Dada uma arvore 7' com k + 1 arestas, a remocdo de uma aresta qualquer
de T desconecta esse grafo dando origem a pelo menos duas componentes conexas que
sdo subdrvores de 7'. Sem perda de generalidade, suponhamos que a remog¢ao da aresta
e = {u,v} € E(T) da origem as arvores 7 e T5, com m; e my arestas, respectivamente,
sendou € V(T1) e v € V(T3). Se o nimero de arestas de 7', dado por m = m; +mg + 1
for par, entdo m; + mo € impar, ou seja, uma das subarvores tem um numero par de
arestas, enquanto a outra tem nimero impar. Digamos que m; seja par e mo seja impar.
Pela hipétese de inducdo existem cortes de arestas de 77 e de 75 com cardinalidades
e szH’ respectivamente. Logo basta tomarmos S C V talque u € Sev € Se
teremos um corte de arestas com %’"2“ arestas, ou seja, % arestas como desejado.
Se m € impar, entdo m; e my sdo ambos pares ou ambos impares. Caso sejam ambos
impares, pela hipétese de inducdo existem cortes de 7} e 75 com mlT“ e ””T“ arestas,
respectivamente. Novamente fazendo u € S e v € S e teremos um corte de arestas com
%’”2“ arestas, ou seja, mTH = [%] arestas. Caso sejam ambos pares, pela hipétese de
indugdo existem cortes de 77 e T com - e 2 arestas, respectivamente. Posicionando
apenas um dos vértices u ou v em S, obtemos um corte de arestas com w + 1 arestas,

isto &, Z1tm242 gregtas, o que conclui a demonstragdo. O

3. Grafos Completos do tipo Half Cut

Sabemos que em um grafo completo com n vértices, um corte de arestas 0.5 tem car-
dinalidade dada por |S| - (n — |S]). A partir desse fato podemos determinar condi¢des
necessarias e suficientes para que um grafo completo seja do tipo Half Cut.

L. ~1) . .
Em um grafo completo com n vértices, sabemos que m = %, isto é, um half

n(n—1)
4

cut devera ter | | arestas. Desse modo, precisamos resolver a equagéo p(n — p) =

[@1 na qual p = |S|, para determinarmos um half cut, caso exista. Analisando os
casos n = O(mod4), n = 1(mod4), n = 2(mod4) e n = 3(mod 4), chegamos a
conclusio que existe um half cut se, e somente se, existe um natural ¢ tal que n = ¢* ou

n = ¢* + 2. Obtemos assim o teorema a seguir.

Teorema 3.1. O grafo completo K,, é do tipo Half Cut se e somente se n = ¢> oun =
¢+ 2.
Demonstragdo. De fato, se n = 0(mod 4) ou n = 1(mod 4), entdo =1 & inteiro e

4
podemos resolver diretamente a equacdo p(n — p) = @, obtendo como solugdes

117



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao

p = %ﬁ ep = %ﬁ que s6 tém sentido se n for quadrado perfeito, ja que p € inteiro

positivo. Se n = 2(mod 4), entdo n = 4k + 2 para algum natural k£ e assim temos
[@1 = 4k% + 3k + 1. Resolvendo a equacdo associada obtemos as solugdes p =
(2k+1)+Vkep = (2k+1) — Vk que s6 tém sentido quando k é um quadrado perfeito.
Desse modo devemos ter n = 4¢* + 2, sendo k = ¢*. Se n = 3(mod 4), entdo n = 4k + 3
para algum natural £ e assim temos (%} = 4k? + 5k + 2. Resolvendo a equacio

associada obtemos as solugdes p = L;kﬁ ep = L;kﬁ que s6 tém sentido quando
4k + 1 = n — 2 é um quadrado perfeito. Desse modo, devemos ter n — 2 = q%, ou seja,
n = ¢* + 2. Portanto um grafo completo K, é do tipo Half Cut se e somente se n = ¢>
oun = q*+2. O

4. Grafos Graciosos

Uma rotulagdo graciosa de um grafo G = (V| E) é composta por uma rotulagio dos
vértices f : 'V — {0,1,--- ,m} e uma rotulacdo das arestas f, : £ — {1,2,--- ,m}
definida por f,({u,v}) = |f(u) — f(v)| ambas injetivas. Se G admite uma rotulagao
graciosa, entdo G € dito um grafo gracioso. [Golomb 1972] provou que todo grafo
gracioso € do tipo Half Cut. A seguir apresentamos a demonstragao desse fato devida a

ele.
Teorema 4.1. Todo grafo gracioso é do tipo Half Cut.

Demonstracdo. Seja G = (V, E) um grafo gracioso com uma rotulagdo f. Considere
S = {u € V|f(u) = 0(mod 2)}. Como existem [%] inteiros impares entre 1 e m,
e uma diferenca impar s6 € possivel efetuando-se uma subtracdo entre um inteiro par
e um impar, entdo o nimero de arestas conectando vértices com paridades distintas €
exatamente [ % |. O

[Rosa 1966] provou que todo caminho P, e os ciclos C,, com n = 0(mod 4)
oun = 3(mod 4) sdo grafos graciosos. Desse modo, os resultados obtidos na Se¢do 2
poderiam ter sido encontrados como consequéncia do Teorema 4.1. Grandes esfor¢os
tém sido feitos na tentativa de provar a conjectura de Ringel-Kotzig [Huang et al. 1982]
a qual afirma que todas as arvores sdo graciosas. Nesse artigo fornecemos processos
algoritmicos para a determinagdo dos half cuts em classes simples de grafos e, além disso,
mostramos que a classe dos grafos graciosos esta estritamente contida na classe dos grafos
Half Cut, pois ha varios grafos Half Cut que ndo sdo graciosos, como por exemplo, os
grafos completos K,, com n = ¢?, sendo g > 2.
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Abstract. An ordered pair (7, c,) is said to be a gap-|k|-edge-labelling (gap-|k]-
vertex-labelling) if m is an edge-labelling (vertex-labelling) on the set {1,... k},
and ¢ is a proper vertex-colouring induced by a gap-function based on 7. Gap-|k]-
edge-labellings and gap-[k|-vertex-labellings were first introduced by M. Tahraoui et
al. [7] and A. Dehghan et al. [2], respectively. The edge-gap number (vertex-gap
number) is the least k for which there exists a gap-|k|-edge-labelling (gap-[k|-vertex-
labelling) of a graph. In this work, we study the edge-gap number, X8, and the vertex-
gap number, x$,, of cycles, crowns and wheels.

1. Introduction

Let G be a simple, finite and undirected graph with vertex set V' (G) and edge set £(G). An
edge e € F(G) with ends u,v € V(G) is denoted by uv. The degree of a vertex v € V(G) is
denoted by d(v) and the minimum degree of GG, by §(G). The set of edges incident with v is
denoted by E/(v) and its neighbourhood, by N (v).

For a set C of colours, a (proper vertex-)colouring of GG is a mapping ¢ : V(G) — C,
such that c¢(u) # c(v) for every pair of adjacent vertices u,v € V(G). If |C| = k, mapping c is
called a k-colouring. The chromatic number, x(G), is the least number % for which G admits
a k-colouring. For S = F(G) or S = V(G) and a set of labels [k] = {1,...,k}, a labelling
7 of G is a mapping w : S — [k]. For S" C S, the gap function, gap(w, S’), is defined as:
1, if 8" = 0; w(s), if " = {s}; or maxses{m(s)} — minges{m(s)}, if |S| > 2. A gap-[k]-
edge-labelling of G is an ordered pair (7, ¢,;) such that 7 : E(G) — [k] is a labelling of G and
¢r : V(G) — C, a colouring of G defined as ¢, (v) = gap(m, E(v)). The least k for which G
admits a gap-[k]-edge-labelling, x2 (G), is called edge-gap number. A gap-[k|-vertex-labelling
of G is defined similarly, with 7 : V(G) — [k], and ¢, (v) = gap(m, N(v)). The least k for
which G admits a gap-[k]-vertex-labelling, x& (G), is called vertex-gap number. An interesting
remark is that all K,-free graphs admit a gap-[k]-edge-labelling for some k, while there are
graphs for which there is no gap-[k|-vertex-labelling, for any & [7]. For instance, complete
graphs K, n > 4, do not admit such a labelling.

Most researchers date the labelling of graphs using mathematical operations back to
1967, when it was introduced by A. Rosa [3, 4]. Since then, several variants of labellings have
been created and studied. Gap-|k]-edge-labellings, introduced in 2012 by M. Tahraoui et al. [7]
as a variant of gap-k-colourings, were investigated by R. Scheidweiler and E. Triesch [5, 6],
and A. Brandt et al. [1]. The latter proved that x (G) < x% (G) < x(G)+1 for all graphs except
stars. They also determined the edge-gap number for complete graphs, cycles and trees. The
vertex variant was first introduced in 2013 by A. Dehghan et al. [2], who proved that deciding
whether a graph admits a gap-|k]-vertex-labelling is NP-complete for several classes of graphs.
These findings inspired us to further research the properties of these labellings. In this work,
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we study the edge-gap and vertex-gap numbers for three classes of graphs: cycles, crowns and
wheels, and compare these parameters.

2. Results

We start by considering cycle graphs C,,, which are 2-regular, connected, simple graphs. Let
V(Cn) = {Uo, . ,Un_l} and E(Cn) = {Uivi—i—l}, 0 <17 < n. For Cg, X%(Cg) = XgE(Cg) = 4.
For n > 4, the vertex-gap number is established in the next theorem.

Theorem 1. Let G = C,, n > 4. Then, x5 (G) = 2, if n = 0 (mod 4), and x4 (G) = 3,
otherwise.

Outline of the proof. Let G = C,, n > 4. Since §(G) > 2, x4 (G) > x(G). It is well-
known that x(G) = 2 if n is even, and x(G) = 3, otherwise. By induction on n, we show
that x¢ (G) < 3.

We prove that G admits a gap-[3]-vertex-labelling (7, ¢, ) with labels (7 (v,,_2), 7(v,_1),
m(vg)) and colours (¢, (v,_2), cx(vn_1), cx(vo)) satisfying one of the following conditions: (i)
(1,2, )yand (1,0, 1); (i) (2, 3, 2) and (2, 0, 2); (iii) (3, 1, 3) and (1, 0, 1); or (iv) (1, 1, 1) and
(2,0,2).

For C and Cj, assign labels (1,3,1,2) and (1, 3,1, 1, 2) to vertices (v, . .., U,_1), Te-
spectively, satisfying condition (i). Now, let (, ¢,;) be a gap-[3]-vertex-labelling for C,,, n > 4,
satisfying one of the above conditions. We create cycle (), o by replacing vertex v,,_; with
a P, and labelling the new vertices so that if C,, satisfies condition [, [ € {(i), (ii), (iii), (iv)},
then (), satisfies the next condition in the cyclic order ((i), (ii), (iii), (iv)). We remark that all
operations on the indices are taken modulo n. Figure 1 exemplifies this construction.

Figure 1. Cycle C,, satisfies condition (iii). We assign labels to the vertices of C,, 2 so
as to satisfy condition (iv)

Now, we prove that only C,,, n = 0 (mod 4) admits a gap-[2]-vertex-labelling. Let
(7, c,) be a gap-[2]-vertex-labelling of C,. Adjust notation so that ¢.(v;) = 0,if i = 0
(mod 2), and ¢, (v;) = 1, otherwise. This implies that every vertex v; with odd index has
the same label a, for a € {1,2}, and also {m(v;_1), 7(vi+1)} = {1,2}. Let j = 1 (mod 2).
Each sequence of four vertices (v;_1,vj,v;j+1,v;42) has labels (a,a,b,a) or (b,a,a,a), for
{a,b} = {1,2}. Moreover, the distance between any two consecutive vertices u,v € V(C,)
with label b is exactly four. Without loss of generality, consider the sequence (a, a, b, a) start-
ing at vy and repeating itself along the cycle. If n = 2 (mod 4), then ¢, (v,_1) = ¢;(vg) = 0
and, therefore, ¢, is not a colouring of GG. Thus, there is no gap-[2]-vertex-labelling of G in this
case. Forn = 0 (mod 4), any assignment of values {a, b} = {1, 2} using one of the sequences
(a,a,b,a) or (b, a,a,a) produces a gap-[2]-vertex-labelling for C},, and the result follows. [

In 2016, A. Brandt et al. [1] showed that x¢ (C;,) = 2ifn =0 (mod 4), and x% (C,,) =
3, otherwise. Their proof is shorter, although with some common points. As we have been

2

120



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

observing, gap-[k|-edge-labellings allow an analysis in a more restricted neighbourhood, which
helps to limit the number of cases under consideration.

Next, we study crown graphs. A crown R,, n > 3, is the graph obtained from C,
and n copies of Ky, by identifying each vertex of C,, with one vertex of a different copy of a
K. Figure 2 illustrates the crown Rg. The values of x% (R,) and x% (R,) are established in
Theorem 2.

Figure 2. The crown Rg

Theorem 2. Let G = R, n > 3. Then, x4 (G) = x4(G) = x(Cy).

Proof. Let G = R, with V(G) = {vy,...,vp-1} U{ug,...,up_1}, d(v;) = 3 and d(u;) = 1,
0 <4 < n. First, we show that x¢ (G) > x(C,,). Note that x2 (G) > 2 since G has adjacent
vertices of same degree. However, if n is odd, X5, (G) > 3 since it is not possible to have
colour 2 in a vertex of degree three in any gap-[2]-edge-labelling of G.

Let m(vv;41) = 1,0 < i < n, and 7(v;u;) = 1+ (¢ mod 2),0 < i < n—(n mod 2). If
n is odd, let 7(v,_1u,_1) = 3. Observe that ¢, (u;) = 7(v;u;) for all u;, c.(v;) = i mod 2, for
i € [0,n — (n mod 2)], and ¢, (v,_1) = 2, when n is odd. Therefore, (7, ¢,) is a gap-[x(C,,)]-
edge-labelling, and we conclude that x2 (G) = x(C,,).

Now, we prove that x* (G) = x(C,). As in the previous case, x% (G) > x(Cy). In
order to conclude the proof, it is sufficient to construct a gap-|[x(C,,)]-vertex-labelling for G.
Let m(v;) = x(Rn), 0 <i < mn,and 7m(u;) = 1+ (imod 2),0 <i<n—(nmod2). If nis
odd, let 7(u,—1) = 3. The result follows from the fact that ¢, (u;) = 7(v;) = x(R,,) for all u;,
cr(v;) = x(R,) — 1 — (i mod 2), and ¢ (v,,—1) = 0, when n is odd. O

The last class considered is the wheel graphs. A wheel W,,, n > 3 is the graph obtained
from R, by identifying all degree-one vertices. In the next theorem we determine 2 (W,,).

Theorem 3. Let G = W,,, n > 3. Then, x5(G) = 3, if n is even and n # 4, and x5,(G) = 4,
otherwise.

Proof. Let G = W, n > 3. Since §(G) > 2, x4 (G) > x(G) = x(Cy) + 1. Consider, first,
the case where n is even. Assign label 2 to edges v;v;+1, 0 < ¢ < n. Following the order of
the indices, assign labels 2, 1, alternately, to edges v;v,, 0 < ¢ < n — 1. Assign label 3 to
the remaining edge v,,_1v,. Observe that ¢, (v;) = ¢t mod 2, 0 < i < n, and ¢, (v,) = 2. We
conclude that (7, ¢;) is a gap-[3]-edge-labelling of G.

Now take n = 3. Since G = Ky, x8 (G) = x&(K4) = 4, as shown by A. Brandt et
al. [1]. Finally, suppose n > 5 and odd. Assign labels 2, 3, alternately, to the edges v;v;1,
1 <17 < n—3;labels 1, 2 to the edges v;v,, 0 < i < n — 3; and labels 3, 1, 1, 4, 1 to
the edges v, _2Uy_1, Up_1V0, VU1, Up_2Un, Un_10y,, respectively. In order to see that (m, ¢,) is
a gap-[4]-edge-labelling, note that ¢, (v;) = 2 — (imod 2), 1 < i < n —1, ¢;(vy) = 0 and
¢ (v,) = 3. This concludes the proof. O
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Finally, consider the gap-[k]-vertex-labelling of wheels. As previously stated, the graph
W3 = K, does not admit a gap-[k]-vertex-labelling for any k. It remains to consider x2 (WV),)
for n > 4, which is established in the next theorem.

Theorem 4. Let G = W,,, n > 4. Then, Xf/(G) =3, ifnis even and n > 8, and Xf/(G) =4,
otherwise.

Proof. Let G = W,,, n > 4, with V(W,,) = {v,...,v,} and d(v,) = n — 1. Since 6(G) > 2,
X (G) > x(G) = x(Cy) + 1. Forn = 4, assign labels 4,1,4,1,3 to vertices vy, .. .,vs,
respectively, obtaining a gap-[4]-vertex-labelling of W;. Now, for n > 5, assign label 2 to
vertices vy, v1, v2 and v,,. Assign labels 4, 1, alternately, to the remaining vertices v;, 3 < 7 < n.
Note that ¢, (v;) = 2 — (imod 2), 2 < i < n, ¢:(vy) = 2 — (nmod 2), ¢;(v1) = 0, and
¢r(v,) = 3. This is a gap-[4]-vertex-labelling of G, and the result follows.

Now, consider the case n > 8, n = 0 (mod 2). Assign labels 2, 1, alternately, to
vertices v;, 0 < ¢ < n — 6. Assign label 3 to vertex v,,_3. Assign label 2 to the remaining
vertices v,,_5, Un_4, Un_2, Un_1, Un. Note that ¢, (v;) = 1+ (imod 2), 0 < i < n, and
¢r(v,) = 2. Therefore, (7, c;) is a gap-[3]-vertex-labelling of G.

In order to complete the proof, it remains to consider the cases of n = 4 and n =

6. Since these are small cases, one can see, by inspection, that there are no gap-[3]-vertex-
labellings of W, or Wy by considering the possible colours of v,,. L

3. Concluding remarks

In this work, we studied x2 (G) and x% (G) for cycles, crowns and wheels and observed that
the edge-labelling variant is less restrictive than the vertex one. This occurs because a labelled
edge only affects the colours of its endpoints, whereas a labelled vertex affects its entire neigh-
bourhood. Moreover, for the classes considered in this work, it is possible to assign different
labels to a certain edge, maintaining the resulting vertex colouring, whereas such a property is
not true for gap-|k]-vertex-labellings.
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Abstract. This paper presents a generic mathematical model for the School Bus
Routing Problem (SBRP) in rural areas, in order to minimize the total cost in-
volved end ensuring that students are transported timely. Factors such as vehicle
capacity and time window of schools are observed in the model.

Resumo. Neste trabalho é apresentado um modelo matemdtico genérico para o
Problema de Roteamento de Onibus Escolares (PROE) em zonas rurais, com o
objetivo de minimizar o custo total envolvido a fim de assegurar que os alunos
sejam transportados em tempo. Fatores como capacidade do veiculo e janela
de tempo das escolas sdo observados no modelo.

1. Introducao

Em pesquisa apresentada em [Bezerra et al. 2013], calcula-se que 36% da populacao
brasileira é rural. Em [Lima et al. 2016], o autor diz que, em 2013, o Brasil tinha mais
de 50 milhdes de estudantes matriculados em um sistema educacional puiblico complexo
que abrange mais de 198 mil escolas publicas estaduais € municipais, onde 14% desses
alunos sdo moradores de areas rurais, servidos por escolas publicas multisseriadas (24%
do nimero total de escolas). Nas escolas multisseriadas, grupos de estudantes de difer-
entes séries sao educados por um Unico professor em uma tnica sala de aula.

Esforcos tem sido empregados para transferir os estudantes de escolas rurais mul-
tisseriadas para escolas com localizacdo central, com melhor infraestrutura e com classes
de série unica [Lima et al. 2016]. No entanto, tem sido um grande desafio para as autori-
dades publicas gerir os servicos de transporte escolar rural [Lima et al. 2016]. Como os
recursos previstos sao escassos, geralmente ndo € possivel utilizar dnibus para transportar
alunos de uma unica escola [Park and Kim 2010].

O Problema de Roteamento de Onibus Escolar (PROE) € um problema de trans-
porte que tem sido alvo de pesquisas na drea de otimizacao visando gerar rotas de 6nibus
escolares considerando um conjunto de estradas, escolas, paradas, alunos, veiculos, e
qualquer outro fator importante que se deseje considerar [Park and Kim 2010]. O pre-
sente trabalho objetiva criar um modelo matematico consistente e genérico considerando
uma frota heterogénea de O6nibus que precisam atender a zona rural de determinado mu-
nicipio. Na abordagem utilizada os veiculos poderdo transportar alunos de escolas difer-
entes respeitando restricdes como: capacidade do veiculo, tempo médximo de estadia do
aluno no transporte e janela de tempo das escolas.
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2. Modelo Proposto

Considere um sistema de transporte escolar que atenda um conjunto de paradas P =
{1,...,n,} que estdo distribuidas na zona rural de determinado municipio em que existe
um conjunto de Escolas £ = {n,+1,...,n,+n.}. Esse problema pode ser representado
por um grafo ndo direcionado G = (V, A), onde V' = {0} UPUE é o conjunto de vértices
mapeados que descreve o trajeto do Onibus saindo da garagem (vértice 0), percorrendo
as paradas e a(s) escola(s). Logo, A = {(i,j) : i,j € V} é o conjunto de arestas
que conectam tais vértices. Para cada parada ¢ € P, existe um conjunto K; C £ de
escolas que precisam ser atendidas, no qual d;; > 0 estudantes da parada ¢ deve(m) ser
transportado(s) para a escola k. Todos os ¢; = ;. x, dix alunos da parada ¢ devem ser
apanhados pelo mesmo Onibus, a0 mesmo tempo, e transportados para as escolas em K;
[Alves et al. 2015, Sarubbi et al. 2014, Lima et al. 2016].

Considere B um conjunto de Onibus de diferentes capacidades estacionados na
garagem. Cada Onibus b € B tem capacidade (), custo fixo s;, e distincia maxima
permitida de p,. Assume-se que (); < Q2 < ... < Qpes; < sp < ... < 5. Cada
aresta (7, j) € A tem um custo ndo negativo cfj = Opl;;, € que depende do 6nibus b € B
que ira trafegar naquele trecho. Portanto, 6, é o custo unitario por km para o Onibus b, e
¢;; é a distancia da parada ¢ para a parada ou escola j.

Seja R, um subconjunto de arestas de A, o que denota um subgrafo G’ (R,) que
gera uma rota a ser percorrida pelo dnibus b partindo da garagem, pegando os estudantes
nas paradas P, e distribuindo as escolas K, antes de retornar a garagem. Deste modo,

Tabela 1. Notacao do método proposto

Conjuntos:

P : Conjunto de Paradas

P, : Conjunto de Paradas atreladas a um onibus - P, C P
E : Conjunto de Escolas

B : Conjunto de Onibus

V' : Conjunto de Vértices [garagem, paradas e escola(s)]

A : Conjunto de Arestas

K; : Conjunto de Escolas atreladas a uma parada - K; C F

K : Conjunto de Escolas atreladas a um 6nibus - K, C FE

@y : Conjunto de capacidades dos veiculos

Parametros:

d;x, : N° de alunos da parada ¢ € P que serdo levados para a escola k € K;

¢; : Qtd. de alunos da parada < € P pegos pelo mesmo 6nibus, a0 mesmo tempo
s : Custo fixo do veiculo b € B

c}; : Custo ndo negativo de cada aresta (i, j) € A para o 6nibus b € B

6, : Custo unitdrio por km para o 6nibus b

¢;; : Distancia da parada 7 para a parada ou escola j

pp - Distancia maxima que dado 6nibus pode percorrer com aluno

[, w] : Janela de tempo entre primeiro vértice e dltimo vértice de determinada rota
t;; : Tempo do percurso entre o vértice 7 € 0 vértice j

Variaveis:

y? =1:seaparadai € V — {0}) é atribuida ao 6nibus b € B. 0, caso contrario
2b =1, se 0 dnibus b € B esti atribuido & uma rota; 0, caso contrario.

x?j =1: seaaresta (i,j) € A éusada na rota do dnibus b € B; 0, caso contrario
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G'(V(Ry), Ry) é um subgrafo induzido por Rj, no qual V(R,) é o conjunto de vértices
ligadas a no minimo uma aresta de R,. Ou seja, G (R,) se configura um ciclo simples
com inicio e fim no vértice 0 (garagem), de tal modo que a demanda total de estudantes
nas paradas P, ndo exceda a capacidade maxima (), de estudantes suportada pelo dnibus
b. O custo da rota é dado pela soma dos custos das arestas que formam o ciclo, e pelo
custo fixo do Onibus sy,.

Sendo A = {(7,7) : ,7 € V'} o conjunto de arestas, existe um tempo de percurso
t;; associado a aresta A;;. Observando que hd uma janela de tempo [a, w| associada a
rota R, de determinado veiculo respeitando o inicio da aula em cada escola F, sendo « o
horirio de saida da garagem e w o horario da escola com entrada mais tardia. E permitido
que o veiculo chegue ao dltimo vértice antes de w, no entanto, ele precisa esperar o tempo
w para deixar a localidade. O problema consiste entdo em projetar estas rotas de tal forma
que todos os alunos sejam transportados para suas respectivas escolas a um custo total
minimo, onde cada parada € visitada apenas uma vez por qualquer onibus.

Considere 3° € {0, 1} uma varidvel inteira igual a 1, se a paradai € V — {0}) é
atribuida ao 6nibus b € B; 0, caso contrario. Considere 2 € {0,1} uma varidvel inteira
iqual a 1, se o Onibus b € B estd atribuido a uma rota; 0, caso contrario. Considere
a?; € {0,1} uma varidvel inteira igual a 1, se a aresta (i, j) € A € usada na rota do dnibus
b € B; 0, caso contrdrio. A notacdo usada neste trabalho € sintetizada na Tabela 1 e o
modelo matemdtico de Programacao Inteira para esse problema é formulado a seguir:

Mlnlmlzez sp2° + Z Cij w (1)

(i,5)€A

S.Q.

Zy§:1 VieP )

beB
gy <@zt WeB 3)
1€EP
Yo < oyf Vie Pke K;,be B 4
Z%+Zx =2°  VjeV-{0},beB (5)
(i.5)eA (Ji)eA
> ah,=2" WbeB (6)
(0.)€A
Yo al=2 WeB (7)

(i,j)EA:EP,jEE

A funcdo objetivo (1) minimiza o custo total. A restricdo em (2) garante que
cada parada € atribuida a um Onibus. Em (3) busca-se garantir que a capacidade de cada
Onibus nao serd excedida. A restri¢do descrita em (4) assegura que se uma parada é
atribuida a um Onibus, as escolas associadas aos estudandes que aguardam nessa parada
sdo também visitadas pelo mesmo Onibus. As restricdes em (5) e (6) descrevem restricoes
de grau para as paradas visitadas por um Onibus, e para a garagem onde um Onibus esta
vinculado, respectivamente. A restricao em (7) impde que apenas uma aresta conectando
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uma parada a uma escola deverd ser usada sempre quando um Onibus € atribuido a uma
rota, o que garante que o Onibus ird pegar todos os alunos atribuidos a ele antes de se
dirigir as escolas.

doali< Yy WeBkeSSCV {0} (8)
(i,§)EA:i,jES ieS\{k}
> gl <py Vi€V -{0},beB 9)
(i,5)€A
Z tfjxfj +ap < wp vieV -{0},beB (10)
(i.4)€A

2, €0,1  V(i,j)eAbeB (11)
weo,1 VieV-{0},beB (12)
2e0,1 VbeB (13)

A Eq. 8 garante que as paradas atribuidas a um 6nibus sdo conectadas. A restricao
enderecada pela Eq. 9 impede que os Onibus transportem alunos por uma distancia supe-
rior a p,. A Eq. 10 certifica que o tempo total do trajeto nao supere o horario de entrada
mais tardio. Finalmente, as Eqs. 11, 12 e 13 sdo restri¢des de dominio.

3. Conclusao

No cendério brasileiro, para este problema, existe a necessidade de adotar solugdes que per-
mitam transportar alunos de escolas diferentes a0 mesmo tempo, bem como utilizar frota
heterogénea que possibilite atender regides densas e esparsas, observando a indispens-
abilidade de oferecer educagdo de qualidade a todas as regides. Em relacdo ao métodos
de resolucgdo, tem sido desenvolvidas heuristicas e meta-heuristicas, que englobam algo-
ritmos exatos e probabilisticos. Dentre as meta-heuristicas mais utilizadas destaca-se a
Busca Tabu, os Algoritmos Evoluciondrios e as Redes Neurais. O modelo apresentado
neste trabalho visa ser resolvido empregando algoritmos exatos para Programagao Inteira
como Branch and Bound e Branch and Cut. Espera-se obter resultados com garantia de
otimalidade e com tempo computacional competitivo considerando esse problema em um
municipio de grande densidade populacional nas zonas rurais.
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Abstract. We present a new variation of the Cable-Trench Problem, the p-
Cable-Trench Problem with Facility Location, in which there are costs to open
facilities. We propose two heuristics: one based on Relax-and-Fix and another
based on BRKGA, which we evaluate through experiments.

Resumo. Apresentamos uma nova variagdo do Problema Cabo-Trincheira, o p-
Cabo-Trincheira com Localizacdo de Instalacoes, em que hd custos de abertura
de instalacoes. Propomos duas heuristicas: uma baseada em Relax-and-Fix e
outra baseada em BRKGA, que avaliamos experimentalmente.

1. Introducao

O Problema Cabo-Trincheira (PCT) foi definido por [Vasko et al. 2002] para modelar re-
des cabeadas. Nesse problema, um conjunto de clientes precisa ser conectado a um servi-
dor através de cabos dedicados, que sdo acomodados em uma infraestrutura de trincheiras
nao capacitadas. O objetivo é minimizar a soma dos custos de construcdo da infraes-
trutura de trincheiras e cabeamento. Dado um grafo completo G = (V, E), um vértice
v, € V e fatores 7 e ¥ ndo negativos, o objetivo do problema € encontrar uma arvore ge-
radora T = (V, Er) de G enraizada em v, que representa a infraestrutura de trincheiras,
minimizando 7( Y. d;;) + (Y. dr(v,,v)), onde d;; é o custo entre os vértices (i, j)
(4,9)€ET veV

e dr(v,,v) o custo entre v, a v em 7. Dentre as aplicacdes do PCT e suas variantes, des-
tacamos o planejamento de redes cabeadas e sem-fio [Nielsen et al. 2008], e reconstrucao
de vascularizacdo em imagens de tomografia computadorizada [Vasko et al. 2016].

Neste artigo, apresentamos uma variante do PCT, o Problema Cabo Trincheira
com Localizac¢do de Instalagdes (p-PCTLI), em que até p instalagdes podem ser abertas
para servir clientes e cada instalacdo possui um custo de abertura. Esse problema ge-
neraliza o PCT e Localizacao de Instalagdes. Além disso, também generaliza a variante
apresentada por [Marianov et al. 2012], chamada p-Cabo-Trincheira (p-PCT), onde exa-
tamente p servidores sdo abertos para servir clientes, mas nao ha custos de abertura.

Definimos formalmente o p-PCTLI e mostramos uma formulag¢ao linear inteira na
Secdo 2, apresentamos uma heuristica baseada em Relax-and-Fix na Sec¢ao 3, e apresen-
tamos uma heuristica baseada em BRKGA na Secdo 4. Concluimos o trabalho avaliando
os resultados na Secdo 5.

*Financiamento CNPq:306358/2014-0, 311499/2014-7, 133728/2016-1, 425340/2016-3, 155498/2016-
9, 131175/2017-3. FAPESP: 2014/14375-9, 2015/11937-9, 2015/11937-9, 2016/23552-7, 2016/12006-1.
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2. Problema Cabo-Trincheira com Localizacao de Instalacoes

p-PCTLI : Seja um grafo direcionado G = (N, A), um conjunto /' C N de candida-
tos a instalacdes, fun¢des [ : A — R™ de custo de arestas trincheiras, d : A — R*
de custos de arestas cabo e w : F© — RT de custo de abertura de instala¢des, € um
parametro positivo p. Encontre uma floresta geradora 7' com componentes 77, 715, ..., T},
onde £k < p e cada componente 7; = (V;, E;) enraizada em um né r; € F, tal que

k

> ( S le+ > dp(ri,v) + w; | seja minimo, onde dr(r;,v) é o custo de arestas cabo
i=1 \c€E; veV;
no caminhode r; avem 7.

Para a formulagdo em PLI do problema, inserimos um né artificial vy conectado a
todas as instalagdes do grafo, com distancia de cabo igual a zero e distancia de trincheira
igual ao custo de abertura da instalagdo. Assim, restringindo o grau de vy, podemos
utilizar formulagdes em PLI do PCT ou p-PCT para o p-PCTLI . Utilizamos a formulacao
multicommodity-flow para o p-PCT apresentada em [Marianov et al. 2012], adaptando as
restri¢cdes e valores para o p-PCTLI . Sendo /;; e d;; os custos de construcdo de trincheiras
e cabos, respectivamente. Definimos Gt = (N, A%) : (N Ung, AU Ap), onde ng é
um vértice artificial e Ag = {(vo,j) : Vj € F }, com fatores de custo ly; = w; e dy; =
0, Vi € F. Sendo fz’j a varidvel indicadora da passagem do cabo com destino a k no arco
(i,7) e x;; a varidvel indicadora para trincheiras no arco (¢, j). Temos abaixo o PLI:

minimizar Yz + >, Y, di i];'

(i,5)eAt keN (i,5)€ Asik
Restrito a: Z fé“j =1 vk € N, 2.1
JEF
> fE =1 Vk € N, (2.2)
1EN* £k, (i,k)EAT
> S D =0 YikeN:j#k (2.3)
1€EN*i#k;(i,j)€eAT heN:(4,h)EA
> om=1 Vj € N, (2.4)
1ENT:(i,j)€ AT
£ <y V(i,j) € AT ke N:i#k, (25)
Z zoj < p. (2.6)
JeEF

A restricao (2.1) define vy como origem para todas as commodities. A restricao (2.2)
faz com que todo vértice receba sua commodity correspondente. A restricao (2.4) define
que todo vértice seja coberto por uma trincheira. A restri¢do (2.5) exige que exista uma
trincheira na aresta sempre que houverem cabos, e (2.6) restringe o grau de vy em no
maximo p.

3. Aplicando Relax-and-Fix ao p-PCTLI

Relax-and-fix é uma estratégia heuristica que utiliza um modelo de Programacao Linear
Inteira (PLI) [Wolsey 1998]. Em nossa implementacdo para o p-PCTLI , utilizamos a
formulacao apresentada na secao 2. Iterativamente obtemos a solucao da relaxagao linear
do PLI, utilizando-a como guia para fixar algumas varidveis com valores inteiros. Para
1ss0, a cada iteracao, executamos a heuristica MOD_PRIM [Vasko et al. 2016] no grafo
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suporte de cada solucao do PL, fixando como parte da solucdo final os p caminhos de
menor custo de uma instalacdo até um novo cliente, como parte da solucdo final, onde
p € um parametro dependendo do tamanho da instincia. Apoés fixados os p caminhos,
re-otimizamos o PL para fixar os préximos p caminhos.

4. Aplicando BRKGA ao p-PCTLI

O BRKGA [Toso and Resende 2015] é uma metaheuristica evolutiva onde cada solugao
¢ representada por n chaves aleatérias. Em uma implementacdo do BRKGA para um
determinado problema, é necessario um decodificador que mapeie deterministicamente o
vetor de chaves em uma solucao vidvel do problema. Em nosso decodificador, temos uma
chave para cada aresta. Para obtermos uma solug@o vidvel, as arestas sdo ordenadas de
maneira decrescente por chave e iteradas nessa ordem para construir uma arvore geradora
que define as trincheiras utilizadas, de maneira similar ao algoritmo de Kruskal, onde
adicionamos uma arestas se esta nao formar ciclo e nao resultar na abertura de mais de p
instalagdes. Calculamos o custo de cabos para cada cliente, encontrando o caminho tinico
entre o servidor e o cliente com uma busca em largura.

5. Resultados Numeéricos

BRKGA Relax-and-Fix Relaxacao Lagrangeana

class n p T o m min max t 3 o m min max t = o m min max t
chess 283 14 38.13 4.10 38.00 28.00 46.00 30.81 0.078 027 000 000 1.00 9152 0.63 053 1.00 000 200 1849
chess 288 28 6526 11.00 6850 4500 8400 3207 0.022 0.15 000 0.00 100 7599 023 054 000 0.00 3.00 14.81
chess 288 43 7550 11.34 79.00 56.00 96.00 3097 0.00 0.00 000 0.00 0.00 7089 7.50 3.09 7.00 200 1500 2.66
fp_11 266 13 50.66 4.82 51.00 41.00 63.00 3750 032 0.8 0.00 0.00 2.00 13933 039 057 0.00 000 3.00 19.54
fp_11 266 26 79.79 1045 83.00 61.00 98.00 37.84 0.011 0.11 000 000 1.00 9975 031 059 0.00 000 400 14.30
fp11 266 39 8050 11.26 84.00 62.00 100.00 3729 0.011 0.11 000 0.00 1.00 7449 450 252 400 100 11.00 3.11
gap-a 200 10 40.66 546 41.00 28.00 53.00 2255 0.18 041 0.00 000 200 56.12 047 0.54 0.00 000 200 8.80
gap-a 200 20 6591 1034 69.00 47.00 86.00 2337 0.00 000 0.00 000 0.00 4194 0.10 030 0.00 000 100 6.84
gap-a 200 30 71.01 1099 7400 51.00 9100 2277 0.00 0.00 0.00 000 0.00 3672 0.18 041 000 0.00 200 582
gap-b 200 10 40.83 529 42.00 29.00 58.00 2275 022 0.54 0.00 000 200 5856 046 0.50 0.00 000 1.00 8.86
gap-b 200 20 66.60 1044 69.00 48.00 8500 23.88 0.00 0.00 0.00 000 0.00 4454 0.011 0.11 0.00 000 100 6.82
gap-b 200 30 70.86 1143 73.00 50.00 89.00 23.60 0.00 0.00 0.00 000 0.00 3822 034 077 0.00 000 400 6.09
gap-c 200 10 41.28 4.62 41.00 30.00 52.00 1941 033 0.58 0.00 0.00 2.00 61.66 046 0.58 000 0.00 3.00 8.64
gap-c 200 20 6848 11.10 71.50 48.00 88.00 20.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 45.06 0.044 021 0.00 0.00 1.00 7.05
gap-c 200 30 7290 10.86 76.00 5400 92.00 19.80 0.00 0.00 0.00 0.00 000 3740 040 0.68 000 0.00 4.00 587

pc 256 12 3101 349 31.00 2400 41.00 2033 021 051 000 000 200 7309 053 052 1.00 000 200 14.05

pc 256 25 5452 855 5550 40.00 71.00 21.06 0.00 0.0 0.0 0.00 0.00 51.83 0.10 030 0.00 0.00 1.00 9.95

pc 256 38 69.71 1131 73.00 50.00 90.00 21.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4691 3.07 290 200 0.00 12.00 5.66

Tabela 1. Resumo de Resultados

Nome p ] o m min  max
fp_17 30 1148 18.15 1739 -39.12 37.97
fp_17 61 10.11 16.02 1295 -3558 39.77
fp.17 92 1259 1756 17.20 -71.66 36.53

Tabela 2. Gap (em %) entre 0 BRKGA e a Relaxag@o Lagrangeana

O conjunto de instancias utilizadas foi baseado em [Beasley 1990], com adaptacdes
andlogas as de [Marianov et al. 2012], adicionando o custo de abertura das instalacdes
que foi escolhido aleatoriamente entre o custo minimo e maximo das arestas da instancia.
O Relax-and-Fix foi implementado utilizando GUROBI OPTIMIZER, o BRKGA foi im-
plementado utilizando a biblioteca disponibilizada em [Toso and Resende 2015]. O am-
biente computacional utilizado foi um Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2420, 12 ntcleos, 1.90
GHz, 32 GB memoéria RAM. O Relax-and-Fix foi executado com 100 iteracdes. Os
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parametros utilizados para 0 BRKGA foram, populaciao 50, elite 20%, mutagcdao 15% ,
heranca de caracteristica 70%, com tempo méximo de 30 minutos e com 10 repeti¢des.

Usamos 180 instancias nas quais todos os métodos foram executados, variando
o valor de /7 em 0.25, 0.5 e 0.75. p foi definido como 10%, 20% e 30% do nimero
de vértices de cada instancia, totalizando 1620 repeticoes. Para comparar os resulta-
dos do BRKGA para instancias onde o PLI ndo pode ser executado devido a limitacdes
de recursos computacionais, adaptamos a heuristica utilizando Relaxa¢do Lagrangeana
apresentada em [Marianov et al. 2012]. O resumo dos resultados pode ser observado na
Tabela 1. A primeira linha apresenta os métodos de solu¢ao. Cada linha subsequente pos-
sui resultados médios para as classes de instancias. A coluna Nome informa a classe de
instancias que foi executada, n o nimero de vértices da respectiva classe, T, 0, m, min e
max apresentam a média, desvio padrdao, mediana, valores minimo € maximo para o gap
(em %) de funcao objetivo entre o método de solucao e o 6timo. As colunas t apresentam
o tempo de execucao médio para cada classe.

Podemos destacar a heuristica Relax-and-Fix, que obteve o custo 6timo para
76.97% das instancias analisadas, e solu¢des no maximo 2% acima do 6timo. O BRKGA
encontrou em média, resultados 60.2% acima do 6timo, mas com tempo de execuc¢iao em
média 2.45x menor que o Relax-and-Fix. A Relaxacdo Lagrangeana foi executada em
todas as instancias testadas, como apresenta a Tabela 1 obteve bons resultados, mantendo
um gap para a solucdo otima de em média 1.09%, sendo também em média 9x mais
rédpida do que a heuristica Relax-and-Fix. A Tabela 2, apresenta as instancias nas quais
somente os métodos BRKGA e Relaxacdo Lagrangeana foram executados, o grupo fp_17
com instancias de 614 vértices, das 30 instancias e 270 replicacdes, 0 BRKGA apresentou
resultado melhor que a Relaxacdo Lagrangeana em apenas 54 instancias.

Em trabalhos futuros pretendemos explorar novas formulagdes e heuristicas envol-
vendo Relaxacdo Lagrangeana. Para o Relax-and-Fix, explorar novas formas de fixagao
de arestas combinando com PLI. Para o BRKGA, pretendemos variar os pardmetros ado-
tados e buscar por novos decodificadores para melhorar os resultados obtidos.
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Abstract. We consider the Bus Evacuation Problem (BEP) in which, given a
number B, a bipartite graph with parts S and T' in a metric space, and a ver-
tex r, one wishes to find a set of B walks, each starting in r and finishing in'T' so
that each vertex i of S is visited at least l; times, and each vertex j of T is visited
at most u; times. The objective is to find a solution that minimizes the length of
the longest walk. This problem arises in emergency planning situations where
the walks correspond to the routes of B buses, that must transport each group
of people in S to a safe zone in T'. In this paper, we give a 5.2-approximation
algorithm for the uncapacitated BEP, where w; is infinity for each j.

Resumo. No Problema de Evacuagdo por Onibus (BEP), dado um inteiro B,
um grafo bipartido com partes S e T' em um espaco métrico, e um vértice r,
deseja-se encontrar um conjunto de B passeios, cada um comegcando em 1 e
terminando em um vértice de T, de forma que cada vértice i de S ¢ visitado no
minimo [; vezes e cada vértice de T' é visitado no mdximo u; vezes. O objetivo
é encontrar uma solu¢cdo que minimiza o comprimento da maior rota. Esse
problema aparece em situagoes de planejamento para emergéncia, em que cada
passeio corresponde a rota de um de B onibus, que devem transportar cada
grupo de pessoas em S para uma drea segura em T. Neste trabalho, obtemos
uma 5,2-aproximagdo para BEP sem capacidades, em que u; é infinito para
cada j.

1. Introducao

O objetivo do Problema da Evacuacdo por Onibus (Bus Evacuation Problem, BEP) é
determinar, a priori, uma politica de evacuacao e resgate de pessoas em eventos e situacoes
de risco, como enchentes, terremotos, furacdes etc. Em tais situacdes, ¢ comum que os
meios de transporte individuais (automovel e demais) ndo estejam disponiveis ou nao
sejam uma op¢ao vidvel, entdo a estratégia recomendada € que, uma vez dado um alerta
de risco, as pessoas caminhem até o ponto de evacuagdo mais proximo. O resgate das
pessoas € feito em seguida por meio de um niimero fixo de Onibus, estacionados em um
depdsito que levam cada grupo de pessoas a um de vérios abrigos seguros. Cada 6nibus
faz uma ou mais viagens, a depender de sua capacidade e distancia percorrida. Como

*Este trabalho foi parcialmente financiado pelo processo n°® 2015/11937-9, Fundagido de Amparo a Pes-
quisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP).
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os eventos considerados somente podem ser previstos com muito pouca antecedéncia, €
crucial que o comprimento da maior rota realizada por um Onibus seja a menor possivel.

Diversos modelos e variantes desse problemas sdo considerados na literatura, em
que se podem considerar 6nibus iguais ou com capacidades diferentes, abrigos limitados,
etc. Alguns trabalhos relacionados ja estudaram o Problema da Evacuacdo por Onibus.
Particularmente, Bish (2011) introduziu um modelo matematico para o problema e desen-
volveu um algoritmo heuristico para esse modelo. Ainda, Goerigk et al. (2013) descrevem
diversas abordagens para obtencao de limitantes inferiores ou superiores (para o modelo
de programacao linear inteira), discutindo algumas técnicas de branch-and-pruning, e fa-
zendo uma comparagdo de tais estratégias com a utilizacdo do modelo de programacgao
inteira pura. Porém, até 0 momento nenhum trabalho considerou o problema do ponto de
vista de algoritmos de aproximacao.

Contribuicoes Do ponto de vista computacional, BEP generaliza problemas cldssicos
como o Problema do Caixeiro Viajante ou o Problema de Roteamento de Veiculos e, por-
tanto, € NP-dificil. Neste trabalho, iniciamos o estudo desse problema do ponto de vista de
algoritmos de aproximag¢ao e obtemos o primeiro algoritmo polinomial com aproximacao
constante para uma variante de BEP. Especificamente, obtemos uma 5,2-aproximagao
para o caso particular em que abrigos ndo t€m capacidade.

2. Definicoes e preliminares

2.1. Definicao

Formalmente, uma instancia de BEP € composta por um grafo bipartido completo
G = (V,E) com partes S e T U {r}, em que S = {1,...,s} é o conjunto de fontes,
T ={1,...,t} é o conjunto de sorvedouros e r representa um local distinto, que é usado
como depdsito de um nimero B de 6nibus. Para cada fonte ¢ € S, existem [; grupos
de pessoas a serem resgatadas esperando em 7, sendo que cada 6nibus tem capacidade
para transportar exatamente um grupo por vez. Cada sorvedouro ;5 € 7' tem capacidade
para abrigar até u; grupos de pessoas. O tempo de viagem entre dois nds € dado por uma
funcio de distancia d : V? — R, i.e., para cada par i,j em V, vale dij = dj; > 0e
dij < d;;, + dyj paratodo k € V.

Uma solugdo para o problema € um conjunto de B passeios em G, comec¢ando
por r e terminando em um vértice de T' (possivelmente com repeticoes de vértices), em
que cada vértice ¢ € S aparece pelo menos [; vezes no conjunto de todas as rotas e cada
vértice j € T aparega no maximo u; vezes no conjunto de todas as rotas. O objetivo €
encontrar uma solu¢do que minimiza a distancia total percorrida pela maior rota.

Seja L = ) .. l; o nmimero total de grupos de pessoas a serem resgatadas. Sem
perda de generalidade, pode-se supor que B < L, ja que do contrdrio uma solucdo 6tima
poderia ser trivialmente encontrada associando-se um Onibus para cada grupo e reduzindo
o problema para um problema de emparelhamento de custo minimo. Ainda, suponha
que L ¢ limitado polinomialmente por |S| 4 |T'|. Assim, a soma dos niimeros de vértices
(contando repeti¢des) em todas as rotas € limitado polinomialmente em |.S| + |7'| e, nesse
caso, a saida do problema tem tamanho polinomial. Do contrério, se L ndo for limitado
por um polinémio de | S| + |T'|, entdo qualquer algoritmo para BEP ndo pode ser polino-
mial, considerando-se o tamanho da saida.
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UNCAPBEP(G,d, B,r,1)
1. Para cada par sy, Sout € S X S tal que sj, # So:
(a) o' < PATHTSP(d, Sin, Sou);
(b) Para cada par consecutivo de fontes ¢, j em ¢’, insira um sorvedouro £ entre os dois
de forma que d(i, k) + d(k,1) = d(i, ), obtendo um passeio o em S U T’;
(c) Divida o em subcaminhos o1, 09, ..., op de tal forma que o comprimento do maior

subcaminho é no maximo d(o)/B, onde d(o) é o comprimento de o;

(d) Paracadai, 1 < i < B, seja t; o sorvedouro mais préximo de acordo com d da
ultima fonte de o;;

(€) P(Sin, Sout) < {roity,rosts, ..., roptp};

2. Devolva arg min{ VAL(P(Sin, Sout)): Sin, Sout € S X S, Sin # Sout }-

Algoritmo 1: BEP Sem Capacidades

Com as hipéteses acima, pode-se considerar, sem perda de generalidade, que
li=1paratodoi € Sewu; € {1,00} paratodo j € T. Para ver o porqué, basta criar
uma instancia equivalente onde: (i) para cada fonte ¢ € S, substitua ¢ por [; cdpias de ¢;
e (ii) para cada sorvedouro j € 7', se u; > L, entdo substitua j por um sorvedouro com
capacidade oo, ou se u; < L, entdo substitua j por u; copias de j.

Neste trabalho consideramos somente a variante em que todo sorvedouro tem ca-
pacidade infinita. Assim, BEP Sem Capacidades (NC-BEP) € o caso particular de BEP
em que, para todo j € 7', vale u; = oo e, paratodo i € S, vale [; = 1.

2.2. NP-Completude

Verificando que (s, t)-TSP pode ser codificado como uma instdncia de NC-BEP, obtém-se
o seguinte resultado. Lembre-se de que (s,t)-TSP é uma variante do TSP em que, dados
um grafo G e dois vértices s e t de G, queremos encontrar um caminho Hamiltoniano que
comega em S e termina em ¢ e que tenha custo minimo entre os caminhos com essa forma.

Teorema 2.1. O problema NC-BEP é NP-dificil, mesmo quando B = 1.

3. Algoritmo para BEP Sem Capacidades

O algoritmo para NC-BEP € baseado na ideia de quanto menor for o nimero de 6nibus
disponiveis, B, quando comparado com o nimero total de pessoas a serem resgatadas, L,
entdo a estrutura de uma solucdo deve se assemelhar mais com aquela de NC-BEP com
um unico Onibus. O algoritmo executa em duas partes. Na primeira, enumeramos dois
vértices de S que seriam o primeiro e o ultimo visitados em uma solu¢do de NC-BEP com
um dnico dnibus, assim, reduzindo o problema para uma instincia de (s, ¢)-TSP com uma
funcado de distancia modificada. Na segunda parte, modificamos a solucao obtida para o
problema com um unico Onibus, criando B rotas para o problema original.

Seja dij o menor caminho de ¢ € S para j € S que passa por algum sorvedouro
k € T'. E f4cil obter o seguinte lema.

Lema 3.1. d é uma funcdo de distancia sobre S.

No Algoritmo 1, denotamos por PATHTSP uma a-aproximagao para (s, t)-TSP e,
dado um conjunto de rotas P, denotamos por VAL(P) o comprimento da maior rota em P.
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4. Analise

Primeiro, comparamos o valor 6timo de uma solu¢do de NC-BEP com 1 ou B 0nibus.
Considere duas instancias I; e Iz de NC-BEP sobre o mesmo grafo G e com mesmo
conjunto de demandas /;, para cada ¢ € S, mas cujos nimeros de Onibus sdo 1 e B,
respectivamente. A seguir, definimos OPT; e OPT 5 como os valores de solugdes 6timas
para [, e Ig. O préximo lema limita o valor 6timo para /.
Lema 4.1. Para todo B > 1, vale OPT; < (2B — 1)OPTp.

A afirmacdo a seguir segue diretamente do fato de que cada fonte estd em uma
rota e cada rota € um limitante para o valor 6timo.
Lema 4.2. Valem: max;eg d(r,i) < OPTp e max;eg minjer d(i, j) < OPTp.
Teorema 4.3. Seja o o fator de aproximagdo de PATHTSP para (s,t)-TSP. Entdo
UNCAPBEP é uma (2« + 2)-aproximagio para NC-BEP.
Demonstracdo. Considere uma solucdo 6tima para [y, isso €, o problema com um tnico
Onibus. Nesse caso, uma solug¢@o € um passeio da seguinte forma s, . .. sg/t|5. Defina
i = S1€ 55, = S|s. Seja T o subpasseio 5115, . . . 5|5 € d(m) seu comprimento. Também
seja 7' 0 subpasseio sem os sorvedouros 515, . .. S|g| € CZ(W’ ) o comprimento. Claramente,

d(r") = d(m).

Agora considere uma instincia de (s}, t:,)-TSP formada pelos vértices S,
com distancia J, e seja OPTrsp uma solucdo Otima para essa instdncia. Sabemos
que OPTrgsp < d(mw). De fato, 7' é uma solugdo vidvel para (s} ,ts,)-TSP, entdo
OPTrsp < d(7') = d(7). Pelo Lema 3.1 e pelo fato de PATHTSP ser uma a-aproximagio,
temos que d(o’) < aOPTrsp. Por construcio de o e , temos d(o) < (7).

*

Considere o conjunto de rotas P(s?,, %), que foi construido pelo algoritmo. Seja
rojt; a rota de maior comprimento e suponha que o; comega em s; € termina em s;.
Combinando com os Lemas 4.1 e 4.2, obtemos:
d(rojt;) = d(r,s;) + d(o;) + d(s;, t;)
< OPTp +d(c)/B + OPTp
< 20PTg + ad(n)/B
< 20PTjp + aOPT, /B
< 20PTg + a(2B — 1)OPTg/B
< (24 2a)OPT5.

Como o algoritmo devolve a melhor solugdo, o teorema segue. [

Se utilizarmos o algoritmo de Sebd (2013) como sub-rotina para (s, t)-TSP, que
obtém fator de aproximacdo 8/5, obtemos o seguinte resultado.
Corolario 4.4. Existe uma 5,2-aproximacdo para NC-BEP.
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Abstract. This work proposes solutions to minimize the traffic congestion by
balancing the flow of vehicles that traverse the streets, through the allocation
of tollbooths in strategical points. Thus, the main objective of this work is to
propose mathematical models and to compare the limits for this problem.

Resumo. Este trabalho propoe solucdes para minimizar o congestionamento do
trdfego, controlando o fluxo de veiculos que trafegam pelas vias, por meio da
alocacgdo de peddgios em pontos estratégicos. Dessa forma, o objetivo principal
deste trabalho é propor modelos matemdticos e comparar os limites para este
problema.

1. Introducao

O crescimento do numero de veiculos nas vias tem ocasionado diversos problemas para
a sociedade nas ultimas décadas. A maioria das cidades ndo foi projetada para suportar
o trafego atual. Assim, quando hd um fluxo de veiculos desbalanceado, onde uma de-
terminada demanda de veiculos que passa pela via ultrapassa a capacidade da mesma,
tem-se o congestionamento de trafego. Nesse sentido, este trabalho propde solucdes para
minimizar o congestionamento de trafego através do controle do fluxo de veiculos que
trafegam nas vias; a abordagem consiste na alocagao de peddgios em pontos estratégicos.
Os pedagios funcionam como uma penalidade econdmica para desencorajar o uso de al-
guns caminhos. O objetivo maior entdo, € escolher a melhor configuragdo para as tarifas
a fim de reduzir os custos de viagem e balancear o trafego. Neste caso, assume-se que 0s
usudarios escolhem os caminhos considerando o valor gasto com deslocamento e tarifas.
Esse € um problema combinatério, cuja resolucdo demanda grande esforco computacio-
nal.

2. Formulacao do Problema

Seja G = (N, A) um grafo direcionado com um conjunto de nés N e um conjunto de
arcos ponderados A. Seja K um conjunto de trafegos (origens e destinos) para cada né
de origem i € N e de destino j € N com demanda d*, k € K. Sejam R um nimero
maximo de peddgios que podem ser instalados nos arcos da rede, e L um numero de
niveis de tarifas. Para cada arco (4, j) € A tem-se um custo unitdrio c}; de deslocamento,
um custo fixo de tarifa tfj e uma capacidade ufj variando por nivel p = {0,1,....L}. A
tarifa pode ser zero (t?j = 0) se a capacidade u?j garantir que ndo haja congestionamento.
O objetivo € minimizar os custos associados ao deslocamento e as tarifas, atendendo o
trafego e instalando um maximo de R pedagios.
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3. Modelos de Programacao Linear Inteira

Os modelos apresentados neste trabalho baseiam-se em Programacao Linear Inteira (PLI).
Nas duas abordagens, tem-se um nimero maximo R de postos de pedagios que se deseja
instalar a fim de diminuir o congestionamento de determinadas vias. Assume-se que
os usudrios das vias optem sempre pelos caminhos de menor custo e que os arcos com
capacidade minima (uw, onde p = 0) ndo possuem peddgios, em outras palavras, a tarifa
para esse nivel € igual a zero.

Os modelos utilizam as variaveis: x . (indica se ha fluxo da demanda k no arco

(1,7)), x P (indica se hé fluxo do produto k no arco (i, j) no nivel p), y;; (indica se o
pedégio no nivel p é alocado ao arco (3, j)) e z;; (fluxo total no arco (3, j) no nivel p).

3.1. Modelo 1

Funcao objetivo:

L
min Z Z 2+ Z th 5 (1)

(i,j)€A p=0 (i,j)eA p=1

Sujeito ao seguinte conjunto de restrigdes:

1 se i = o(k)
Soak =k = (-1 se i=dk) Yie NYVke K (2
(4,3) (4, 0 caso contrario
L
> oyl =k, V(i j) € AVE e K 3)
p=0
L
Youh<1l Vi) eA )
p=0
L
DD <R 5)
p=1 (i,5)
L
Yoh = akdt, Vi) eA (©)
p=0 k
0 <2 <wulyy, V(i,j)€AVpel 7
xfj c{0,1}, VY(i,j) € AVke K 8)
y;; €{0,1}, V(i,j) € A,Vpe L 9)

A funcao objetivo (1) minimiza os custos associados ao trafego de veiculos: O
primeiro termo refere-se ao custo de deslocamento, enquanto que o segundo aos custos
referentes as tarifas. As restricdes (2) referem-se a conservacdo do fluxo (a existéncia
de um caminho entre a origem e o destino para cada demanda). As restricdes (3) e (4)
garantem que cada arco pode conter peddgio em apenas um nivel, caso haja um fluxo de
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veiculos passando por esses. A restricao (5) assegura que serdo instalados até R pedagios.
As restri¢des (6) associam a soma do fluxo total de cada arco (i, j) € A, divididos em p
niveis, a soma das demandas que passam pelos arcos. O conjunto de restri¢des (7) garante
que o fluxo total de cada arco ndo excederd a capacidade maxima de cada nivel p. Por
fim, as restricoes (8) e (9) definem o dominio das varidveis de decisdo x e y.

3.2. Modelo 2

O segundo modelo, diferentemente do primeiro, é baseado na formulacao do Problema de
Fluxo Multiproduto em um grafo aumentado (p arcos para cada arco no grafo original),
com varidveis e restricoes adicionais. Cada um desses arcos estd relacionado com uma
capacidade e todas as demandas que passam entre dois nds devem utilizar o mesmo arco,
isto é, apenas um nivel pode ser escolhido para cada arco.

Funcao objetivo:

L
min 3, Y, ) cigd+ ) ZDZ e 10)

(1,7)€eAP=0 k (i,5)eA p=1

Sujeito ao seguinte conjunto de restri¢des:

L L 1 se i =o(k)
Zpr_ Zgjz?l?: -1 se i=d(k) Vie N,Vke K(11)
(i,§) P=0 (j,i) p=0 0  caso contrério

yl > i, V(i,j) € AVk e KVpe L (12)

L
nyj <1, V(i,j) € A (13)

p=0

L

P, 14

oy
Zxkpd’f <yl V(i,j) € A,Vpe L 15)
a:zj € {0,1}, VY(i,5) € A,Vk e K,Vp€e L (16)
v e{0,1},  V(i,j) € AVpelL an

A funcdo objetivo (10) minimiza os custos associados ao trdfego de veiculos
(custo de deslocamento e custos referentes as tarifas). As restricdes (11) referem-se a
conservacao do fluxo, que garante um caminho para cada demanda. As restricdes (12) e
(13) garantem que cada arco pode conter peddgio em apenas um nivel, nesse caso hd um
fluxo de veiculos passando por esses. E a restricao (14) assegura que um nimero maximo
R de pedégios serdo instalados. O conjunto de restri¢des (15) garante que o fluxo total
de cada arco ndo excedera a capacidade de cada nivel. Por fim, as restri¢cdes (16) e (17)
definem o dominio das varidveis de decisao x e y.
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4. Resultados Computacionais

Os modelos foram implementados em linguagem C com a biblioteca de otimizagdo
[CPLEX 2009] versao 12.6. Os experimentos foram conduzidos no sistema operacio-
nal Ubuntu 14.04 LTS, processador Intel® Xeon® E5645, 2.40 GHz de frequéncia e 32
GB de memoéria RAM. Foi estabelecido um limite de tempo de 10800 segundos. O carac-
tere “ - ” indica que o limite foi alcangcado. Os experimentos foram realizados utilizando
quatro instancias sintéticas (8, 12, 16 e 20 nos), criadas a partir da instancia original Sioux
Falls Test Network [Meng and Yang 2002] que possui 24 nés, com diferentes capacidades
em cada um dos arcos, coordenadas e demandas fixas para os pares de nos.

O custo de deslocamento (c?j) foi calculado a partir das coordenadas, utilizando
o calculo de distancias euclidianas. Para os outros cfj foi estabelecido um acréscimo de
{0%, 10%, 20%} do valor inicial. O nimero de niveis foi pré-determinado como L = 2 e
as tarifas (tfj) para cada nivel igual a {1, 2 e 3} unidades, respectivamente. A capacidade
(u;;) dos arcos foi acrescida por um multiplicador, proporcional aos niveis {1.0, 1.5, 2.0}.
O ndmero maximo de pedagios, R, foi definido como o total de arcos da rede.

. . - . . L, . k
Neste trabalho foi considerado a relaxacao de integralidade das varidveis xfj X, f

e yf;, essas deixaram de ser inteiras, para assumirem valores continuos. A solu¢do da
relaxacdo linear (RL) pode demonstrar o quanto a relaxacdo de um modelo € mais forte e
também permite comparar os modelos em termos de limites inferiores que esse fornece.
A Tabela 1 apresenta os resultados computacionais. E possivel perceber que o PLI dado
pelo primeiro modelo resolve as instancias mais rapidamente, mas os limites da relaxagao
linear do segundo modelo sdo melhores.

Tabela 1. Resultados Computacionais para os Modelos 1 e 2

Modelo 1 Modelo 2 le2
al Total Funcdo Tempo Funcido Tempo Pedégios
Instancia de Arcos  Objetivo (s) RL Objetivo (s) RL Alocados
SiouxFalls_8 16 4.245.200  0.02 4.171.645  4.245.200 0.02 4.245.200 2

SiouxFalls_12 30 16.527.800 2.68  16.241.629 16.527.800  3.78 16.425.317 2
SiouxFalls_16 42 41.513.400 12.27 41.021.552 41.513.400 12.01 41.314.874 20
SiouxFalls_20 58 66.250.355 299.59 65.711.090 66.250.355 1578.34 65.841.253 30
SiouxFalls_24 76 91.628.611 - 91.099.847 91.724.608 - 91.397.715 46

5. Conclusao

Foram apresentados dois modelos de Programacao Linear Inteira (PLI) para este pro-
blema. O PLI dado pela primeira formulacao resolve as instancias mais rdpido do que o
PLI dado pelo segunda, mas os limites da relaxagdo linear do segundo modelo sdo melho-
res. Como trabalho futuro, planeja-se utilizar técnicas exatas como geragdo de colunas e
branch-and-price com o intuito de obter solucdes para instancias maiores em um tempo
aceitavel.

Referéncias
CPLEX, I. (2009). Ilog cplex homepage 2009.
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Reconhecendo Grafos com até 1 Cruzamento
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Abstract. The crossing number cr(G) of a graph G is the least number of cros-
sings over all possible drawings of G. This paper describes a minor improve-
ment over a naive algorithm for deciding if cr(G) < 1.

Resumo. O niimero de cruzamentos de um grafo G é o menor niimero de cru-
zamentos dentre todos os desenhos de G. Este artigo descreve uma pequena
melhora para um algoritmo ingénuo para decidir se cr(G) < 1.

1. Introducao
Um desenho D de um grafo G = (V(G), E(G)) é a unido das imagens de:

e uma fungdo injetiva ¢ : V(G) — R?, e

e uma funcdo ¢, para cada aresta e = wwv, tal que ¢, € um mapeamento continuo
entre o intervalo real [0, 1] e um subconjunto do R?, ¢.(0) = ¢(u) € ¢ (1) = ¢(v),
ou vice-versa, e ¢(V) N ¢ ([0, 1]\{0,1}) = 0.

No texto, ndo faremos distingao entre as arestas e vértices do grafo e o conjunto
de pontos representando elas em D. Seja H um subgrafo de GG, usamos a notagdo D[H |
para representar o desenho de A em D.

Seja D um desenho de um grafo GG, um cruzamento é uma intersecdo entre o
interior de duas arestas. O niimero de cruzamentos cr(D) de D é o nimero de interse¢des
entre arestas em D. O niimero de cruzamentos cr(G) de um grafo G é o menor cr(D)
dentre todos os desenhos D de G.

O numero de cruzamentos de um grafo tem aplicacdes prdticas nas areas de
VLSI (Very Large Scale Integration) e de desenhos de grafos (graph drawing). Leigh-
ton [Leighton 1983]] mostrou que a drea necessaria para representar um circuito elétrico
esta intrinsecamente relacionada ao nimero de cruzamentos do grafo que representa o cir-
cuito. Purchase [Purchase 1997] fez uma pesquisa mostrando que o desenhos de grafos
que minimizam o nimero de cruzamentos sao os mais faceis de entender visualmente.

Como apontado por Székely [Székely 1997], resultados sobre o ntimero de cruza-
mentos de grafos podem ser utilizados para provar, de forma simples, alguns problemas
dificeis de geometria discreta.

Dado um grafo G e um inteiro k, determinar se ¢r(G) < k é um problema NP-
Completo [Garey and Johnson 1983]]. Sabe-se que o problema & fixed-parameter tracta-
ble para k fixo [Grohe 2001]. Informalmente, isto significa que para cada k fixo existe
um algoritmo polinomial que decide se cr(G) < k.

*Pesquisa financiada pela FAPESP Proc. 2014/14375-9, 2015/04385-0 e 2015/11937-9, CNPq Proc.
311373/2015-1
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Conhece-se na literatura um algoritmo ingénuo que dados G e k, decide se
cr(G) < k. Este artigo apresenta um algoritmo que, apesar de ndo ser asintoticamente
melhor, pode melhorar a complexidade em até |E(G)| para grafos mais densos. Este ar-
tigo apresenta uma melhoria para algoritmo simples que determina se um grafo tem um
ou menos cruzamentos. Na Secdo 2 descreveremos o algoritmo ingénuo. Na Secdo 3
descrevemos nosso algoritmo.

2. Algoritmo Ingénuo para Decidir se cr(G) < k
Nesta se¢do descreveremos um algoritmo simples para decidir se cr(G) < k.

Usamos indu¢do em k. Se k = 0 podemos usar um algoritmo de planaridade com
complexidade linear no tamanho dos vértices [Hopcroft and Tarjan 1974].

Por indugdo em k, sabemos se ¢r(G) < k. Se for, entdo o problema esta resolvido.
Suponha o contréario. Precisamos verificar se cr(G) = k. Seja e, f um par de arestas
distintas de . Denotamos por G ¢ o grafo obtido subdividindo e e f e identificando as
subdivisdes. Denominamos este novo vértice de v. Note que se D é um desenho de G ¢
com k — 1 cruzamentos D também € um desenho de GG com n + 1 cruzamentos, entio,
por hipétese, G r ndo pode ser desenhado com menos que & — 1 cruzamentos.

Seja e, f um par de arestas distintas de G. Por indugdo verificamos se cr (G, r) =
k—1. Suponha que sim e seja D um desenho de GG, ; com k£ —1 cruzamentos. Logo, existe
um desenho de G com k cruzamentos, e portanto cr(G) = k. Se n < k— 1, similarmente,
temos que cr(G) < k — 1, contrariando nossa hipétese. Caso cr (G, r) > k — 1 temos que
(G nao possui nenhum desenho com no maximo k cruzamentos tal que e e f se cruzam.

Logo se ndo existe nenhum par de arestas distintas e, f de G tal que cr(G, 5) <
k — 1, concluimos que nio existe nenhum desenho D’ de G com cr(D) < k.

Note que a cada passo indutivo no algoritmo, adicionamos duas arestas e um
vértice a mais no grafo. Portanto, sdo gerados no maximo (|E(G)| + 2k)? + 1 sub-
problemas e no caso base executamos um algoritmo de complexidade O(|V (G)| + k).
Logo, analisando a arvore da recursdo, concluimos que o algoritmo tem complexidade

O((IE(G)] + 2k)*([V(G)| + k).

3. Reconhecendo Grafos com até um cruzamento

Quando £ = 1 o algoritmo ingénuo descrito na se¢dao anterior tem complexidade
O(|E(G)|!|V(G)]). Nesta secdo, descrevemos como podemos melhorar esse algoritmo
neste caso.

Um par de arestas e, f € F(G) é um par cruzante se existe um desenho de G com
um cruzamento no qual Dle| e D[f] se cruzam. Um subgrafo H de G é um I-subgrafo de
G se cr(H) = 1. Seja H um subgrafo de um grafo G. Denotamos por D[H| o desenho
de H contido em D.

Lema 1. Seja G um grafo nao-planar. Se e, f é um par cruzante de um grafo G entdo
e, [ também é um par cruzante de todo 1-subgrafo H de G.

Demonstragdo. Seja H um 1-subgrafo de H e seja D um desenho com um cruzamento
de G no qual e e f se cruzam. Ja que D[H] tem que ter um cruzamento, 0 mesmo
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deve conter e e f pois sdo as Gnicas arestas que se cruzam em D. Logo, D[H] tem um
cruzamento. O

O lema anterior mostra que nao € necessdrio verificar se cr(Ge ) = 1 para todo
par de arestas de (. Basta apenas verificar para todo par de arestas cruzante de um 1-
subgrafo H de G.

Assim, podemos modificar o algoritmo da seguinte maneira. Verificamos de G é
planar. Se sim entdo o problema esta resolvido. Sendo, existe um subgrafo H de GG que é
uma subdivisdo de um /3 3 ou /5. O subgrafo H pode ser obtido através do algoritmo de
planaridade em tempo linear no nimero de vértices [Hopcroft and Tarjan 1974)]. Verifi-
camos se cr(G., ;) = 0 para cada par de arestas e, f distintas de H. Caso sim para algum
par, entdo cr(G) < 1. Caso contrério, cr(G) > 1.

O algoritmo tem complexidade O(|E(H)|*|V(G)|). No pior caso, no qual G =
H, a complexidade € a mesma do algoritmo descrito na se¢do anterior. Dado que o nimero
de arestas de H é linear com relagdo ao nimero de vértices de GG, em grafos densos, temos
uma melhora de até | E(G)| no tempo de execuc@o do algoritmo com relagio ao ingénuo.

Podemos usar este algoritmo como caso base no algoritmo da secao anterior, me-
lhorando o tempo de execu¢do do mesmo. No caso em que € conhecido um 1-subgrafo
H de G especifico, podemos utilizar a informagao sobre os pares cruzantes de H para
melhorar o tempo de execugao.
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Abstract. The goal of this paper is to present a simple introduction to the theory
of flag algebras developed by Razborov, as well as illustrate this theory’s power
for obtaining results in extremal combinatorics. In this paper, we investigate a
density problem in tournaments.

Resumo. O objetivo deste trabalho é apresentar uma introdugdo acessivel a
teoria das dlgebras de flags desenvolvida por Razborov, bem como ilustrar a
aplicabilidade desta teoria para obter resultados em combinatoria extremal.
Neste trabalho, lidamos com um problema de densidade em torneios.

Introducao

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducio a teoria de algebras de flag, desen-
volvida por Razborov [Razborov 2007], que tem sido utilizada em diversos problemas
de combinatdria extremal. Para ilustrar a aplicabilidade dessa teoria, apresentamos um
resultado para torneios [Coregliano et al. 2015, Parente 2016] obtido utilizando técnicas
da teoria de dlgebra de flags.

Um torneio é um digrafo T = (V, A) tal que, para cada par ndo-ordenado de
vértices {u, v}, temos que exatamente um dentre (u,v) e (v,u) pertence a A (veja a Fi-
gura 1). O problema que estudamos € o seguinte. Seja 7' um torneio com t vértices.
Queremos calcular o seguinte valor: maxy, 7., p(T,T,), onde 7, é o conjunto de todos
os torneios com n vértices e p(T, T},) é o nimero de cdpias de 7' em T, dividido por (’Z)
Note que p(7,T,) é a probabilidade de, ao sortearmos um conjunto S de t vértices de
T, obtermos um digrafo 7,,[S] isomorfo a 7. Dizemos que p(T',T},) é a densidade de
T em 7,,. Ou seja, queremos saber qual € a densidade maxima de 7" considerando todos
os torneios em n vértices. Em combinatdria extremal, é comum lidarmos com versoes
assintéticas dos problemas investigados. No nosso caso, isso significa que queremos cal-
cular o valor lim,,_,., maxy, 7, p(T,T,). Neste trabalho, utilizamos dlgebras de flag para
mostrar que

lim max p(R,T,) = 1/16, (1)

n—o0 Tn€Tn

The first author is supported by FAPESP grant (2016/24041-6) and this article was produced as part of the activities of FAPESP
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142



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

AN

DY

o+—0

Figura 1. Torneio R: um torneio em 5 vertices.

onde R € o torneio na Figura 1. A prova completa do resultado estd disponivel
em [Coregliano et al. 2015, Parente 2016].

Destacamos que uma caracteristica de grande interesse no uso das algebras de
flags € a facil utilizacdo de resolvedores de programas semidefinidos para a obtengdo de
cotas superiores para os valores que queremos calcular.

Algebra de flags

Nesta secdo, apresentamos brevemente alguns conceitos de dlgebra de flags. Para faci-
litar a leitura, definiremos flags no contexto de torneios. No entanto, um dos aspectos
mais atrativos dessa teoria € que esta pode ser usada para modelar diversas estruturas
combinatdrias como, por exemplo, grafos, hipergrafos, permutacgdes, grafos livres de uma
familia de grafos proibidos, entre outras. Mais precisamente, a teoria de algebra de flags
foi criada para lidar com qualquer teoria universal de primeira ordem.

A idéia principal € criar uma algebra que capture as densidades p(7',7,,). Tra-
balhamos com torneios rotulados e parcialmente rotulados: um tipo € um torneio cujo
conjunto de vértices é {1, ...t} para algum ¢ € N; dado um tipo o com ¢ vértices, uma
o-flag é um par F' = (T,0) onde T é um torneio, 6 : {1,...,t} — V(T é uma imersdo
de o0 em 7', ou seja, a fun¢do # é um isomorfismo entre o e o torneio induzido por im(#)
em 7. Veja a Figura 2. Dado um tipo o, denotamos por F; o conjunto das o-flags com ¢
vértices e fazemos F7 = UF/. Para o-flags T', T’ de tamanhos ¢ < t/, definimos p(7’, ")
como a razdo entre o nimero de conjuntos W de tamanho ¢ — s (onde s = |V (0)|) tais
que T'[W U S| é isomorfo a T (onde S € o conjunto de vértices rotulados de T') e ( tis).

g1
Figura 2. Tipos 01,0, € 03, uma o;-flag e uma o3-flag

Em seguida, construimos o conjunto RF“ de todas as combinacdes lineares for-
mais dos elementos de F7. Por exemplo, se T"e T" sdo o-flags, entao T+T1", T —T", 4T —
(2/3)T" sao elementos de RF“ (ou seja, qualquer combina¢ao com quaisquer coeficien-
tes € vélida). No entanto, esse espaco de combina¢des nao captura as densidades como
queriamos e nao mostra nenhuma relagdo entre as combinagdes. Para capturar as densida-
des, gostarfamos que 7" fosse considerado igual 2 combinagdo linear ) . Fo p(T;T,)T,,

pois p(T,1,) = > jero P(T; T)p(T,T,). Isso pode ser feito da seguinte maneira. Con-
sidere o subsepago linear KC” gerado pelos elementos 7" — > ;. _ . p(71'; T,,)T;, (para todo
n € Ncomn > V(T)). Queremos considerar todos os elementos de K7 como zero.
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Isso € feito definindo A° = RF?/K? como a dlgebra' obtida pelo quociente de RF?
por K?. Por exemplo, seja 7' uma o-flag com ¢ vértices e 7" uma o-flag com ¢’ vértices.
Como poderiamos avaliar a expressio 7' — 7"? Seja n > max{¢,t'} e suponha que
ZTnefg p(T:T,) = (1/2)T,+ (1/2)T, e ZTnefg p(T";T,) = (1/3)T,+ (2/3)T}. Entdo
na dlgebra vale que 7' — 7" = (1/6)T,, — (1/6)T}.

Agora volte a considerar o problema de mostrar que lim,, ., maxy, 7, p(R,T,)
¢ 1/16, onde R é o torneio na Figura 1. Uma propriedade interessante é que
existe uma sequéncia (7,),en de torneios com tamanho crescente tal que ndao apenas
lim,enp(T,T,) = 1/16, mas lim, ey p(1”,T,,) também existe para todo torneio 7”. As-
sim, é natural dizer que uma sequéncia (7},),en de o-flags é convergente se é crescente e
para toda o-flag fixa F' € F°, a sequéncia de nimeros reais (p(F’; F},))nen € convergente.
Ou seja, 0 nosso problema é equivalente a calcular lim,, . p(7,T,,) onde (7},)nen € uma
sequéncia convergente.

Uma parte essencial da teoria de dlgebra de flags € lidar com essas sequéncias con-
vergentes. O que seria um objeto-limite apropriado? Se (7},),en € uma sequéncia conver-
gente de o-flags, precisamos de um objeto ¢ para o qual e ¢(7") = lim,,_,o. p(T; T},). Seja
Hom™ (A%, R) homomorfismos de algebras? ¢ de A° para R tal que ¢(7") > 0 para toda o-
flag T'. Dizemos que uma sequéncia de o-flags (7, ),cn converge para ¢ € Hom™ (A R)
se ¢(T) = lim,, oo p(T; T),) para toda o-flag T

Como saber que esses homomorfismos sdo o objeto-limite “certo” para as sequen-
cias convergentes? Um belo resultado de Razborov [Razborov 2007, Theorem 3.3] e de
Lovasz e Szegedy [Lovész and Szegedy 2006] nos diz que toda sequéncia convergente
de o-flags converge para um homomorfismo em Hom™ (A%, R). Por outro lado, para todo
homomorfismo ¢ € Hom™ (A7, R), existe uma sequéncia de o-flags que converge para ¢.
Assim, temos que

lim max p(R,T,) = max  ¢(7), onde 0 € um torneio sem vértices. (2)
n—00 Tn€Tn ¢€Hom™ (A9,R)

O método semidefinido para algebra de flags

Note que prover limitantes inferiores para problemas de densidade maxima é uma ta-
refa relativamente facil. De fato, toda sequéncia crescente de torneios (7},),en nos da
um limitante inferior limsup,,_,. p(T;7T,,). De fato, seja Rs,.1 0 que chamaremos de
torneio carrossel. Esse torneio tem conjunto de vértices V (Ra,41) = {0,1,...,2n} e
conjunto de arcos A(Ra,11) = {(v,(v + i) mod (2n+ 1)) : v € V(Rau1) €@ € [n]},
onde [n] = {1,2,...,n}. Através de uma prova combinatdria simples, pode-se mostrar
que lim,, ., p(R, R,) = 1/16. Mas como mostrar que ndo € possivel atingir um valor
maior? De fato, essa € a parte dificil da prova.

Na secdo anterior, vimos que o problema de calcular a densidade méxima de R
pode ser visto como um problema de maximiza¢do em Hom™ (A% R). A primeira vista,
pode parecer que trocamos um problema relativamente simples de descrever e de forte

Para que A° seja de fato uma 4lgebra, é preciso que definir também um produto. Para detalhes, veja o
artigo [Coregliano et al. 2015, Parente 2016].
2Uma funcio ¢ : A° — R é um homomorfismo de 4lgebra se para todo o € Re f,g € A°, vale que

Pla- f)=a-o(f), o(f - g) = o(f) - ¢(g) e ¢(f +9) = ¢(f) + ¢(9).
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intui¢do combinatdria por um problema muito mais dificil por lidar com objetos muito
mais complexos (0s homomorfismos). De fato, a intuicdo combinatdria perde-se nos ho-
momorfismos. No entanto, Razborov desenvolveu um método para formular problemas
semidefinidos para obter limitantes superiores para (2). Dessa forma, podemos usar o
auxilio do computador por meio de resolvedores para programas semidefinidos para obter
esses limitantes. Esse método tem sido usado com muito sucesso para avangar o entendi-
mento de diversos problemas de combinatéria extremal.

A seguir, descrevemos como construir o programa semidefinido para o nosso pro-
blema. Primeiro, escolhemos um nimero m € Netipos o1, ...,0;. Paracadal < < m,
seja k; o nimero de vértices de o;. Em seguida, escolhemos niimeros ¢, ¢4, . . . , /,, tais que
20; — k; < {¢paratodo 1 <i < m.

. . . L, . - . . FlixFoi
No programa semidefinido abaixo, as varidveis sio matrizes Q(i) € R’ 4 74
para 1 < ¢ < m. Uma matriz simétrica real € dita positiva semidefinida se todos os
seus autovalores sdo ndo-negativos. Para duas matrizes A, B € R"*", o produto interno
P . n n . . L . .
(A, B) € definido como ;| > °_, A; ;B; ;. O programa semidefinido € o seguinte:

min y
st. p(R.T)+) (QM),Ci.T) <y VIeTs
i=1

Qi) € R7e %74 positiva semidefinida Vie{l,...,m},

o

onde C(i,T) € R 7 é uma matriz de coeficientes tal que, para T}, T, € F| o

C(iaT)T1,T2 = Z p<T17T27T>p(0-z>T|O>p<T|07T)7

TeF]!

onde Ty é o torneio obtido a partir de T ap6s a remogdo dos rétulos e p(Ty, To; T)
é a densidade conjunta de Ty e T, em T, que é definida por p(Ty,T2;T) =

W/ <(éi_ki)!2(£!_2£i_2ki)!>’ onde W € o conjunto de pares (W7, W) de subconjuntos dis-

juntos de V(T') de tamanho ¢; — k; tais que T'[W, US| = Ty e T[Wo US| = Ty e S
€ o conjunto de vértices rotulados de 7'. Claramente, computar esses coeficientes ¢ uma
parte trabalhosa para a aplicagdo do método. Para o nosso problema, escolhemos m = 3,
{=05,0, =3,0y =13 =4. Ostipos 01, 05 € 03 estdo na Figura 2. Com isso, obtemos um
programa semidefinido e utilizamos os programas CDSP e SDPA para obter o valor 1/16.
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Abstract. Let (G,w,t) denote a triplet consisting of a connected graph G =
(V, E) with a nonnegative weight function w defined on E, and a real number
t > 1. A tree t-spanner of G is a spanning tree H of G such that for each pair of
vertices u, v, the distance between u and v in H is at most t times the distance
between u and v in G. We address the Minimum Weight Tree Spanner Problem
(MWTS), defined as follows. Given a triplet (G,w,t), find a tree t-spanner in
G that has the smallest possible weight. It is known that MWTS is NP-hard
for every fixed t > 4. We propose two ILP formulations for MW'TS, based on
arborescences, of polynomial size, and present some preliminary results on the
computational experiments with these formulations.

Resumo. Seja (G,w,t) uma tripla formada por um grafo conexo G = (V, F)
com uma fungdo peso w definida sobre I, e um niimero real t > 1. Uma drvore
t-spanner de G é uma drvore geradora H de G tal que para quaisquer pares
de vértices u, v, a distdncia entre u e v em H é no mdximo t vezes a distdncia
entre u e v em (G. Estudamos o problema da drvore spanner de custo minimo,
denotado por MWTTS (acronimo de Minimum Weight Tree Spanner): dada uma
tripla (G, w,t), encontrar em G uma drvore t-spanner que tenha o menor peso
possivel. Sabe-se que MWTS é NP-dificil para todo t > 4, fixo. Propomos duas
formulagoes lineares inteiras para o MW'TS, baseadas em arborescéncias, de
tamanho polinomial, e apresentamos resultados preliminares sobre os experi-
mentos computacionais realizados com essas formulacoes.

1. Introduction

In this work, (G, w, t) denotes a triplet consisting of a connected graph G = (V| E) with
nonnegative weight w, for each edge e € £, and a real number ¢ > 1. For two distinct
vertices u, v in V, the distance between u and v in GG, denoted by dist¢ (u, v), is the length
of a shortest path (w.r.t. w) from u to v in G.

A t-spanner of G is a spanning subgraph H of G such that disty(u,v) <
t - distg(u, v) for all vertices u, v in V. The integer t is called the strech factor. A
tree t-spanner is a t-spanner that is a tree. We study the Minimum Weight Tree Spanner
Problem (MWTS), defined as follows: given a a triplet (G, w, t), find a tree ¢-spanner in
G of minimum weight.

*Preliminary results of an ongoing research carried out by the author in his PhD program at IME-
USP under the supervision of Professor Yoshiko Wakabayashi. This work also benefited from helpful
discussions with Professor Manoel Campélo (UFC). Research supported by FAPESP fellowship, Project
(Proc. 2013/22875-9) and MaCLinC project of NUMEC/USP.
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The cardinality version of this problem is basically a feasibility (or ex-
istence) problem. Even in this case, the problem is known to be NP-
complete [Cai and Corneil 1995] for every fixed ¢ > 4. It is known to be solvable in
polynomial time for ¢ = 2 [Bondy 1989, Cai and Corneil 1995]. The computational
complexity status when ¢ = 3 is unknown.

The more general problem, in which the objective is to find a ¢-spanner, has been
largely investigated. It arises in distributed computing scenarios [Awerbuch 1985], com-
munication networks [Peleg and Upfal 1988] and robotics. The concept of spanners was
introduced in 1987 (in a conference) by Peleg and Ullman [Peleg and Upfal 1988], in
connection with construction of synchronizers. Heuristics as well as a column-generation
approach have been proposed for the graph spanner (but not for the tree spanner) problem.

In this work we focus on two ILP formulations for MWTS. In these formulations,
we use the result proved by [Cai and Corneil 1995] that guarantees that the stretch factor
condition can be simplified to dist g (u, v) < t-w(u,v) forall uv € E. To our knowledge,
no approximation algorithms or ILP formulations have been proposed for MWTS.

2. Integer Linear Formulations for MWTS

The polyhedron of the tree spanner problem associated with (G,w,t) is defined as
P(G,t) := conv{XT € RIFl | G[F]is a tree t-spanner}, where X" denotes the inci-
dence vector of F'. In what follows we present two ILP formulations. With respect to the
two polyhedra defined by the convex hull of the integer points satisfing these formulations,
P(G, 1) is a projection on the space RI”!.

2.1. Formulation 1: finding distances between vertices

Given a graph G = (V,E), let D = (V, A) be the digraph obtained from G, where
A = {(u,v),(v,u) : wv € E}. Let B := {0,1}. Take a vertex v € V (root of a
v-rooted arborescence) and consider the variable z¥ = (27;)jc 4, associated with v. This
variable tells which arcs are in the v-rooted arborescence. In the formulation we deal
with aborescences in D, rooted at different vertices of this digraph. They allow us to
find paths between vertices on the given arborescences in a easy way. Then, using these
arborescences, we construct a spanning tree (defined by the variables z) satisfying the
stretch factor condition.

The decision variable € BI?l has the following meaning: for each edge e,
x(e) = 1if and only if e is part of the solution. For each f € E, consider 3/ = (y/).cp.
The variable y € BIZI*I”| has the following meaning: for each edge e, and edge f = uwv,
y/ = 1if and only if e is in the path between u and v in the solution tree.

min E WeTe

eclk
s.t.
Yz =|V|-1 (1)
eckE
doa=1 VreV,VjeV\{r} 2)
i€6~(4)
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Z 2. =0 VreV (3)
€6 (r)
Te = 2i; + 2 VreV,Ve=1{i,j} € E 4)
zis— 20 Sy < 2+ 2 Vuv € E, Ve ={i,j} € E ®)
zi — 25 Syt < 2+ 2 Vuv € B, Ve ={i,j} € F 6)
Zwe Yot <t-w(u,v) Yuv € E (7)
eckE
z € BIFl y e BIFXIEL v c BIEIXIE YoeV )

2.2. Formulation 2: with variables representing distances between pairs of vertices

For this formulation, we consider the same setting as the previous formulation. Given G =
(V, E), we consider similarly the digraph D = (V, A). The variables z € R!VI*IEIXIEl and
x € Rl are also defined similarly. Additionally, now let v € RIVI*IVI be a variable, such
that for ¢, 7 € V, when u{ = ué, then u; represents the distance between 7 and ;. In the
formulation, M;; is a given upper bound on the distance between vertices 7 and j in G.

min g Wele

ecE

S.t.
d e =|V|-1 9)
ecE

Zzz:l VreV,VjeV\{r} (10)
€6 (j)

S =0 Vrev (11)
€6 (r)
Te = zj; + 2 VreV,Ve={i,j} € E (12)
up + (M — wip) 2y < My, VreV,Vrie A (14)
u, =0 VreV (15)
ul =uh < t-wy Vij € E (16)
z € BIF 2m e BIEXIEL 4r ¢ RIVI VreV (17)

The idea behind constraint (13) was used by [Miller et al. 1960] for the TSP.

3. Computational experiments

We carried out some computational experiments to compare the two formulations and
to have some idea of the strength of these formulations. We focused the unweighted
case (cardinality version) and the case in which the weights represent Euclidean distance.
For the cardinality version, we implemented a polynomial-time algorithm (showed by
Nadiradze, 2013) for the Bounded Diameter Minimum Spanning Tree problem to use in
the preprocessing phase. We also added two other valid inequalities for this version.
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Our implementation was coded in C++, using CPLEX as the ILP solver. The code
was run on a machine with 65 GB of RAM and 1.6 GHz (using single core). We present
only results obtained with Formulation 2, as it consistently outperformed Formulation 1.
Table 1 shows results for the cardinality version. We considered three parameters, and for
each combination, we generated 10 random instances. Density means the percentage of
edges in the graph compared to the complete graph. Time is the average time in seconds
(for the instances solved with ILP); TLE (Time Limit Exceeded) indicates the number of
instances not solved within 1 hour of CPU time.

| ¢ [ [V] | Density | # Solved in prep. phase | TLE | # Solved with ILP | Time (s) |

10 40 5 0 5 0.02
10 60 10 0 0 -
20 20 0 0 10 0.07
20 40 0 0 10 7.03
20 60 7 0 3 87.61
31 30 20 0 0 10 0.32
30 40 0 0 10 1250.94
30 60 7 3 0 -
40 20 0 0 10 83.30
40 40 0 10 0 -
40 60 0 10 0 -

Table 1. Computational results for the cardinality version

For ¢t = 3, instances with density 40 and 60 are the hardest ones. For this case,
almost all instances (of order up to 60) with density 20 could be solved quickly. Similarly,
for t € {3,4}, all instances (of order up to 60) with density 80 were solved quickly (all
of them with preprocessing). For ¢ = 4, all instances with density 40 or 60 were solved
quickly (with positive answer).

For the Euclidean case, we considered instances of order in the range from 10 to
120 (subgraphs of graphs from public libraries). For ¢ = 3, all instances were solved.
However, few of these instances admit a tree 3-spanner, and these are all of low order.
For t = 4, the greater the density, the smaller the number of instances solved. In this
case, for instances with density 80, only instances of order up to 40 were solved. For
the instances considered, finding tree spanners for ¢ = 3 was faster than for ¢ = 4. We
have to perform more computational experiments, but it seems that the random instances,
cardinality version, are harder to be solved.
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Abstract. We deal with the cumulative vehicle routing problem (VRP), a gen-
eralization of the capacitated VRP, which objective is to minimize the fuel con-
sumption. Gaur et al. in 2013 gave a 4-approximation based on a well-known
partition heuristic to the traveling salesperson problem (TSP). We present a

tighter analysis obtaining a (4 — ﬁ -approximation, where () is the capac-
ity of the vehicle and s is a scaling factor. To the best of our knowledge, this is
the best proved approximation for the cumulative VRP so far.

1. Introduction and Previous Work

The cumulative VRP was proposed by [Kara et al. 2008]. The objective is to minimize the
fuel consumption, given that the fuel consumed by distance unit is linearly proportional
to the total weight being carried (vehicle + load).

An instance of the cumulative VRP is given by what follows. A complete undirected
graph G(V, E') with vertices V' = {0, 1,...,n}, where 0 is the depot and the other vertices
are customers. There is an object of weight w; € Q- for each customer ¢, and we
consider that wy = 0. Each edge uv € F has a length d,,, € Q satisfying the triangular
inequality. An empty vehicle with capacity ) € Q- and weight W, € Q. is initially
located at the depot, and also, the weight of an object does not exceed (). In a feasible
solution S, we have that the only vehicle is repeatedly used in & directed cycles, each
one including the depot, to form a schedule that picks up the objects at the customers and
drops them in the depot, visiting every customer exactly once. The objective is to obtain
such a schedule that minimizes the fuel consumed.

Let 1+ > 0 be a constant that relates how much fuel is consumed by weight per distance
unit. We define a = uWWy and b = p. The fuel consumed by the vehicle to traverse the
cycle Cjis f(Cj) = alCy + b icc, w;d?, where |C}| is the length of the cycle C}, and
d? is the distance traveled by the vehicle carrying the object from being picked in the
customer ¢ until being dropped at the depot in the schedule S. The fuel consumed by a
vehicle to perform a schedule S is f(S) = GZ§:1 |C;| + b0 wids. Let d; be the
shortest distance between vertex ¢ and the depot.
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In this paper, we roughly follow the structure of [Gaur et al. 2013]. For our contribution,
we use the theorems 1-4 from [Gaur et al. 2013] and the definitions presented below.

Theorem 1 ([Haimovich and Rinnooy Kan 1985, Gaur et al. 2013]). Let C* denote an
optimal TSP tour of the graph G(V, E). Then, the total distance traveled by a vehicle to

bring all objects to the depot is at least max (\C* |, QZn:%de) .

A subtour is a TSP tour that visits a subset of V' (G), and, when it is clear, we will use tour
to denote it. W.l.0.g., consider that the vertices of a tour C' are numbered as 0,1,...,n
in the order that they appear in the sequence, and 0 is the depot. |C/| is the length of the
tour C'. By a cluster [i, j| we mean a set of a sequence of vertices in the tour C' from i to
J, with the extremes included. Considering £ > 2, and 1 < 21 < x93 < --- < zp_1 < n,

a cluster partition denoted by P = [1, 21, %o, ..., 2,1, n] of tour C' is a decomposition
of C into the k clusters [1,z1], [z1, 23], ..., [zr_1,n]. From a cluster partition P of C,
we are able to construct k subtours C, ..., C} such that: to traverse the subtour C;, the

vehicle begins at the depot, visits the vertices of C; in increasing order, and ends in the
depot. The length of P is given by [(P) = |Cy| + - - - + |Ckl.

Theorem 2 ([Altinkemer and Gavish 1987, Gaur et al. 2013]). Let an integer s > 0 be
a scaling factor in a way that sw;, for every i € V, sWy, and sQ) are positive integers,
such that sw; < sQ for every i € V. Let C be a TSP tour of G and let () be the
vehicle capacity. Then, there exists a cluster partition P of C with total length at most

gRizgds g (1 _ %) lel]

Theorem 3 ([Gaur et al. 2013]). Let C* be an optimal TSP tour, and let () be the capacity
of the vehicle. Then, the minimum fuel consumed by the vehicle to bring all objects to the

depot is at least a - max (\C*\, QZnﬁde) +b0 (>0 wid;).

Theorem 4 ([Gaur et al. 2013]). Let 3 > 0 be a positive rational number, C' be a
TSP tour, and assume that the vehicle has infinite capacity. Then, there exists a clus-
ter partition P = [1,x1,xs,...,25_1,n] of C with total fuel consumption at most

(1 n %) b, widy) + (1+2)a|C].

2. Our Contribution

We provide, in theorems 5 and 6, a refined analysis of the algorithm of [Gaur et al. 2013],
showing a tighter approximation ratio than the one presented by them.

Theorem 5 (From [Gaur et al. 2013] with a tighter bound). Let 3 > 0 be a positive
rational number, C' be a TSP tour, and () be the vehicle capacity. Then, there exists a
cluster partition P = [1,x1,2,...,x5_1,n] of C with total fuel consumption at most

n g wid; papy (el
(1 + %) b(3Xr, widi) + (1+5)alC| + 4a3,T —2a=5

Proof. Considering infinite capacity, there exists a cluster partition P of tour C' with
fuel consumption f(P) with an upper bound given by Theorem 4. Let Cy,Cs, ..., Cy
be the subtours corresponding to the cluster partition . Let W; be the total weight of
the objects picked by the vehicle in the subtour C;. If W, < @), then C} satisfies the
capacity restriction and, consequently, we keep the cluster corresponding to the subtour
C; with fuel consumption f(C;) unchanged. On the other hand, assume that 1W/; > (): by
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Theorem 2 there exists a refined cluster partition P; of C'; such that the total weight of the
objects in each cluster of P; is at most (), and there exists an upper bound on its length.

Now, given a subtour C;, we will give an upper bound on the fuel consumption f(P;).

W.Lo.g., we assume that the fuel consumption f(C;) of the subtour C; is obtained by a
traversal in clockwise order (the reversed case is symmetric). Cons1der that the vehicle
traverses each subtour Cj;,1 < [ < k; in the partition ;. We have that V; is the set of
vertices of the tour C;. Consider that, for each vertex ¢ € V, we have dicj that represents
the distance traveled by the vehicle from picking object 7 to dropping it at the depot in
tour C}, and analogously, dfj represents the respective distance for the cluster partition
P;. We have that dfj < dicj , because the cluster partition P; is a refinement of the tour

C;. Thus we can write f(P;) = Zz L f(Ch) = Zz 1<a|le|+bZi€ClwidPJ> =

. . , Yiec, wids
aziﬁaﬂ+bz@;wfﬁ<aw<>+bzﬂ;wc”s4wi%——+ﬂc|—
a|Cj|S + bZzEC wz = f(Cy) + ZL a|C; ISQ, where we used the upper

bound on [(P;) given by Theorem 2.

We consider that P’ is the final cluster partition that includes all the clusters, the ones
unchanged as well as the ones refined. Thus, the total fuel consumption is given by

ﬂmzzgﬂm<zﬂ(<w4&i— W|)=ZLN®+

4a—z‘7_1 2ico; — za_ijé\le = f(P)+4a 2= 1 i 9 T 1' %l . By the upper bound
of Theorem 4 on f(P), we have that P’ is a Cluster partition satlsfymg the theorem. W

Lemma 1. Let C* be an optimal TSP tour in a complete graph G(V, E) with weight
function d that are part of an instance of the capacitated VRP. Then, | <23 . d;

Proof. Recall that |V| = n + 1, with the vertices numbered from 0 (depot) to n. By
definition |C*[ = > c pior) Quv < D pperon(du + o) = D icvion 2di = 23 o di =
23" d;, where we used: that d,, < dyo + do, for uv € E(C*) by the triangular
inequality, the definition that d;y = dy; = d; for every » € V/, the fact that each vertex ¢ is
an extreme of exactly two edges of C*, and the definition dy = 0. |

Theorem 6. There exists a factor 4 — @ polynomial-time approximation algorithm for
the cumulative VRP.

Proof. Given as input an instance of cumulative VRP as previously described, consider
the algorithm with the steps: (1) compute a tour C' of GG by the well-known Christofides’
algorithm [Gaur et al. 2013], which guarantees that |C| < 2|C*[; (2) compute a cluster
partition P* of tour C' with optimal fuel consumption by a DP algorithm in time O(n?) as
done in [Gaur et al. 2013]; and (3) return the subtours C}, C5, ..., C} of P*.

In this algorithm, we optimally calculate P* of C' in polynomial time. The analysis is
being made over a heuristic algorithm that also calculates a cluster partition P of a tour,
thus we can state that f(P*) < f(P). Let S* be an optimal routing scheduling in fuel
consumption. By theorems 5 and 3, we have the ratio

(1_'_%)1)(2:1:1 wzdz)+ (].+ )CL|C| +4CLZ7’ 1w’b i 2 sté?‘C|
UG amax (\C*‘ 2M> O wid,
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C* 7 wid pouy (ef]
4( <| ‘_‘_221 >+bz 1wlz>_2a leJ

: a max (|C’*| 9 2izy Widi 1“’2 1) FO wids (1
<4- QGZJ' 1 151
T @ (amax (JO7] 2555 403 wid)
- 2a max <|C*| 2@)
<4- sQ (amax <|C’*| o Lisy widi 1wz ) Y Z) ()
2uWo max (]C*’ 2@)
- 3)
@ (omes(1 7))
9, max (|c*| 22:1_w>
= @
5Q (sWomas (101, 254 ) 4 0 L swi)
2 max <|C*|,2M)
=1
s20Q) (maX (|C*| 9 iz widi 1““ ) +> swldz)
g Rimyids A
= ~ e 5)

SgQ Zz le 7 333Q2

To obtain (1), we chose § = 2 and used that |C| < 2|C*|. We used Theorem 1 to get
(2). To obtain (3), recall that a = uWy and b = p. In (4), we made use of the fact that
s and sW) are integers. To obtain (5), we deal with the absolute value of the fraction:
we kept or lower the numerator; and we majored the denominator applying the fact that
|C*| < 2370 di < 2>77" | swd; as Lemma 1 states and as sw; are integers for every

i € V, and the fact 221’:&;“"‘1" = QZi:;C‘;w"di <2370 | swd;, as sQ is integer. |

References

Altinkemer, K. and Gavish, B. (1987). Heuristics for unequal weight delivery problems
with a fixed error guarantee. Operations Research Letters, 6(4):149 — 158.

Gaur, D. R., Mudgal, A., and Singh, R. R. (2013). Routing vehicles to minimize fuel
consumption. Operations Research Letters, 41(6):576 — 580.

Haimovich, M. and Rinnooy Kan, A. H. G. (1985). Bounds and heuristics for capacitated
routing problems. Mathematics of Operations Research, 10(4):527-542.

Kara, I., Kara, B. Y., and Yetis, M. K. (2008). Cumulative Vehicle Routing Problems,
pages 85-98. InTech Education and Publishing KG, Vienna, Austria.

153



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computagado

Algoritmo Branch-and-Bound para o Problema do Caixeiro
Alugador

Vitor de Godeiro Marques'

"nstituto Metrépole Digital
Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN)
Av. Senador Salgado Filho, 3000 — 59078-970 — Natal — RN — Brasil

vitorgodeirom@gmail.com

Abstract. In the Car Renter Salesman Problem, a set of cities should be visited,
beginning and ending in the same city, using vehicles rented for transport. Has
the goal to minimize the cost to perform the route. Several vehicles are available
for rental, each one with its characteristics and operating costs. These costs
include besides the amount paid for the rent of vehicles, the fuel consumption
and toll. Additionally, there is a fee to return the vehicle to the city in which
it was rented, if it went returned in a different city. In this paper we propose
an exact algorithm based on the Branch-and-Bound method for the problem
mentioned.

Resumo. No Problema do Caixeiro Alugador, um conjunto de cidades devem
ser visitadas, come¢ando e terminando na mesma cidade, usando veiculos alu-
gados para transporte. Possui como objetivo minimizar o custo para realizar
o percurso. Diversos veiculos estdo disponiveis para aluguel, cada qual com
suas proprias caracteristicas e custos operacionais. Esses custos incluem além
do valor pago pelo aluguel dos veiculos, o consumo de combustivel e peddgios.
Adicionalmente, existe uma taxa para retornar um veiculo para a cidade em
que ele foi alugado, se ele for entregue em uma cidade diferente. Nesse traba-
lho é proposto um algoritmo exato baseado no método Branch-and-Bound para
o referido problema.

1. Introducao

O Problema do Caixeiro Viajante — PCV (do inglés Traveling Salesman Problem —
TSP) é um dos problemas cldssicos da otimiza¢ao combinatéria e um dos problemas de
otimizac¢ao combinatéria mais pesquisados na literatura. O PCV possui varias e importan-
tes aplicacOes praticas e diversas variantes [Gutin and Punnen 2002]. Uma das variantes
do PCV ¢€ o Problema do Caixeiro Alugador (do inglés Car Renter Salesman Problem
— CaRS), recentemente descrito na literatura em [Goldbarg et al. 2011]. Esse modelo
tanto pode representar importantes aplicacdes na drea do aluguel de transporte para tu-
rismo quanto em manufatura flexivel [Goldbarg et al. 2012]. Por admitir o PCV como
um subcaso elementar, o0 modelo representa uma variante de complexidade seguramente
desafiadora [Goldbarg et al. 2011].

Neste trabalho, propomos atacar o Problema do Caixeiro Alugador de forma exata,
para isso aplicamos a técnica Branch-and-Bound [Balas and Toth 1983], pois ela tem sido
aplicada com bastante frequéncia em problemas de otimiza¢do combinatoria, incluindo o
Problema do Caixeiro Viajante [Prestes 2006].

154



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

2. Caixeiro Alugador

Nos dias atuais existem mais de 90 companhias de aluguel de veiculos com porte
significativo no mercado mundial [Car 2014]. A importancia do negdcio de aluguel
de veiculos pode ser avaliada pelo faturamento do setor como pelo porte das com-
panhias prestadoras de servico. Algumas destas chegam a faturar bilhdes de ddlares
[Conrad and Perlut 2006]. Contudo o aluguel de veiculos € apenas uma fragao dos custos
de transporte, sobre esses custos adiciona-se pelo menos as despesas com combustivel,
seguros e pedagios [Goldbarg et al. 2011]. Apesar de alguns trabalhos serem dedicados a
area de otimizagdo combinatéria para a industria de aluguel de carros, tais como os revi-
sados por [Yang et al. 2008], o ponto de vista do cliente ndo foi objeto de estudo nessas
publica¢des. A abordagem do ponto de vista do usudrio de carros alugados € introduzida
no trabalho [Goldbarg et al. 2011], a partir do Problema do Caixeiro Alugador.

Considerando um grafo G = (N, M) ponderado em arestas, com 7 carros dis-
poniveis para alugar. Uma matriz de custos C" = [c};] indica o custo total de aluguel pela
distancia percorrida, combustivel e possiveis pedagios entre quaisquer duas cidades 7 e j
com o veiculo r. A matriz D" = [d};] indica o custo total do carro r alugado na cidade i
ser devolvido na cidade j, tal que @ # j. A fung@o objetivo é minimizar o custo total do
percurso mais o custo de retorno dos veiculos alugados. Neste trabalho, € considerada a
variante do Caixeiro Alugador em que cada veiculo pode ser alugado apenas uma tnica
Vez.

3. Branch-and-Bound na solucao do Problema do Caixeiro Alugador

O célculo do limitante inicial do problema € realizado a partir do algoritmo evoluciondrio
da classe memética [Radcliffe and Surry 1994] descrito em [Goldbarg et al. 2011]. Nesse
algoritmo a populacao inicial € gerada pelo procedimento do vizinho mais préximo adap-
tada ao CaRS. A etapa da busca local desse algoritmo € representada pela busca em
vizinhanca varidvel descendente (do inglés Variable Neighborhood Descent - VND), o
procedimento explora as vizinhangas denominadas InvertSol, Insert&Saving e 2-Shift.

Determinado o limitante superior inicial (melhor solu¢do encontrada) do pro-
blema, a arvore de enumeracdo das solucdes possiveis € percorrida em profundidade,
existindo apenas duas regras para interromper a exploracao de um ramo da arvore.

A primeira regra é se o ramo em andlise (solug¢do parcial) possui custo maior ou
igual ao custo do limite superior (melhor solu¢do encontrada), ou quando encontramos
uma solugdo que possui custo maior ou igual ao limite superior. Caso o custo da solucio
encontrada for menor que o custo do limite superior, a melhor solu¢cdo encontrada € atua-
lizada e se ainda existir ramos em aberto na arvore de solugdo o algoritmo ird continuar o
processo de branching.

A segunda e ultima regra ocorre na verificagdo se a solugdo parcial em anélise é
promissora ou nao para solucionar o problema. Essa verifica¢do € realizada a partir de
uma fungdo que apura se o custo da solucdo parcial encontrada até o momento acrescida
dos menores custos de qualquer um dos carros disponiveis ir de uma cidade ainda nao
visitada para qualquer outra cidade é menor que o custo da melhor solu¢do encontrada, se
for menor essa solucdo € promissora, caso contrario o algoritmo realiza a poda.
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4. Experimentos e Resultados

O presente topico desenvolve um experimento computacional com o objetivo de va-
lidar o algoritmo exato proposto, € o faz por intermédio de uma comparacdao de de-
sempenho com os resultados de um algoritmo backtracking apresentado no trabalho
[Goldbarg et al. 2012]. Os experimentos foram executados em uma plataforma In-
tel Core I5 3.20 GHz, 8GB RAM em Linux com C++, cuja implementacdo pode
ser acessada em: https://github.com/vitorgodeiro/CaixeiroViajanteAlugador. Sao rela-
tados resultados para 24 instincias nio-euclidianas que se encontram disponiveis em:
http://dimap.ufrn.br/lae/projetos/CaRS.php. O nimero de cidades visitadas varia entre 9
e 16 e o niimero de veiculos disponiveis para alugar varia entre 2 e 5.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo Branch and Bound des-
crito nesse trabalho e os resultados de um algoritmo backtracking apresentado no trabalho
[Goldbarg et al. 2012]. A coluna Nome contém o nome da instancia que esta sendo tes-
tada, a coluna #Cidade possui o nimero de cidades da instancia em andlise, a coluna
#Carro possui o nimero de carros disponiveis para alugar na instancia em analise, na
coluna T(s) apresenta o tempo de execucdo em segundos do algoritmo Branch and Bound
para o dado caso de teste, a coluna T(s)’ apresenta o tempo de execu¢do em segundos do
algoritmo backtracking e a coluna Opt apresenta o valor das solu¢des 6timas.

Tabela 1. Resultados do Branch-and-Bound.

Nome #Cidade | #Carro T(s) T(s)’ Opt
Egito9n 9 4 0,1195 - 610
BolivialOn 10 3 0,1007 - 681
EtiopialOn 10 4 3,5524 - 666
MauritanialOn 10 2 0,0842 1 571
AfricaSullln 11 3 8,3306 — 714
Colombialln 11 2 1,3593 14 639
Malilln 11 4 33,7877 - 777
Angolal2n 12 2 24,6175 144 656
Chadel2n 12 4 95,5035 - 930
Niger12n 12 3 17,8579 - 869
Iral3n 13 4 82,5575 - 909
Mongolial3n 13 3 86,7134 — 740
Perul3n 13 2 5,0023 1847 693
Arabialdn 14 5 442.0730 — 1026
BrasilRJ14n 14 2 475,8590 35263 167
Indonesialdn 14 3 307,3620 — 796
Mexicol4n 14 4 1788,7200 - 902
Libialdn 14 2 816,5620 28331 760
Argelial5n 15 3 2574,3600 - 863
Congol5n 15 2 81,9783 412212 886
Cazaquistaol5n 15 5 2303 - 1043
Sudaol5n 15 4 11310,4000 - 1020
Argentinal6n 16 2 10745,4000 | 7612310 | 894
BrasilRN16n 16 2 1238,2600 | 7613217 | 188

O tempo de execucdo do algoritmo Branch and Bound proposto nesse trabalho
obteve tempos 5, 11, 6148 vezes menores que os resultados do algoritmo backtracking.
Adicionalmente podemos observar que a complexidade do problema € seguramente de-
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safiadora, pois com um pequeno aumento do nimero de cidades observamos um grande
aumento no tempo de solucao.

5. Conclusao

Neste trabalho, propomos uma versao de algoritmo exato baseado no método Branch and
Bound para o CaRS e realizamos uma comparagao com o Unico trabalho da literatura que
apresenta um algoritmo exato para o CaRS.

A comparagdo com o outro trabalho da literatura demonstrou uma redugdo expres-
siva nos tempos de execucdo para encontrar a solucdo exata do Caixeiro Alugador, o que
sugere que a metodologia proposta foi adequada ao contexto. Portanto estes resultados
nos dao confianga para continuar atacando este problema com técnicas de programacao
matematica como por exemplo branch-and-cut, branch-and-price, branch-cut-and-price,
branch-and-prune; uma vez que ndo existem outros estudos experimentais publicados
sobre este problema para comparacao direta.
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Abstract. The University Timetabling Problem is of great importance in the aca-
demic environment and it is also a very complex and wearing process. The diffi-
culty is related to finding a solution that meets the needs of the involved parts as
best as possible. Due to the elevated amount of constraints, finding a good ini-
tial solution is a fundamental stage in the exploration of the solution-searching
space. Some constructive heuristic methods can be adapted specifically for the
adopted formulation. Therefore, this paper presents some constructive heuristic
methods to solve the problem and also evaluates the quality of the built solution.

Resumo. O Problema de Tabela-Hordrio em Universidades (PTHU) possui
grande importancia no ambiente académico, pois é um processo complexo
e desgastante. A dificuldade estd relacionada a encontrar uma solucdo que
atenda os anseios dos envolvidos da melhor forma possivel. Devido o grande
niimero de restricoes impostas, encontrar uma solucdo inicial de boa qualidade
se torna uma etapa primordial na exploracdo do espaco de busca de solugdes.
Para o PTHU alguns métodos heuristicos construtivos podem ser adaptados es-
pecificamente para a formulacdo adotada. Portanto, este trabalho apresenta
alguns métodos heuristicos construtivos para o PTHU, e avalia a qualidade da
solugdo construida.

1. Introducao

Os problemas de programacdo (scheduling) sao problemas clédssicos da drea de otimiza-
cdo combinatdria, pois lidam com a alocagdo de recursos, respeitando algumas restri-
coes e maximizando (ou minimizando) uma fun¢do matemadtica. Dentre os problemas de
scheduling, os Problemas de Tabela-Horério (PTH) possuem destaque.

Segundo [Schaerf 1995] e [Souza et al. 2001], os PTH da area educacional podem
ser especificados em trés categorias: PTH de Escolas de Ensino Médio, PTH de Universi-
dades e PTH de Exames Finais. O Problema de Tabela-Horario de Universidades (PTHU)
consiste em alocar uma sequéncia de encontros entre professores e alunos em um periodo
prefixado de tempo, satisfazendo a um conjunto de restri¢cdes [Souza et al. 2001].

O PTHU possui uma das mais altas complexidades da drea de otimiza¢do com-
binatéria e esta aumenta a medida em que sdo adicionadas novas restricdes. Segundo
[Schaerf 1995] o problema € classificado como NP-Dificil para a maioria das formula-
coes, e assim, uma solucdo exata s6 pode ser garantida para instincias pequenas, 0 que
ndo corresponde a realidade da maioria das institui¢cdes de ensino.

158



2° ETC - Encontro de Teoria da Computagdo

Neste trabalho foi utilizada a terceira formulacdo proposta pelo Internatio-
nal Timetabling Competition realizado em 2007 (ITC-2007), conforme descrito em
[PATAT 2007]. A principal razdo da escolha dessa formulacao é que ela possui um con-
junto de instancias que se aproximam da realidade de grande parte das universidades
brasileiras, além de ser muito utilizada em outros trabalhos na literatura.

Para encontrar a melhor solucao possivel, € desejavel a satisfacao de toda as restri-
coes. Entretanto, nem sempre € possivel atendé-las totalmente. Por isso, as estricdes sao
classificadas de acordo com sua importancia. De acordo com [Santos and Souza 2007],
usualmente sdo utilizados dois grupos:

e Restricoes Fortes: Devem ser obedecidas a qualquer custo. O nao atendimento
de alguma dessas restri¢des inviabiliza a solugdo.

e Restricoes Fracas: A satisfacio dessas restri¢des € desejivel, porém, o ndo aten-
dimento ndo inviabiliza a solugdo.

Devido a importancia do problema e a dificuldade de se resolvé-lo, existe a neces-
sidade de propor algoritmos com diferentes abordagens, que produzam solucgdes satisfa-
térias para o problema em tempo vidvel, independente do tamanho da instancia.

Uma solucido vidvel de qualidade é aquela que minimiza a violacao das restri¢des
fracas. A relevancia da solugdo final estd estreitamente relacionada com a estratégia de
construcdo adotada para a solucdo inicial. A partir disso, o propdsito deste trabalho €
apresentar diferentes abordagens na constru¢do de uma solucdo inicial para o PTHU e
avaliar a qualidade das solugdes.

2. Solucao Inicial

Na etapa de constru¢do de uma solug¢do inicial para o PTHU podem ser utilizadas diferen-
tes heuristicas construtivas. Nesta secdo sdo apresentadas duas heuristicas propostas na
literatura. Ambos 0s métodos tem como objetivo construir uma tabela-horario (solucao)
vélida e que minimize a violagdo das restri¢des fracas.

2.1. Heuristica Construtiva Gulosa e Aleatoria - HCGA

O método de construgdo proposto por [Kampke et al. 2015] tem como objetivo produzir
solucdes vidveis de qualidade, mas também de forma diversificada.

Essa heuristica recebe como parametro de entrada o conjunto L de aulas a serem
alocadas e que irdo formar a solucdo. Partindo de uma tabela-hordario s vazia, escolhe-se
aaula /[ (I € L) com menor nimero de hordrios vidveis disponiveis. A partir disso, é
calculado o custo de alocagdo de [ em todos os timeslots (horarios e salas) disponiveis.

Uma lista C € formada com os timeslots que possuem menor custo de alocacao.
A quantidade de elementos presentes em C é definida pelo parametro o (0 < v < 1), que
determina o quanto guloso e aleatério o algoritmo serd. Com « préximo de 0, somente
os elementos com menor custo sao escolhidos para formar C, obtendo assim, solucdes de
qualidade porém pouco diversificadas. Quando « se aproxima de 1, elementos com maior
custo também sao escolhidos para entrar em C, resultando assim em solugdes variadas e
de pouca qualidade.

O timeslot em que [ serd alocada € escolhido aleatoriamente de C. Apds isso [ é
removida de L. O método € executado iterativamente e termina quando L estiver vazia.
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[Kampke et al. 2015] implementa também um procedimento denominado explo-
sdo, que € executado se a aula / ndo possui nenhum horério disponivel para ser alocada.
Nesse caso, uma aula ja alocada em s é escolhida aleatoriamente, e removida de s para
dar espaco para [. A aula removida é entdo adicionada novamente em L.

2.2. Heuristica Construtiva Totalmente Gulosa - HCTG

Descrito por [Lii and Hao 2010], essa heuristica tem como propdsito a construcdo de so-
lucdes de alta qualidade. Partindo de uma tabela-horario s inicialmente vazia, enquanto
existirem aulas ainda ndo alocadas, sdo realizadas duas operacdes distintas: primeiro €
escolhida uma aula ainda ndo alocada e logo apds € selecionado um timeslot em que sera
realizada a alocagdo. As escolhas sdo feitas seguindo as seguintes definicdes sobre s:

apd;(s): Total de horarios livres para uma disciplina i em s.

aps;i(s): Total de timeslots disponiveis para uma disciplina i em s.

nl;(s): Total de aulas ndo alocadas da disciplina i em s.

uac;j(s): Total de aulas das disciplinas ainda ndo alocadas completamente que se
tornam indisponiveis para alocacdo no horério j apds a insercdo de uma aula da
disciplina i no horario j.

Sobre a tabela-horario parcial s, primeiramente € escolhida uma aula nao alocada
de uma disciplina, de acordo com os seguintes critérios:

1. E escolhida a disciplina com o menor valor de apd;(s) / \/nl;(s).

2. No caso da existéncia de maltiplas disciplinas com o mesmo valor, € escolhida a
disciplina com o menor valor de aps;(s) \/nl;(s).

3. Se ainda persistir a ocorréncia de mais de uma disciplina com o menor valor, € es-
colhida a disciplina com maior valor de conf;, sendo conf; o nimero de disciplinas
que compartilham estudantes ou professores com a disciplina i. Se por fim ainda
houver empates, € resolvido seguindo a ordem alfabética do nome da disciplina.

Ap6s a escolha da disciplina i, escolhe-se o timeslot em que a aula selecionada
[; serd inserida. Para isso, € escolhido o hordrio j e sala k com o menor valor da fungdo
g(j,k), sendo:

g(]a k) - kl X uaci,j(s) + k2 X Af@(zvj7 k) (1)

Em que Afi(i,j,k) representa o valor da penalidade das restri¢des fracas sobre a
possivel alocacdo da aula /; no horério j e sala k. Os pesos k; e k; sdo relativos as restri¢des
fortes e fracas, respectivamente, e uac;;(s) representa o nimero de aulas das disciplinas
ainda ndo totalmente alocadas, que se tornam invidveis para alocacao no horario j apds a
possivel inser¢ao da aula /; no hordrio j e sala k.

3. Conclusoes

Este trabalho apresentou dois métodos heuristicos construtivos distintos para o PTHU.
Testes computacionais com as instancias utilizadas no ITC-2007 foram realizados para
avaliar qualidade das solugdes construidas. Ambos os métodos foram testados para todas
as instancias, utilizando o = 0.5 para obter solucdes parcialmente aleatdrias e gulosas na
execu¢do da HCGA e k; = 1.0 e ky = 0.5 na execugdo da HCTG.
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Na maior parte das instancias a soluc¢do construida pela heuristica HCTG, proposta
por [Lii and Hao 2010], teve qualidade superior. Na execu¢do dos métodos, para a maior
instancia disponivel, HCTG apresentou desempenho médio 36% superior a HCGA.

Analisando o comportamento dos algoritmos, nota-se que ambas heuristicas levam
em consideracdo as penalidades das restri¢des fracas durante a escolha da aula a ser alo-
cada. No entanto, a heuristica HCTG, adicionamente leva em consideracio o impacto que
a possivel alocagdo terd, na tabela-hordrio parcialmente construida, em iteracdes futuras.
Assim a heuristica HCTG evita o cendrio em que uma aula ainda ndo alocada ficard sem
horérios vidveis para a alocacdo nas proximas iteracoes. Com isso, ndo ha necessidade da
criacdo do procedimento de explosdo, implementado em HCGA.

Vale ressaltar que o procedimento explosdo garante que as solugdes construidas
pela HCGA serdo vidveis, enquanto que as solugdes construidas pelo HCTG ndo possuem
essa garantia. Apesar disso, os testes computacionais demonstram que a heuristica HCTG
constroi solucdes vidveis para todas as instancias de teste do ITC-2007.

Dessa forma, esse trabalho apresentou duas heuristicas de construcdo de solugdes
para o PTHU, mostrando as principais diferencgas entre elas, inclusive em termos de qua-
lidade da solucdo construida. A partir disso, como trabalho futuro, serd possivel combinar
essas heuristicas com métodos de busca local na intencio de encontrar solu¢cdes de maior
qualidade.
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Abstract. The inability of communicating causes a series of psychological and
cognitive consequences in the Deaf’s life, he isolates himself for not being able
of understanding and be understood. The emergence of the sign languages
changed this reality, the Deaf began to have a way of communicating and pro-
ducing knowledge. Nowadays, the sign languages evolved and received the title
of Language. Losing the erroneous conception of being disorderly and primi-
tive gestures. These (Sign Languages) have the same linguistics caracteristics
of the oral languages. This article’s goal is to demonstrate and reproduce these
linguistics caracteristics in an abstract mathematical model, in order to use it
as a animation generation structure at runtime.

Resumo. A inabilidade de comunicar-se causa uma série de consequécias psi-
cologicas e cognitivas na vida do Surdo, este isola-se por ndo poder compreen-
der e ser compreendido. O surgimento das linguas de sinais mudou essa re-
alidade, os Surdos passaram a ter uma forma de comunicar-se e de produzir
conhecimento. Hoje, as linguas de sinais evoluiram e receberam o titulo de
Linguas. Perdendo assim a errénea concepgdo de serem gestos desordenados,
primitivos. Estes possuem as mesmas caracteristicas linguisticas das linguas
orais. E objetivo deste trabalho demonstrar e reproduzir essas caracteristicas
linguisticas em um modelo matemdtico, a fim de utilizd-lo no desenvolvimento
de uma estrutura de geracdo de animagoes em tempo de execugdo.

1. Introducao

A comunicacao € algo imprescindivel para a vida em sociedade e para o adequado desen-
volvimento das habilidades cognitivas. A existéncia de deficiéncias e condi¢des adversas
prejudica o desenvolvimento pessoal e coletivo de pessoas que sofrem dessas condigdes
fisicas, psicoldgicas ou cognitivas.

A comunidade Surda superou a barreira criada por sua condi¢do por meio da
sinaliza¢do, a qual evoluiu a ser considerada uma Lingua. Cada regido possui sua propria
lingua de sinais local, nos Estados Unidos predomina a ASL (American Sign language),
no Brasil predomina a LIBRAS (Lingua Brasileira de Sinais).

As linguas de sinais possuem todas as caracteristicas e propriedades que con-
figuram uma linguagem natural, como pode ser observado nos trabalhos de Stokoe
[STOKOE 1960]. Os cinco principais aspectos de uma linguagem natural sdo: Itens
fonéticos, modificadores morfoldgicos, estrutura sintatica, valor semantico e contexto
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pragmatico. As linguas de sinais possuem todos esses aspectos representados por sinais
espaciais ordenados (Gestos) [BRITO 1995].

A proposta deste trabalho parte do mapeamento dos pardmetros linguisticos das
linguas de sinais em um modelo matemadtico de autdmatos finitos deterministicos (Grafos
Direcionados) utilizados como mdaquinas de estado para a estruturacdo e representacao
de sinais em linguas de sinais em animagdes vetoriais geradas em tempo de execugao.
A caracteristica paramétrica das linguas de sinais permite que seus aspectos linguisticos
possam ser quantificados em valores discretos que combinados formam um sinal dotado
de sentido semantico e sintético.

Derdardi [DENARDI 2006], apresentou um modelo similar que valida o conceito
de mapeamento de parametros linguisticos em uma estrutura de autdmatos finitos.

Por meio do Falibras', tradutor de portugués para LIBRAS (software de lincenca
de cédigo livre desenvolvido pela Universidade Federal de Alagoas) o sistema envia textos
em portugués e recebe como resposta uma estrutura de dados contendo dados linguisticos
que sdo mapeados para o sistema de maquinas de estados que controla as animagdes.

2. Gerador de Animacoes em Tempo de Execucao

Por meio de autdmatos finitos para a definicdo de uma estrutura de maquinas de estados,
onde cada estado configura um item fonético da LIBRAS; Técnicas de computacao grafica
para realizagdo de modificacdes morfoldgicas; E a plataforma oferecida pela engine de
desenvolvimentos de jogos, Unity Engine?, é possivel processar e sintetizar esses dados
linguisticos em sinais animados.

Utilizando do tradutor Falibras que traduz do portugués para glosas em LIBRAS,
o sistema proposto neste trabalho possibilita a traducio de sentencas em portugués, em
sentengas em LIBRAS animadas por um modelo 3D humanoide.

2.1. Maquinas de Estados

Tendo como base a caracteristica paramétrica da lingua de sinais, este trabalho propde
uma arquitetura baseada em méaquinas de estados onde cada um dos paradmetros gra-
maticais da lingua de sinais € representado por uma mdquina de estados; E cada item
fonolégico de cada categoria morfoldgica € um estado de sua respectiva maquina de es-
tado. Ao concatenar itens fonolégico, um sinal em lingua de sinais € produzido.

A lingua de sinais utilizada na producdo do modelo conceitual foi a LIBRAS,
porém a caracteristica abstrata do modelo apresentado possui potencial escalavel para
qualquer lingua de sinais, dado que a unica varidvel entre as linguas de sinais sdo as
combinacdes dos fonemas.

2.1.1. Implementacao

Na Unity Engine, uma méquina de estados possui o conceito de camada, o sistema pode
ter multiplas camadas (Multiplas maquinas de estados). As camadas podem ser ligadas

Thttp://www.falibras.org/
2https://unity3d.com/
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diretamente a uma regido especifica no corpo do modelo 3D humanoide, que no caso
desse sistema, existem seis camadas: Configuragdes de mao (Direita e esquerda); Pontos
de articulagdo (Direito e esquerdo); Dire¢do; Expressdes ndo-manuais.

Os outros aspectos do sinal (Velocidade e movimento), sdo obtidos pela
manipulacdo e combinacdo dos estados nas maquinas de estados. Os estados numa ca-
mada correspondem aos arquivos de animacdes que o modelo possui. O controle da
maquina de estados € realizado pela API de controle do sistemas Mecanin da Unity En-
gine, onde a estrutura l6gica das maquinas de estados € definida no préprio Unity Engine,
por meio de uma ferramenta gréfica de estrutura de grafos direcionados.

2.1.2. Estrutura linguistica mapeada em miiltiplas maquinas de estados

A representacdo de um conjunto de item fonético em um estado de uma méaquina de es-
tados, torna o sistema de maquinas de estados numa estrutura geradora de sinais. Similar
ao que acontece com a defini¢do de uma gramatica numa linguagem natural, onde um al-
fabeto, um conjunto de regras de produgdo e uma sintaxe, possibilitam a cria¢do de séries
de palavras (Sentencas).

A forma mais simples de formagao de um sinal da-se pela combinagdo de estados
de uma ou mais camadas do sistema de maquinas de estados, o qual forma um fonema
(Correspondente a uma silaba numa lingua oral). No sistema, a representacao formal para
um sinal é uma lista ordenada de oito elementos:

Sinal = [float, int, int,int, int, int, int, int]

A lista de elementos que configuram um sinal simples consiste de um niimero de
ponto flutuante normalizado que define a velocidade de execu¢dao; Um numero inteiro de
repeticdo; Seis inteiros ordenados, sendo cada posi¢ao do arranjo correspondente a uma
camada da miquina de estados.

A formacdo de sinais compostos di-se pela concatenacdo de sinais simples, pro-
cesso conhecido como justaposic@o na linguistica; Ou pela modificagao de sinais simples
ou outros sinais compostos, na linguistica, esse processo é chamado de aglutinagdo. Am-
bos processos sdo reproduzidos por meio das manipulagdo da estrutura de lista ordenada
apresentada anteriormente: Uma lista ordenada de listas de sinais:

Sinais = [Sinall], Sinal[], Sinal[]]

O sinal ESCOLA ¢ composto pelos sinais CASA e ESTUDAR. Entdo um sinal
pode ser definido por um sinal apenas ou por uma sequéncia de sinais ordenados.

ESCOLA = [CASA[, ESTUDAR]]

2.2. Geracao de Sinais Animados

O sistema possui as caracteristicas de um autdmato finito, onde este s6 possui informagao
do seu estado atual e dos estados que ele pode assumir [HOPCROFT 2002], portanto, as
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animacdes geradas sdo transiéntes e nao persistentes.

Animacodes sdo geradas a partir de dados espaciais e temporais. Esses dados sao
referentes a posicdo espacial de pontos no espago cartesiano (Keyframe) em um determi-
nado instante dentro de um intervalo de tempo definido (Timeline).

2.2.1. Representacao de itens fonéticos

Como um item fonético € um componente estatico, este pode ser representado por um
keyframe, que consiste da representacao espacial de um modelo 3D sinalizando o deter-
minado item fonético. Cada um desses keyframes é um estado de uma das maquinas de
estados. As combinagdes de dois ou mais destes itens formam um fonema.

2.2.2. Compositor Morfologico

Um morfema € a unidade minima dotada de sentido (Corresponde a uma palavra numa
lingua oral), este € constituido de fonemas organizados em série, de forma que estes
sobrepdem-se ou sucedem-se. Portanto, € uma estrutura dinamica.

Para tornar a sinalizacdo um gesto natural e continuo, os keyframes do estado
atual sdo interpolados com os keyframes do estado que a maquina ird assumir. Onde a
interpolacdo € uma operagado que calcula uma série de quadros intermedidrios num inter-
valo continuo entre o keyframe inicial e o final.

Portanto, os processos morfoldgicos de justaposi¢ao e aglutina¢io sao obtidos por
meio da interpolacdo dos dados do estado atual pelo estado final da maquina de estados.

3. Consideracoes Finais

O desenvolvimento de uma estrutura de geragao de sinais baseada em métodos formais
linguisticos representados em um modelo matematico abstrato, torna a sinalizagdo um
processo quantificidvel e decomponivel a estruturas paramétricas bdsicas que podem ser
manipuladas e estudadas. Agregando um potencial totalmente escaldvel para qualquer
lingua de sinais ser representada pelo modelo.
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Abstract. In this work we present an algorithm to construct a polyhedron ins-
cribed in a hypersphere in R" with vertices in 7" such that between the hy-
persphere and the polyhedron there are no points in 7.".

Resumo. Neste trabalho apresentamos um algoritmo para construir um poli-
edro de vértices em Z.", inscrito em uma hiperesfera em R tal que entre a
hiperesfera e o poliedro ndo existam elementos de Z7.".

Introducao

A teoria de poliedros deriva-se da teoria de programacao linear inteira [Schrijver 1986],
quando é considerado o conjunto de solugdes factiveis deste problema. Considerando
o fecho convexo do conjunto de solugdes factiveis deste problema [Rockafellar 1997]
obtém-se um poliedro que € a interse¢cdo de um ndmero finito de subespagos afins. No
caso em que o fecho convexo seja um conjunto limitado, é possivel obter-lho a par-
tir das combinagdes convexas de um subconjunto finito de solug¢des factiveis. A pri-
meira representacao é conhecida como implicita e a segunda, como gerada pelos vértices
[Motzkin et al. 1953]. Em geral, o poliedro pode ser decomposto como a soma de um
politopo e um cone convexo [Schrijver 1986].

Neste trabalho, para g € Z" consideraremos a C; = {z € R"; ||z|| < ||g/|} onde
||.|| denota a norma euclidiana em R™. De fato no interior de C; existe uma quantidade
finita de subconjuntos Z.", e assim, se consideramos o fecho convexo de cada um destes
subconjuntos, teremos a familia de todos os poliedros que estdo inscritos em C,.

O objetivo deste trabalho € descobrir qual destes poliedros verifica a seguinte pro-
priedade: ainterse¢do entre o interior da C, e o complemento do poliedro ndo tem elemen-
tos em Z". Para o caso n = 2, o problema foi resolvido em [Maltez and Lozada 2015] e
[Maltez 2016].

O Problema do Poliedro Maximal Inscrito numa Hiperesfera (PMIH)

Dado g € Z", seja C, = {x € R™;||z|| < ||g||} onde ||| denota a norma euclidiana em
RR"™ e para V' um subconjunto ndo vazio finito de Z", o fecho convexo de V' serd denotado
com F'C'(V). De fato, para todo g € Z", o conjunto Cy N Z™ é nido vazio e finito. Seja
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V. c Cy, N Z" consideremos f : P(Cy NZ") — NN definido como a quantidade de
elementos que estdo em C;, ndo estdo em F'C(V) e estdo em Z", isto €

f(V)=1(Cy = FC(V))NZ"| (D

onde “—” denota a diferenca entre conjuntos, |.| representa a cardinalidade de um conjunto
e para um conjunto S, P(S) = {A : A C S}. Neste trabalho estudamos o seguinte
problema de otimiza¢do combinatdria:

min f (V)

sujeito a: V € P(C, N Z") 2)

A restri¢do garante que o poliedro associado a solucdo 6tima € maximal em relagdo a
que entre a hiperesfera e o complemento do poliedro nao ha elementos em Z". Por isto
o chamaremos de problema de Poliedro Maximal Inscrito numa Hiperesfera (PMIH).
Agora, seja B(g,n) o bloco [—|||gll], |llg]|]]™, onde |-| denota a parte inteira inferior.
Como C, N Z™ C B(g,n) N Z", a cardinalidade de C; N Z™ é menor ou igual que
2[llgll] + 1), assim, temos |C, N Z"| < (2||lg||] + 1)™. Por outro lado, seja H =
0B(g,n) N Cy, onde 0B(g,n) é a fronteira de B(g,n). Como FC(H)NZ" C C,N7Z",
temos que

[FCH)NZ" < |ConZt| < (2[llgll] +1)" 3)

Assim, temos que 2/7CUNNZ" < 9lCNZ" | < 9CLIgI+D™ " A partir desta desigualdade,
podemos afirmar que o problema do PM I H pode ser resolvido no pior caso usando for¢a
bruta em O(2CLIglI+D™) A motivagio central deste trabalho é obter o fecho convexo dos
pontos em Z" que satisfazem a restricdo em (2) por meio de um algoritmo de ordem de
tempo de execucdo menor que O (2CLIgII+D™),

Algoritmo

As entradas do Algoritmo 1 sdo n € IN*, a dimensdo onde estd a hiperesfera, e g € Z"
um ponto que define o raio = ||g|| > 0 da hiperesfera. A saida do Algoritmo 1 é um
conjunto dos pontos em Z" mais préximos da hiperesfera que define C|.

Cada um destes pontos serd implementado por uma tupla, cuja dimensao crescem
a medida que novas dimensoes forem inseridas. Inicialmente, cada tupla tem dimensdo 1 e
serd representada por (k), onde k € Z. A dimensdo de uma tupla pode ser incrementada
da seguinte forma. Seja I uma tupla de dimensdo n — 1 tal que [ = (i1,%9,...,0,_1).
Acresenta-se uma coordenada em [, simbolizada no Algoritmo 1, por ([, k), para um
valor qualquer k£ € Z. O resultado deste acréscimo serd I = (i1,142,...,%,-1,k). Uma
tupla, portanto, pode ser implementada com uma lista encadeada. No Algoritmo 1, a
saida estd implementada como uma deque de tuplas. Dado x = (zy,...,2,_1) € Z"},
o residuo de norma inteiro é o maior inteiro s tal que ||(x,s)|| = ||(z1,...,Tn_1,5)] <
r. Em outras palavras, o residuo de norma inteiro define o maior valor inteiro que se
permite inserir na tupla x sem aumentar a norma de (x, s) além do valor r. Para a norma
euclidiana, o residuo de norma inteiro é dado por s = +|/r? — ||x||?]. A ideia de residuo
de norma inteiro pode ser definida usando qualquer norma e assim o Algoritmo 1 pode ser
adaptado para bolas n-dimensionais definidas com outra norma, basta mudar a equacao do
residuo de norma inteiro na linha 15 do Algoritmo 1. O Algoritmo 1 inicialmente verifica
o caso trivial, isto €, quando n = 1, e executa apenas as linhas 3 e 4, pois a itera¢ao da
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Entrada: n € N*, g € Z"
Saida: R={ze€Z":r—1<|z|| <r}
1 Inicialize uma deque R vazia;
2 sen = [ entao
3 Adicione a R a tupla (—|7]);
4 Adicione a R a tupla ([r]);
5 senao
6 para k < —|r] até || faca
7 | Adicione a R a tupla (k);
8 fim
9 fim
10 para i < 2 até n faca
1 Atribua a Rl o tamanho atual de R;
12 para j < 1 até R/ faca
13 Atribua a [ a tupla no topo de R e desempilhe-a de R;
14 L« |I1];
15 s |Vr?—=12];
16 se n = i entao
17 se s # () entao
18 Adicione no final da deque R a tupla (I, —s) ;
19 Adicione no final da deque R a tupla (1, s) ;
20 senao
21 | Adicione no final da deque R atupla (1, s) ;
22 fim
23 senao
24 para k <+ —s até s faca
25 | Adicione no final da deque R a tupla (1, k) ;
26 fim
27 fim
28 fim
29 fim

Algoritmo 1: Lista os pontos inteiros internos a uma esfera n-dimensional
mais proximos da sua superficie.

linha 10 a 29 ndo € executada neste caso. Para o lago externo nas linhas 10 a 29, tem-se o
seguinte invariante de laco [Cormen 2009]

2<i<n = R={(xk)eZ:|(x,k)| <rAke{-s,—s+1,...,5—1,5}A
s é residuo de norma inteirode x}) A (i >n = R={xeZ":r—1<|x|| <r}).

Este invariante se mantém nas trés fases do laco. Na inicializacdo, apés a atribui¢do
i+ 2, tem-seque R ={k € Z : ||(k)|| < rAk € {—-s,—s+1,...,5s —1,s}}
devido a execugdo prévia das linhas 6 a 8. Na manuntencao, o lago das linhas 12 a
28 adiciona uma coordenada a mais em cada elemento de 2. Cada elemento de 12 com
dimensao ¢ — 1 serd removido (linha 13) para serem adicionados novos elementos em R
com dimensao 7. O residuo de norma inteiro para este elemento removido € calculado
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na linha 15. Os valores a serem adicionados na tupla dependem do valor de ¢, testado na
condi¢@o da linha 16. Se ¢ # n, as linhas de 24 a 26 sdo executadas e, portanto, apos
alinha 28, R = {(x,k) € Z' : ||(x,k)| < r ANk € {—s,—s+1,...,5s — 1,5} Se
i = n, as linhas 16 a 22 sdo executadas e tem-se R = {x € Z" : r — 1 < ||x|| < r}.
Quando i é incrementado na linha 29, o invariante se mantém. No término, tem-se que
t = n + 1. O invariante € verdadeiro devido ao segundo condicional. Assim, implica-se
que R={xe€Z":r—1<|x|| <r} Quando n = 1, o algoritmo executa em tempo
constante as adigdes de apenas dois elementos na deque. Para n > 1, a complexidade do
algoritmo quanto a adicdes de elementos em R é dada por:

n—1 |Ri—1|
20r) + 14 EGIR+ Y Y (2 |y = e 1) @
linhas 6 a 8 linhas 16 a 22 =2 j=1

~
linhas 24 a 26

com R; representando a deque de dimensao 7, [; denotando a tupla j existente na deque
R; e E(j) = 1separa ||[;]|, s = O nalinha 15 e E(j) = 2, caso contrdrio. Os valores
de ||1;|| sdo limitados por r e o tamanho de cada R; € limitado por (2[r] + 1)*, devido a
Equagdo 3. Assim, o algoritmo executa em tempo O(r"1).

A solugdo do problema PMIH € obtida usando a saida do Algoritmo 1 como
entrada do algoritmo proposto em [Chazelle 1993] para retornar o fecho convexo destes
pontos. Este algoritmo roda em O(r"*log 7"~ + r(n=11n/2]),
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Abstract. Cellular automata has been used in several tasks, such as the classifi-
cation task. This is because the ease of implementation, and based on few rules
we can obtain great results, as compared with other classification methods. This
paper has the objective utilize cellular automata to classify the dataset IRIS, and
compare their results with an algorithm widely used in the classification task,
KNN. Our proposed method obtained a classification rate of 96,6%.

Resumo. Autéomatos celulares vem sendo utilizados em vdrias tarefas, como por
exemplo, classificacdo. Isso acontece devido a facilidade de implementacdo, e
a partir de poucas regras pode-se obter bons resultados, quando comparado a
outros métodos. Este trabalho tem como objetivo utilizar automatos celulares
para efetuar a classificacdo da base de dados IRIS, e comparar seus resultados
com um algoritmo muito usado na tarefa de classificacdo, o KNN. O algoritmo
proposto no artigo obteve uma uma taxa de classificacdo de 96,6%.

1. Introducao

Um autdmato celular (CA — Cellular Automata) é um modelo matematico discreto
com uma populacdo de células que evolui a cada geracdo a partir de uma regra de
transi¢cdo [Chopard and Droz 1998]. John Horton Conway, um matematico britanico,
desenvolveu em 1970 um importante trabalho para a época, quando se fala em automato
celular o exemplo mais comum € o jogo da vida, desenvolvido por ele [Adamatzky 2010].
No jogo da vida uma célula morre se possui menos de dois vizinhos ou se possui mais
de trés vizinhos. Uma célula morta com trés vizinhos se torna uma célula viva e se uma
célula viva possui exatamente dois ou trés vizinhos, a célula continua viva.

Autdmatos celulares estdo presentes em diversas areas como biologia, financas,
processamento de imagens, computacdo paralela, simulacdes de situagdes reais, como
por exemplo, determinar a forma como um certo tipo de virus pode se espalhar em deter-
minada regido, simular a propagacdo de um incéndio em florestas ou realizar um estudo
sobre a expansao dos centros urbanos [Chandra and Vidushi 2012,Fu and Milne 2003, Tian
et al. 2016]. Neste contexto, o principal objetivo deste trabalho é empregar os conceitos
de autdmatos celulares para reconhecimento de padrdes, classificando amostras de acordo
com suas caracteristicas. Pode-se definir classificagdo como a tarefa de classificar ou dis-
por dados em determinadas classes, através da extra¢do de informacao ou conhecimento
de uma base de dados. A metodologia consiste em analisar os vizinhos da célula para
realizar a tarefa de classificacdo. Uma modificacdo muito importante foi feita na regra de
Moore para que o autdmato considere o seu estado atual para a classificacao pois o estado
atual da célula possui alta relevancia para definir o seu proximo estado. Para verificar a
potencialidade da metodologia, a base de dados IRIS [Lichman 2013] sera utilizada nos
experimentos.
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2. Automatos celulares

De acordo com John von Neumann [Von Neumann et al. 1966], um autdomato celular pode
ser definido como um modelo capaz de se auto-reproduzir a partir de regras definidas.
Definicao I. Um automato € formado pela 5-tupla («,(3,7,0,0), onde:

(1) a € um conjunto finito de estados;
(i) B é um conjunto finito de simbolos;
(iii) ~ € uma func¢do de transi¢ao;
(iv) 0 € o estado inicial do autdmato, antes de ser aplicada uma funcio de transi¢io
sobre determinada célula, onde € «;
(v) © é um conjunto de estados de o, chamados também de estados de aceitacao.

Em CA existem algumas definicdes de vizinhos, as mais utilizadas sdo as
defini¢cdes de vizinhanca de von Neumann e Moore [Wolfram 1983]. Em uma tesselagao
2d, a defini¢do de von Neumann consiste em verificar os estados de suas células vizinhas
que estdo ao norte, sul, leste e oeste, ja a definicdo de Moore acrescenta a possibilidade
de verificar o estado das células que estdo a nordeste, sudeste, sudoeste e noroeste. Para
o desenvolvimento do CA utilizado neste artigo, a definicdo de Moore foi indicada por
obter uma boa precisao na tarefa de classificagao.

3. Automatos celulares como classificador

O algoritmo desenvolvido tem como base as andlises feitas em [Adwan et al. 2013,
Fawcett 2008], onde verifica-se o estado de cada célula na vizinhanca de Moore para
classificar a célula atual como pertencente a uma determinada classe. Neste trabalho, to-
dos os vizinhos incluindo o centro sdo considerados para a mudanga de estado da célula
para uma transi¢do do tempo ¢ para o tempo ¢ + 1. Logo, para classificar o estado das
células na proxima geragcdo, uma regra de transi¢do € definida para determinar como o
autdmato ird se comportar.

e Regra de transi¢do de cada célula:
— 0: Se a soma dos vizinhos de cada classe for igual;
— A : Se o ndmero de vizinhos de classe A € maior;
— B : Se o numero de vizinhos de classe B é maior;
— C: Se o namero de vizinhos de classe C € maior;
— X : Se o nimero de vizinhos sdo iguais.

4. Experimentos e resultados

A base dados utilizada para a realizagdo do experimento foi a base de dados IRIS [Lich-
man 2013], que possui 3 classes de flores, sendo elas: setosa, versicolor e virginica (A, B e
C, respectivamente). Cada classe possui 50 instancias resultando em 150 instancias. Cada
flor € composta por 4 caracteristicas: comprimento da pétala, largura da pétala, compri-
mento da sépala e largura da sépala. O CA foi implementado na linguagem C em duas
dimensdes. Devido a base de dados IRIS possuir quatro caracteristicas, duas matrizes
bidimensionais foram construidas, onde uma matriz possui relacdo com as caracteristicas
da pétala e a outra matriz com caracteristicas da sépala. Para realizar a classificacao
foram utilizadas as duas matrizes, onde se verifica o nimero de vizinhos de cada célula e
a partir da regra de transicdo € feita a classificacdo. As Figuras 1(a) e 1(b) representam a
distribuicdo das classes que foram classificadas pelo autdmato desenvolvido.
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Figure 1. Distribuicao das classes de acordo com o CA desenvolvido utilizando
em (a) as caracteristicas da sépala e em (b) as caracteristicas da pétala.

O conjunto de dados foi dividido em treinamento e teste utilizando a técnica k-fold
cross-validation, que consiste em dividir o conjunto em k folds, onde cada fold contém um
nimero balanceado de amostras de cada classe. A base de dados IRIS possui 50 amostras
para cada uma de suas trés classes de espécies de flores, resultando em 10 folds contendo
15 amostras cada. Com o conjunto de treinamento preparado, um fold é selecionado
para ser o conjunto de teste e os outros £ — 1 folds formardo o conjunto de treinamento,
no qual o automato é treinado. Esse procedimento € feito para cada um dos folds. O
método KNN foi utilizado para comparagdo dos resultados juntamente com o algoritmo
proposto em [Ahangaran et al. 2017] denominado de Cellular learning automata (CLA),
pois utilizam conceitos semelhantes de vizinhanca para determinar um novo estado para
a célula, o algoritmo CLA obteve 95% de precisdo. Os parametros para 0 KNN foram K
=1 e distancia euclidiana.

VIRGINICA 4%
4%

94%
96% OKNN @ Algoritmo Proposto

100%
SETOSA
100%

0% 50% 100%

WERSICOLOR

Figure 2. Resultados ao comparar a metodologia proposta e o método KNN.

Ao utilizar a metodologia proposta, uma taxa de classificacdo de 96,6% foi
atingida (Figura 2). O algoritmo de classificacdo k—Nearest Neighbor (KNN) obteve
96% de acerto utilizando o mesmo esquema de validacdo. Nota-se que o modelo proposto
conseguiu melhores resultados do que o KNN onde na classe setosa a taxa de classificagao
ficou igual em ambos algoritmos: 100%. Ja nas outras classes versicolor e virginica, ouve
uma diferenca na taxa de classifica¢ao, onde o algoritmo proposto neste artigo se mostrou
superior, obtendo uma taxa de classificacdo na classe versicolor de 96% contra 94% do
KNN, e na classe virginica obteve uma taxa de 94%, superando os 94% do KNN.
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5. Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um autdomato celular que pudesse realizar tarefas
de classificagdo, para isso, a base de dados IRIS foi utilizada para realizar os experimentos
e com os resultados, pode-se perceber que autdmatos celulares possuem uma vasta gama
de aplicacdo seja na drea de ciéncia da computagdo como biologia, economia e areas
afins. Como projetos futuros temos como objetivo fazer a fusdo de mineragdo de dados
e autdmatos para conseguir extrair informacdes, comportamentos ou regras de um deter-
minado conjunto de dados. De um modo geral pode-se dizer que a tarefa de classificacao
¢ um tipo de mineracdo de dados no qual a partir de uma regra, classifica-se um con-
junto de dados. A principal vantagem de se utilizar o CA proposto estd na facilidade de
implementacio, além de ser uma abordagem nova e bastante promissora. E importante
destacar que podem ser utilizados dados com mais de 2 dimensdes (nimeros de carac-
teristicas), porém estes dados devem ser quebrados em matrizes bidimensionais para nao
contrariar a defini¢do de vizinhanca utilizada neste trabalho.
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Abstract. Graph Coloring problems are very common in the study of Graph
Theory, and there are many variants of the problem. In this paper, we present
a result regarding a variant known as Backbone Coloring. Given a graph G =
(V, E), a subgraph H C G and an integer q, a q-backbone (-coloring of (G, H)
is a proper coloring ¢ of G such that |p(u) — ¢(v)| > q, for every uv € E(H).
The ¢-backbone chromatic number of (G, H), denoted by BBC,(G, H), is the
smallest integer { such that there exists a q-backbone (-coloring of (G, H). For
G an outerplanar graph and H a matching on G, we show that it is always
possible to find a 2-backbone 4-coloring of (G, H). Furthermore, this bound is
tight, that is, there are graphs G and H such that BBCy(G, H) = 4.

Resumo. Problemas de Coloragdo de Grafos sdo bem comuns na drea de Te-
oria dos Grafos, existindo vdrias formas do problema. Neste artigo, apre-
sentamos um resultado numa variacdo chamada Coloracdo Backbone. Dado
um grafo G(V, E), um subgrafo H C G e um inteiro q, uma q-backbone (-
coloragdo de (G, H) é uma coloragdo prépria ¢ de G tal que |p(u) — p(v)| > g,
para todo wv € E(H). O nimero cromdtico g-backbone de (G, H), denotado
por BBC, (G, H), é o menor inteiro { tal que exista a g-backbone (-coloragdo de
(G, H). Sendo G grafo periplanar e H um emparelhamento G, mostramos que
é sempre possivel achar esta 2-backbone 4-coloragdo de (G, H). Mais que isto,
o limitante é apertado, isto é, existem grafos G e H tais que BBCy(G, H) = 4.

1. Introducao

Problemas de coloracdao de Grafos sdo problemas que envolvem atribuir valores,
ou cores, a vértices de um grafo, satisfazendo um conjunto de restricdes. Para definicdes
e teoria mais detalhada na area de Teoria dos Grafos ou Coloracdo de Grafos, referimos
ao leitor os livros de Douglas B. West [4] ou Bondy e Murty [3]. Uma coloracdo de
vértices em G é uma fungdo ¢ : V(G) — I, onde [, = {1,2,...,¢}. Dizemos que
¢ V(G) — I, é propria se |p(u) — ¢p(v)| > 1, para toda aresta uv € F(G). Denotamos
por ¢(S) = {o(u) | u € S}. Os exemplos mais antigos de coloracdo de grafos [5]
envolvem principalmente coloracdo de mapas, onde vilarejos eram os vértices e vilarejos
vizinhos ndo podiam ser coloridos com as mesmas cores. Este problema deu origem
ao que hoje é conhecido como Teorema das Quatro Cores [7]. O estudo de Coloracio
de Grafos € util em problemas de Atribuicdo de Frequéncia (6], onde pode-se ter varios
receptores que se comunicam com um satélite via sinais de diversas frequéncias. Se a
dois transmissores vizinhos forem assinaladas frequéncias iguais, ou mesmo proximas,
pode haver uma interferéncia entre os sinais. Um caso particular de Colora¢do de Grafos
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€ o problema de Coloragdao Backbone, primeiramente proposto por Broersma et al. [8],
em que as restri¢cdes se aplicam nao somente ao grafo a ser colorido, como a um subgrafo
denotado backbone. Seja G = (V(G), E(G)) um grafo finito simples e conexo, e um
subgrafo H = (V(H), E(H)) de G, dizemos que (G, H) é um par, onde H é chamado
backbone de G. Uma (-coloragdo q-backbone de (G, H) é uma funcdo ¢ : V(G) —
{1,2,...,¢} tal que, para toda aresta uv € E(G), temos |¢(u) — ¢(v)] > 1 e, para
toda aresta wv € E(H), temos |¢(u) — ¢(v)| > g. O nimero cromdtico q-backbone de
(G, H), denotado por BBC,(G, H) é o menor inteiro ¢ para o qual existe uma coloragio
g-backbone ¢ : V(G) — {1,2,...,¢}. Ainda em Broersma et al. [8], é demonstrado que
para grafos planares, vale que BBCy(G, M) < 6, para G planar e M/ um emparelhamento.
Um grafo € dito periplanar quando possui uma imersao no plano tal que todos os seus
vértices pertencem a uma mesma face. Mostramos aqui que se GG € periplanar, entdo:
Proposicao 1. Se G é um grafo periplanar e M é um emparelhamento backbone de G,
entdo:
BBCy(G, M) < 4.

Na Secdo 2 apresentamos as varias definicdes necessdrias para a compreensao
deste texto. A Secdo 3 contém os resultados apresentados neste texto, sendo dois lemas
auxiliares e a Proposi¢do 1 o nosso foco. Encerramos na Sec¢ao 4 com um comentario
sobre o resultado e algumas perguntas que até entdao nos ficaram em aberto.

2. Definicoes

Dado um par (G, H), um subpar (G', H') de (G, H), escrevemos (G', H') C
(G,H), é um par tal que G’ C G e H' C H. Além disso, se (G', H') é um subpar de
(G,H) com H C HouG" C G, dizemos que (G’, H') é um subpar préprio de (G, H).

Duas cores ¢ e ¢ sdo ditas adjacentes se |¢c; — c3| = 1. Seja ¢ € I, denotamos

por [c] o conjunto {d € I, | |c — d| < 1}, ou seja, o conjunto formado por ¢ e suas cores
adjacentes.

Um subgrafo G C G € um subgrafo induzido de G se, para quaisquer x,y €
V(G), xzy € E(G') se, e somente se, xy € E(G).

Um subpar (G', H') é dito induzido se G' é um subgrafo induzido de G e H' € um
subgrafo de H induzido por V(H) NV (G’). Seja C C V(G), denotamos por (G, H)[C]
o subpar (G’, H') de (G, H) induzido em que V(G') = C.

O grafo dual G* de um grafo plano G, isto €, de uma imersdo especifica de um

grafo no plano, é um grafo plano cujos vértices correspondem as faces de G e, além disso,
wv € E(G*) se, e somente se, u e v representam faces adjacentes em G.

Dado um par (G, H), um subgrafo G’ C G e uma coloragdo ¢ do subpar
(G', H[V(G")]), definimos, paracadau € V(G)\V(G"), o conjunto das cores disponiveis
para u em ¢, Como:

Ag(u) = I\ {(¢(Ner (u)) U {[@(v)] | v € Npgr(u)}}

Muitas vezes desejamos saber ndo os elementos do conjunto A,(u), mas a quan-
tidade de seus elementos. Utilizamos a notagdo a, () para representar | Ag(u)|.
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Um par (G, H) é dito (k, ¢)-minimal se BBC,(G, H) > k, mas BBC,(G’, H') <
k para todo subpar préprio (G', H') de (G, H). Observe que se BBC,(G, H) > k, entdo
existe um subpar (G', H') de (G, H) que é (k, ¢)-minimal.

3. Resultados

Lema 2. Se (G, H) é um par (k,2)-minimal, entdo G é conexo.

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do, que G ndo € conexo. Dessa forma, tome C' C
V(G) uma componente conexa de G. Observe que (G, H) — C e (G, H)[C] admitem
k-coloragdes 2-backbone ¢ e ¢’, respectivamente. Combinando ¢ e ¢’, obtemos uma
k-coloragdo 2-backbone de (G, H). Contradigdo.

O]

Lema 3. Seja (G, M) um par onde M é um emparelhamento backbone de G. Se (G, M)
é (4,2)-minimal, entdo §(G) > 2 e, além disso, se dg(v) = 2, entdo existe um vértice
w € V(G) tal que dg(w) > 4 e vw € M.

Ideia da prova: Caso existe vértice de grau 0 ou 1, podemos sempre tomar uma colora¢ao
parcial do restante do grafo que, para este vértice, sempre havera uma cor disponivel, isto
€, que podemos estender a coloragdo de forma que ndo haja conflito com a coloracdo do
restante do grafo. Quando o grau do vértice u € 2, pelo mesmo motivo, ele deve ter um
vizinho v no emparelhamento. Caso este vizinho tenha grau 3 ou menor, colorimos todo
o grafo, excetuando u e v. Vemos que hé cores disponiveis para estes vértices também.

Proposicao 1. Se GG € um grafo periplanar e M é um emparelhamento backbone de G,
entao:

BBC,(G, M) < 4.

Ideia da prova: Consideramos G um grafo (4,2)-minimal. Caso G possua vértices de
corte, procuramos uma componente conexa com apenas um destes. Ao considerar uma
representacdo periplana desta componente, temos que seu dual fraco é uma arvore, por-
tanto possui folhas. Analisamos configuracdes destas folhas e seus ancestrais, estudando
a quantidade de filhos que cada um destes ancestrais pode ter e cada possivel empare-
lhamento no subgrafo formado por estes ancestrais. Pela minimalidade de G, sabemos
que existe coloracdo parcial de G se desconsiderarmos os vértices deste subgrafo. Cada
possivel coloragdo ¢ estendida para uma 4-coloragdo 2-backbone de G.

Proposicao 4. Existe grafo periplanar G e emparelhamento M de G tal que

BBCy (G, M) = 4.
Demonstragdo. Considere o grafo como na Figura 1, de vértices u, v,z e w, as arestas
uv, ve, rw, wu € vw, sendo wu e vr do emparelhamento, temos que este grafo necessita

de 4 cores para ser colorido respeitando o backbone. Assim, temos que a Proposicdo 1
apresenta um limitante apertado. ]
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u V

Figura 1. Exemplo em que BBCy(G, M) = 4.

4. Conclusao

Neste trabalho provamos que, para qualquer grafo periplanar G e um emparelha-
mento M, € possivel encontrar uma 4-coloracdo do grafo respeitando a diferenca de 2
entre cores de vértices adjacentes no emparelhamento.

Em aberto seguem os dois questionamentos: e se o grafo planar for arbitrario?
Ainda € possivel colorir com quatro cores? De Broersma et al. [8], sabemos que € possivel
colorir utilizando seis cores, no entanto para quatro cores ha sempre restricdes aplicadas
na familia de grafos para que seja possivel colorir com quatro cores. O segundo questio-
namento é: € possivel relaxar a particulariza¢io do valor de ¢ e obter resultados similares?
Mais formalmente, existe uma constante ¢ tal que BBC,(G, M) < g+ ¢?
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2° WCN - Workshop on Cloud Networks

Apresentac¢ao

The second edition of the Workshop on Cloud Networks (WCN) aims at interacting with
the Brazilian Computer Society (SBC) for the creation of a SIG (Special Interest Group)
in Cloud Computing, formed by Brazilian academic experts for structuring the evolution
of the area within the research community in Brazil for the upcoming years. This SIG can
be responsible for organising future technical themed workshops to strengthen the
collaboration between academia and industry.

This workshop will present unpublished position papers by Brazilian and
European stakeholders related to the latest challenges, technologies, solutions and
techniques related to networking within the cloud and to the efficient and effective cloud
deployment and hosting of the various emerging applications and services.
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2° Workshop do testbed FIBRE - Future Internet Brazilian
Environment for Experimentation

Apresentac¢io

Os testbeds de Internet do Futuro podem ser muito uteis no ensino de Redes de
Computadores, tanto em aulas de laboratorio de cursos de graduagdo e pos-graduagao
como no contexto de cursos online (EAD, MOOCs). O acesso a ambientes de
experimentacdo de larga escala oferece aos alunos uma experiéncia pratica (hands-on)
que tipicamente ndo ¢ possivel oferecer com softwares simuladores e recursos locais de
uma institui¢ao de ensino.

O objetivo deste workshop ¢ apresentar e demonstrar o uso do testbed FIBRE -
Future Internet Brazilian Environment for Experimentation de forma a encorajar
professores a fazerem uso do testbed em sala de aula. Além de apresentag@o de tutoriais,
a segunda edicao do workshop selecionou trabalhos de 5 usudarios que relatam a execugao
de experimentos realizados no testbed, a saber:

1. Investigagdao do Protétipo IRATI usando testbed FIBRE. Djalma A. Lima Filho e
José A. Suruagy Monteiro (UFPE)

2. Coleta de amostras de RSSI para testes de handoff em cenarios com e sem
mobilidade utilizando-se testbeds FIBRE. Helga Dolorico Balbi e Célio V. N. de
Albuquerque (UFF)

3. Uma Analise de Métricas para Colocacdo de Servidores de Cache e Distribui¢ao
de Conteudo no testbed FIBRE. Caléo R. Nascimento e Antonio J. Abelém
(UFPA)

4. VCFlow: arcabouco para provimento de servicos de transporte de camada 2 em
redes SDN/OpenFlow hibridas. Pedro H. Diniz, Nilton Alves Jr. e Marcio P.
Albuquerque (CBPF)

5. NovaGenesis no Ambiente FIBRE: Desempenho da Troca de Contetdos
Nomeados. Victor Hugo D. D’Avila, Elcio Carlos Rosario, Felipe Simdes
Miranda e Antonio M. Alberti (Inatel)

Destes 5 trabalhos, apenas os 2 primeiros haviam resultados maduros o suficiente para
serem relatados e incluidos nos anais do CSBC no momento do fechamento desta
publicacdo. Os 3 artigos restantes, apesar de apresentados no workshop, serdo
disponibilizados online ou publicados em futuras edi¢des deste workshop.
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Leandro Ciuffo (RNP), José Ferreira de Rezende (UFRJ), Iara Machado (RNP)
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Coleta de amostras de RSSI para testes de handoff em
cenarios com mobilidade utilizando-se testbeds FIBRE

Helga Dolorico Balbi', Célio V. N. de Albuquerque’

"nstituto de Computagdo — Universidade Federal Fluminense (UFF)

helgadb@midiacom.uff.br, celio@ic.uff.br

Abstract. The direct use of RSSI samples by the handoff algorithms implemen-
ted in client devices is one of the causes of the association instability problem in
dense infra-structured IEEE 802.11 networks. Considering that temporal RSSI
samples present a high variability in time due to the noisy wireless medium, it
becomes interesting to use filtering mechanisms to prevent applications based
on this metric to take wrong decisions. In order to facilitate the analysis of new
proposals for the problem of association instability, this work aimed at creating
traces of RSSI using the testbeds provided by the FIBRE project. As will be
presented, the results include the generation and publication of RSSI traces ob-
tained from different IEEE 802.11 interfaces in scenarios with mobility. These
traces may be used in the future as input for simulators of applications based on
RSSI metric, such as handoff and localization algorithms.

Resumo. Uma das causas associadas ao problema da instabilidade de
associacdo em redes IEEE 802.11 infraestruturadas densas é a utilizacdo di-
reta de amostras de RSSI pelos algoritmos de handoff implementados nos dis-
positivos cliente. Tendo em vista que o RSSI apresenta alta variabilidade no
tempo devido a ruidos inseridos no decorrer da propagacdo do sinal, torna-se
interessante a utilizacdo de mecanismos de filtragem destas amostras tempo-
rais para que aplicacdes que baseiam-se nesta métrica, como as de handoff,
ndo tomem decisoes equivocadas. Buscando-se facilitar a andlise de solucoes
para o problema da instabilidade, este trabalho objetivou a criagdo de traces
de RSSI utilizando-se os testbeds disponibilizados pelo projeto FIBRE. Como
serd apresentado, os resultados incluem a geracdo e disponibilizacdo piiblica
de traces obtidos a partir de diferentes interfaces IEEE 802.11 em cendrios com
mobilidade. Estes traces poderdo ser utilizados futuramente como entrada para
simuladores de mecanismos de handoff e também para simuladores de outras
aplicagoes que baseiam-se nesta métrica, como algoritmos de localizacdo.

1. Introducao

As redes sem fio, particularmente as redes IEEE 802.11 [IEEE 2012] infraestruturadas
densas!, comumente apresentam problemas de instabilidade de associac¢o entre estacdes
cliente (STAs) e Pontos de Acesso (APs) [Santana et al. 2016, Raghavendra et al. 2007].
Uma das causas reportada em [Balbi et al. 2016] € a utilizagdo de algoritmos de handoff

10 termo “redes densas” aqui refere-se 4 densidade de estacdes, podendo estas serem estagdes cliente
ou pontos de acesso da rede.
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ineficientes por parte das STAs. Tais algoritmos sdo capazes de ocasionar handoffs fre-
quentes, até mesmo para estacdes estaticas, que podem ser inconvenientes para o0 usudrio
da rede. Alguns efeitos inconvenientes sdo a perda de conectividade, a quebra de co-
nexoes ativas e o aumento do numero de quadros de geréncia na rede, que aumenta o
overhead da comunicacao.

Idealmente, um handoff para um novo AP deveria ocorrer somente quando, de
fato, observa-se um ganho de qualidade na conex@o. Um exemplo € uma STA moével
que gradualmente se move para longe de seu AP corrente, se aproximando de outro AP
pertencente ao mesmo ESS (Extended Service Set). Entretanto, especialmente em ambi-
entes nos quais muitos APs estdo no alcance radio de uma mesma STA, € comum que
esta realize handoffs para APs que proveem qualidade de conexdo similar, ou até pior
em relacdo ao atual. Em alguns casos, a STA realiza handoffs sucessivos entre dois ou
mais APs em um curto intervalo de tempo, mesmo estando estatica ou com mobilidade
reduzida [Balbi et al. 2016]. Esta instabilidade é comumente conhecida na literatura por
efeito “ping-pong” [Mhatre and Papagiannaki 2006, Ramani and Savage 2005].

O trabalho de [Balbi et al. 2016], mostra que o efeito ping-pong ocorre de forma
recorrente para uma grande gama de dispositivos de diferentes fabricantes e sistemas ope-
racionais atuais. Além disso, mostra que uma das raizes do problema esta relacionada a
utilizacdo direta de amostras de RSSI (Received Signal Strength Indication) na decisao
de handoff, uma métrica que possui grande variabilidade no tempo [Balbi et al. 2016]. A
partir desta constata¢ao, os autores propde a utilizacdo de um filtro baseado na Média
Moével Exponencialmente Ponderada (MMEP) para suavizagdo das amostras temporais
de RSSI. Apesar de simples e efetivo na solucdo do efeito ping-pong, este filtro apre-
senta a desvantagem de ocasionar o atraso na realizacao dos handoffs que sdao realmente
desejados, como nos casos em que a STA se afasta de seu AP de origem e se aproxima
de um novo AP. Desta forma, torna-se interessante que outros métodos para filtragem do
ruido sejam elaborados considerando-se esta questdo. Outra necessidade é a avaliacao
dos métodos em cenarios mais variados, incluindo cenarios com mobilidade.

Para que a avaliacdo de mecanismos de filtragem possa ser realizada de forma
realistica e sistemadtica, se torna necessaria a coleta de amostras temporais de RSSI em
redes reais com topologia conhecida. Tendo esta necessidade em vista, este trabalho ob-
jetivou a criagdo destes traces utilizando-se a infra estrutura de testbeds do FIBRE (Future
Internet Brazilian Environment for Experimentation). Como resultados dos experimen-
tos, traces de RSSI foram coletados a partir de duas interfaces IEEE 802.11 em cenérios
moveis, e disponibilizados para a comunidade cientifica. A partir destes traces, o com-
portamento de diferentes mecanismos de handoff, baseados em diferentes métodos de
filtragem, podera ser avaliado através do uso de simuladores que terdo como entrada estas
amostras temporais. Os traces também poderdo ser utilizados para pesquisa de outras
aplicagdes que baseiam-se no RSSI, como as de localizag@o.

As préximas secoes estdo organizadas da seguinte forma: a Secdo 2 apresenta a
infraestrutura do testbed FIBRE escolhido para a realizagdo dos experimentos em redes
IEEE 802.11 com mobilidade; a Secao 3 descreve os experimentos € os resultados obti-
dos; a Secao 4 fala sobre a experi€ncia de utiliza¢do do testbed FIBRE; por fim, a Secao
5 apresenta a conclusdo do trabalho.
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2. Infraestrutura utilizada para experimentacao

Dentre os testbeds FIBRE descritos em [Fibre Team 2016], o localizado na Universidade
Federal Fluminense (UFF) [UFF Fibre Team 2016a] é o tnico que disponibiliza infra-
estrutura para realizacao de testes com mobilidade. No momento da execucgdo dos testes,
a infra-estrutura funcional disponivel para testes era composta por dois roteadores sem
fio Icarus [NITlab Team 2016] e quatro nds do tipo Mini ITX [UFF Fibre Team 2016b]
programdveis. Dentre outras caracteristicas destes nds, a mais importante para o experi-
mento foi a facilidade de configuragao de suas duas interfaces IEEE 802.11 para operar
no modo AP, enviando quadros de beacons e probe responses, a partir dos quais amostras
de RSSI pudessem ser coletadas. Além destes nos, a infra-estrutura também incluiu um
“trem” ao qual um /aptop com interfaces IEEE 802.11 configuraveis estd acoplado, cujos
movimentos foram controlados remotamente através do envio de comandos no formato
de requisicdes web.

A Figura 1 mostra a planta e a topologia da rede funcional, incluindo o n6 mével
(laptop acoplado ao trem) com duas estacdes de parada denominadas ORG e END, e os
noés fixos (2 nds Icarus e 4 n6s Mini I'TX) disponiveis para a execugdo dos experimentos.
As plantas incluem o terceiro e o quarto andar do Bloco D da UFF, campus da Praia
Vermelha. O percurso do trem possui aproximadamente 60 metros em linha reta, que
pode ser percorrido nos sentidos de ida e de volta com velocidade constante equivalente
a de uma pessoa caminhando rapidamente.

Conforme mostra a Figura 1, os n6s Icarus estavam localizados nos extremos do
trajeto, sendo que o Icarus14 estava a esquerda e o Icarus30 a direita na planta mostrada.
O n6 ITX35 estava na sala 330, que se localiza na parte intermediaria do trajeto, proximo
a estacdo ORG. O n6 ITX38 estava na sala 443a (no quarto andar), também préximo a
estacdo ORG. O n6 ITX39 estava localizado na sala de aula a direita da estacio ORG. O
n6 ITX41 estava localizado na parte intermediaria do trajeto, na sala 332.

7,5m
® ®
14 41 35 39
€ [}
R’ END] ORG
2 °
30
Terceiro Andar ¢ 60m »
7,5m
€
R
o | Legenda:
~
38 | @ Nos Mini ITX
([ @ Nos Icarus
Quarto andar ‘ [] Estacdes de
parada do Trem

Figura 1. Plantas com localizacao dos nos Icarus e Mini ITX instalados no 3° e 4°
andar do testbed FIBRE da UFF.

A infraestrutura também incluiu um servidor que pdde ser acessado de fora da rede
da UFF e que possibilitou a comunica¢do com todos os nds sem fio descritos, incluindo

185



XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computacao

no6s Icarus, ITX, laptop e trem. A comunicacdo do laptop com a rede foi realizada através
de rede sem fio, utilizando o AP FibreUFF instalado dentro da estagdo ORG. Préximo a
ele, encontrava-se o AP MotorCrtl, que foi instalado para servir como backup para caso
o AP FibreUFF falhasse. Ja4 a comunicacdo com o sistema de controle de movimentagao
do trem foi realizada por rede cabeada Ethernet. Uma Webcam instalada na estacdo de
parada ORG também estava acessivel através deste servidor. As imagens geradas por
ela puderam ser recebidas por streaming a qualquer momento, mostrando visualmente a
localizacdo do trem e se ele estava ou ndo em movimento.

Figura 2. Fotos do trem e do laptop que é acoplado a ele para a realizacao de
testes com mobilidade: (a) /aptop com interfaces IEEE 802.11 conectadas; (b)
engrenagens do trem; (c) o trem visto por baixo, ao lado da estacao ORG; (d)
vista de tras do trem e corredor ao fundo.

A Figura 2 mostra fotos do “trem” e do laptop que fica acoplado a ele para a
execucdo dos testes com mobilidade. Trés interfaces de rede IEEE 802.11 extras fo-
ram acopladas ao laptop para a realizacdo dos experimentos (Figura 2-a ), duas para
captura de quadros (Airpcap NX [WikiDevi 2017a] e TP-LINK TL-WN722N rev 1.0
[WikiDevi 2017b]) e uma para envio de quadros de probe request (TL-WN722N rev 1.0),
para que quadros de probe response pudessem ser coletados, além de beacons provenien-
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tes dos APs localizados nos arredores do trem. A Figura 2 (b) mostra as engrenagens do
trem e ao fundo o corredor pelo qual ele se desloca. A Figura 2 (c) mostra o trem visto
por baixo, ao lado da estagdo de parada ORG, ambos pendurados ao teto. A Figura 2 (d)
mostra o trem visto por trds e ao fundo o corredor. Esta foto foi obtida a partir da Webcam
do trem.

3. Descricao do experimento e resultados

Os resultados esperados para esta etapa preliminar do experimento foram dois: (1) a
geracdo de traces de RSSI em cendrios com mobilidade; e (2) a disponibilizacdo destes
traces a comunidade cientifica. Para trabalhos futuros, espera-se obter resultados relativos
a cendrios sem mobilidade e a avalia¢do de dois mecanismos de handoff apresentados em
[Balbi et al. 2016], utilizando-se os traces obtidos.

Para a execugdo dos experimentos com mobilidade na ilha da UFF, as interfaces
de rede IEEE 802.11 do laptop do “trem” foram configuradas para enviar 5 probe re-
quests por segundo utilizando o Aireplay-ng [Mister X 2017] e capturar beacons e probe
responses utilizando o tcpdump [tcpdump.org 2017], enquanto os demais nés Icarus e
Mini ITX foram configurados para atuar como APs, emitindo beacons e respondendo aos
probe requests utilizando o Hostapd [Linux Wireless Wiki 2017], todos operando no ca-
nal 11 da banda de 2.4 GHz. A seguir, o “trem” foi configurado para movimentar-se nas
duas direcoes disponiveis no percurso, gerando fraces relativos a dois cenarios, IDA e
VOLTA. Ambos os percursos foram percorridos 116 vezes na madrugada de 22/03/2017
entre 00:37 hs e 4:45 hs GMT-3, totalizando aproximadamente 14 km de distancia total.

Para cada trecho percorrido, dois arquivos de captura foram gerados, um para a
interface Airpcap e outro para a interface TP-Link. A nomenclatura utilizada para identi-
ficar os arquivos de captura foi a seguinte: captura-<nome da interface>-<IN° do teste>-
<sentido>.cap

Além disso, arquivos com logs indicando o0 momento em que o trem iniciou cada
movimento foram guardados para cada trecho. A nomenclatura utilizada para arquivos de
log foi a seguinte: log-<N° do teste>-<sentido>-.html.

A Figura 3 mostra exemplos do conteddo de arquivos de log para o sentido de
IDA (Figura 3 - a) e de VOLTA (Figura 3 - b). Cada linha € iniciada por um timestamp,
indicando o momento em que as mensagens foram recebidas pelo controlador do trem.
A mensagem CLEAR indica que o log foi reiniciado, ou seja, o histdrico foi apagado. A
mensagem FWD significa que o comando Forward foi recebido, ou seja, o trem se movi-
mentara no sentido ORG para END. A mensagem BWD indica que o comando Backward
foi recebido, ou seja, o trem se movimentarda de END até ORG. A mensagem HALT sig-
nifica que o trem parou. A numeracdo apds os comandos indica a posicao do trem em
nimero de rotagdes do motor, ou seja, O representa ORG e 6720 representa END.
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RSSI (dBm)

RSSI (dBm)

1490166700.89 2017-03-22 04:11:40 CLEAR ORG 0

1490166704.0045 2017-03-22 04:11:

2017-03-22 04:11:47 Reset button
2017-03-22 04:11:47 Reset button

1490166753.9383 2017-03-22 04:12:

2017-03-22 04:12:33 Reset button
2017-03-22 04:12:34 Reset button

1490166764.8135 2017-03-22 04:12

1490166767.9199 2017-03-22 04:12:

2017-03-22 04:12:50 Reset button
2017-03-22 04:12:50 Reset button

1490166816.1744 2017-03-22 04:13:

2017-03-22 04:13:36 Reset button
2017-03-22 04:13:36 Reset button

44 FWD ORG 0

pressed. Train has reached end of track
pressed. Train has reached end of track

33 HALT END 6720

pressed. Train has reached end of track
pressed. Train has reached end of track

(a)

:44 CLEAR END 6720

47 BWD END 6720

pressed. Train has reached end of track
pressed. Train has reached end of track

36 HALT ORG 0

pressed. Train has reached end of track
pressed. Train has reached end of track

(b)

Figura 3. Exemplos de conteudo do arquivo de log: (a) sentido de IDA; (b) sentido
de VOLTA.
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Figura 4. Graficos RSSI x Tempo (Epoch Time) de amostras provenientes do AP
MotorCrtl, localizado em ORG: (a) coletadas pela interface TP-Link no sentido de
IDA; (b) Coletadas pela interface Airpcap no sentido de IDA; (c) Coletadas pela
interface TP-Link no sentido de VOLTA; (d) coletadas pela interface Airpcap no

sentido de VOLTA.
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Ap6s a finalizagdo dos experimentos, os traces (no formato .cap) foram verifica-
dos, e informacdes de RSSI referentes aos beacons de cada AP encontrado no percurso
foram extraidas. Para cada experimento, um diretorio foi criado contendo um arquivo
para cada AP encontrado no trajeto. A distin¢do entre APs foi realizada pelo MAC de
transmissao do beacon. Cada arquivo gerado contém MAC, Epoch Time, RSSI e SSID
registrados no beacon recebido.

Além disso, graficos RSSI x Tempo (Epoch Time) foram plotados. As Figuras
4 e 5 mostram alguns dos graficos obtidos para o teste de N° 0, nos sentidos de IDA e
VOLTA, para as interfaces TP-Link e Airpcap.
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Figura 5. Graficos RSSI x Tempo (Epoch Time) de amostras provenientes do AP
FibrelTX35, localizado na sala 330: (a) coletadas pela interface TP-Link no sen-
tido de IDA; (b) Coletadas pela interface Airpcap no sentido de IDA; (c) Coletadas
pela interface TP-Link no sentido de VOLTA; (d) coletadas pela interface Airpcap
no sentido de VOLTA.

Além de coletar beacons de APs pertencentes ao festbed FIBRE, beacons pro-
venientes de outros APs instalados nos arredores do percurso do “trem” também foram
coletados. A Figura 6 mostra graficos de RSSI relativos a um desses APs. No total, fo-
ram encontrados 151 APs com mais de 100 beacons recebidos . As amostras de RSSI
provenientes destes APs também poderdo ser utilizadas em trabalhos cientificos.

Os arquivos de captura, dados e graficos foram disponibilizados para acesso
publico através do endereco http://www.midiacom.uff.br/ helgadb/tracesfibre.zip .

4. Experiéncia de utilizacao do Testbed FIBRE da UFF

A execugdo dos testes em cendrios com mobilidade utilizando-se o festbed FIBRE na
UFF ocorreu com sucesso. O suporte fornecido pela equipe técnica foi 6timo e as difi-
culdades encontradas foram sanadas rapidamente. Tendo em vista que a integragdo do
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Figura 6. Graficos RSSI x Tempo (Epoch Time) de amostras provenientes do
AP P& QEngenhariadr, localizado préoximo a END: (a) coletadas pela interface
TP-Link no sentido de IDA; (b) Coletadas pela interface Airpcap no sentido de
IDA; (c) Coletadas pela interface TP-Link no sentido de VOLTA; (d) coletadas pela
interface Airpcap no sentido de VOLTA.

OMF [Fibre Project 2017] com o “trem” ndo estava completa, a programacao dos nds e
coleta dos resultados foram realizadas manualmente através da execucao de scripts via
SSH (Secure Shell).

No decorrer da utilizacdo do testbed, a implementacdo de novas funcionalida-
des foi realizada conforme a demanda. Um exemplo foi a implementagdo do comando
GOTO, que possibilita que o “trem” seja deslocado até certa posicao e permaneca nela
sem movimentar-se. Esta fungdo possibilitard a realizacao de testes sem mobilidade
utilizando-se o “trem”, que antes s6 realizava movimentos nos sentidos de IDA e VOLTA
entre ORG e END. Além desta nova funcionalidade, um novo mecanismo para recarga da
bateria do laptop movel foi implementado e também uma fungdo para recarga da bateria
para evitar que o laptop desligue durante os testes.

Em relacdo a infra-estrutura, algumas melhorias necessitam ser realizadas. A
ativacao de todos os nos disponiveis para testes € uma delas.

5. Conclusao

Este trabalho apresentou os experimentos realizados no festbed FIBRE localizado na
UFF para a coleta de fraces de RSSI em cendrios com mobilidade. No total, 116
traces foram coletados em dois cendrios com mobilidade, por duas interfaces IEEE
802.11. Os dados foram compilados e disponibilizados para acesso publico no endereco
http://www.midiacom.uff.br/ helgadb/tracesfibre.zip . Estes traces poderdo ser utilizados
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pela comunidade cientifica para a avaliagdo de novas propostas de solu¢des em redes sem
fio que necessitam da utilizacdo da RSSI para tomada de decisdo, como algoritmos de
handoff e de localizacdo. Experimentos para a coleta de amostras de RSSI em cenérios
estaticos estdo em andamento e serdo realizados utilizando-se outros testbeds disponibili-
zados pelo FIBRE.
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Abstract. Internet architecture has limitations that interfere with its
development. RINA is a clean slate proposal for the Internet of the future that
propose solutions to solve the limitations in the structure of the Internet, while
FIBRE is a network of experimentation that allows to work with new proposals
of architectures. In this context, this article describes a work with the purpose
of investigating access control in the RINA architecture using the prototype of
the IRATI project on the FIBRE environment using the UFPE island. An
experiment will be carried out that aims to evaluate in a practical way the
operation of access control, besides presenting solutions proposed by the
architecture to solve the current limitations.

Resumo. Arquitetura da Internet apresenta limitagoes que interferem no seu
desenvolvimento. RINA é uma proposta clean slate para a Internet do futuro
que propoem solucoes para resolver as limitagoes na estrutura da Internet,
enquanto que o FIBRE é uma rede de experimentacdo que permite trabalhar
com novas propostas de arquiteturas. Neste contexto, esse artigo descreve um
trabalho com finalidade de investigar o controle de acesso na arquitetura RINA
utilizando o prototipo do projeto IRATI sobre o ambiente FIBRE utilizando a
ilha UFPE. Sera abordado experimento realizado que visa avaliar de maneira
pratica o funcionamento do controle de acesso, alem de apresentar solugoes
propostas pela arquitetura para solucionar as limitagoes atuais.

1. Introducio

A Internet tem crescido e 0 seu uso esta mais diversificado, desempenhando um papel
cada vez mais importante e fundamental na sociedade. Formada por uma gama de redes
diferenciadas e interconectadas, sua estrutura foi projetada em camadas empilhadas
[Moreira, 2009]. Neste contexto, um dos modelos de referéncia de camadas da Internet é
TCP/IP (Transmission Control Protocol / Internet Protocol) que é dividido em varias
camadas distintas cada qual com funcionalidades e protocolos diferenciados.

A arquitetura convencional da Internet requer constantes mudancas, apresenta
pouca flexibilidade para prover novos servicos e atender novas demandas de aplica¢Ges
além disso, é insegura e tem se tornado cada vez mais complexa [Grasa et al., 2011].

Devido a complexidade de prover novos servicos, a Internet atual apresenta
limitacbes na sua estrutura o que dificulta seu crescimento. Diante disso, RINA
(Recursive InterNetworking Architecture), aparece como uma arquitetura alternativa e
inovadora, no contexto de Internet do Futuro, cujo principio basico é a comunicacgéo de
processos IPC (InterProcess Communication) e, que pode solucionar muito dos
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problemas da arquitetura convencional. O modelo de camadas é um dos problemas, pois
em sua estrutura € necessario implementar funcionalidades para atender as novas
demandas das aplicagdes. Outro fator limitador é a falta de um processo formal de
inscri¢do que envolva autenticacdo. [Day, 2008].

2. A arquitetura RINA

Os principios dessa arquitetura foram apresentados em 2008 por John Day em seu livro
"Padrbes de Arquitetura de Rede: Um retorno aos fundamentos” [Day, 2008]. A razéo
que levou aos estudos dessa nova arquitetura € a forma de repensar nas premissas basicas
de comunicacdo das redes. Diferente da arquitetura convencional que divide a estrutura
da rede em vérias camadas com diferentes funcdes, RINA defende o uso de uma Unica
camada denominada DIF (Distributed IPC Facility) cujo propdsito é oferecer servico de
comunicacdo entre processos, IPC, de maneira distribuida e se repete provendo as
mesmas funcdes e mecanismos, porém em escopos diferentes.

Na RINA, de acordo com a sua caracteristica recursiva, a convencao é tomar o
ponto de vista da camada atual e chama-la de camada-(N) ou N-DIF. As camadas superior
e inferior sdo denominadas, respectivamente, como (N+1)-DIF e (N-1)-DIF [Day,2008].
A Figura 1 apresenta a convencdo de camadas na arquitetura RINA.

(N+1) - DIF

InterProcess Communication

(N)-DIF

InterProcess Communication

(N-1) - DIF

InterProcess Communication

Shim DIF

InterProcess Communication

Figura 1: Convencédo de camadas na RINA

A comunicacdo de dois ou mais processos IPC que cooperam em um ou mais
sistemas de processamento com finalidade de trocar informagfes e compartilhar
mensagens é conhecida como DAF (Distributed Application Facility) [Vesely,2015].

Cada processo IPC que precisa estabelecer um fluxo de comunicagdo, tem que
fazé-lo através de um outro processo subjacente pertencente a DIF. Cada processo
consiste em trés conjuntos distintos de tarefas que sdo: transferéncia de dados IPC,
transferéncia de controle e gestdo IPC [Van Leur, 2016].

O processo de transferéncia de dados permite que os processos IPCs
compartilhem informacdes de maneira confiavel ou ndo, enquanto que a gestdo IPC ¢
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responsavel por monitorar todas as informacdes de cada processo IPC e essas informacdes
sdo armazenadas em uma base de dados designada como RIB (Resource Information
Base).

Por questdes de compatibilidade, a camada mais baixaé implementada para operar
com outras tecnologias legadas e, € conhecida como shim DIF. RINA apresenta em sua
estrutura um conceito de mecanismos e politicas de formas separadas. O mecanismo é a
parte invariavel da estrutura, enquanto que a politica pode ser programada em diferentes
DIFs. Além do mais a RINA apresenta apenas dois protocolos conhecidos como CDAP
(Common Distributed Application Protocol) e o EFCP (Error and Flow Control
Protocol) que apresentam mecanismos na sua estrutura. O controle de fluxos é um
mecanismo implementado no EFCP, em contrapartida a alocacdo desses fluxos séo as
politicas. Referente ao protocolo CDAP o controle de acesso como também a autenticacao
sdo mecanismos, enquanto que o tipo de criptografia adotada na comunicacdo dos
processos IPCs refere-se a politicas. Diante disso, devido a sua estrutura recursiva a
arquitetura se torna menos complexa em relagdo ao modelo convencional [Day, 2008].

Alguns trabalhos como os de [Vrijders, 2014], [Bergesio,2013] e [Wang et al,
2013] foram realizados para explorar as funcionalidades da arquitetura RINA. Nos
trabalhos de [Vrijders, 2014] e [Bergesio,2013], especificamente, os autores abordaram
toda implementacdo do protétipo IRATI fazendo uma avaliacdo da arquitetura RINA
através do mesmo.

3. Prototipo IRATI no festbed FIBRE

Esforcos para trabalhar com prot6tipos no ambiente FIBRE tém sido realizados. Como
exemplo temos a replicacdo da utilizacdo do protétipo ProtoRina executado no testbed
GENI com objetivo de explorar as funcionalidades e verificar comportamento da
arquitetura RINA [Luiz; Monteiro,2016].

Os trabalhos com protétipos na RINA tiveram inicio em 2010, com o objetivo
principal de testar, analisar e aprimorar 0s componentes da arquitetura e suas
especificacbes. Esses trabalhos apresentam diferentes graus de maturidade e estdo
disponiveis em [Grasa et al,2012], [Wang et al, 2013] e [Vrijders, 2014]. Neste contexto,
esse trabalho utilizou o protétipo do projeto IRATI [Bergesio,2013] no testbed FIBRE
através da ilha UFPE! que utiliza o framework OCF (Ofelia Control Framework) o qual
possibilita realizar o gerenciamento dos recursos utilizados no ambiente.

O projeto IRATI? teve como propdsito investigar arquitetura RINA como uma
alternativa para o modelo tradicional. Diante disso, foi desenvolvido um protétipo que
recebeu nome do projeto o qual ficou conhecido como prototipo IRATI e tem como alvo
as plataformas de sistemas operacionais GNU/Linux. Mesmo com projeto IRATI
finalizado os estudos continuam no intuito de propor melhorias e novas implementagdes
de acordo com a especificacdo da arquitetura. A Figura 2 apresenta a arquitetura do
prototipo IRATI o qual é dividido em espaco do kernel e espaco do usuario.

! 1lha UFPE: Disponivel em: https://portal.ufpe.fibre.org.br/LS-WEB/. Acessado em 24 de abril de 2017.
2 Projeto IRATI. Disponivel em: http://irati.eu/. Acessado em 24 de abril de 2017.
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Figura 2: Arquitetura do prototipo IRATI.

Na arquitetura RINA o controle de acesso é realizado através do registro ou
inscricdo (enrollment) realizado por um IPC disponivel na DIF. O controle de acesso
permite que determinado processo IPC tenha acesso as informagGes ou objetos de outro
processo IPC localizado na mesma DIF. A Figura 3 apresenta o processo de controle de
acesso atraves do registro de dois IPCs. O registro é realizado através da solicitacdo de
um processo (IPC B) ja existente na DIF que vai autorizar ou ndo o solicitante (IPC A) a
fazer parte da DIF para compartilhar informacdes através do protocolo CDAP. O registro
é o processo pelo qual um IPC se junta a outro processo IPC com finalidade de

compartilhar informagdes [Amdouni,2016].

New IPC process on the
Virtual Machine 01

IPC process existing in the
Virtual machine 62

IPCP
A

IPCP
B

M_CONNECT  (CDAP)

: Authentication

R i e

M_CONNECT

Refused (Failed)

(CDAR)
M_START

{Flow)

Figura 3: Controle de acesso de um novo processo IPC na DIF.
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Para realizar o experimento do controle de acesso na arquitetura RINA foi
necessaria a instalacdo do prototipo IRATI nas méaquinas virtuais (VMs) da ilha UFPE
que compde a rede FIBRE. Como o protétipo trabalha com os espacos de usuérios e
kernel foi necessaria a instalacdo dos pacotes de softwares para o funcionamento correto
do mesmo.

Diante disso, a Tabela 1 apresenta os pacotes de softwares do espago do kernel
instalados nas maquinas virtuais e que sdo fundamentais para utilizar os mddulos dos
componentes da arquitetura RINA. Por outro lado, a Tabela 2 apresenta os pacotes de
softwares do espaco do usuario instalados nas VMs que tem como objetivo trabalhar na
criacdo, exclusdo, atualizacdo e consulta dos processos IPCs como também utilizar
ferramentas de geracdo de trdfegos de dados na arquitetura. Os pacotes completos bem
como os procedimentos de instalacdo do protétipo podem ser verificados no endereco

https://github.com/IRAT I/stack/wiki/Getting-Started.

Tabela 1: Pacotes de softwares do espaco do kernel instalados nas VMs.

Pacotes de softwares

Finalidade

kernel-package

Pacote necessario para modificar o kernel
padrdo do sistema operacional para utilizar
0s mddulos da arquitetura RINA.

libncurses5-dev

Pacote que contém bibliotecas estaticas
necessarias no desenvolvimento do espaco
do kernel.

RINA Support

Maédulo que habilita o IPC Manager e
demais outros modulos como o shim DIF
tcp/udp no protétipo. Disponivel no
menuconfig.

Tabela 2: Pacotes de softwares do espaco do usuario instalados nas VMs

Pacotes de softwares

Finalidade

Libtool

Disponibiliza os comandos necessarios para
criar, excluir, atualizar, registrar e consultar
processo IPC no IPC Manager

Maven

Ferramenta de compilacdo necessaria para
trabalhar com as aplicacdes rinaperf e rina-
echo-time.

Swig

Software para comunicacdo com a
biblioteca librina, principal biblioteca no
espaco do usuario, que utiliza ferramentas
de comunicacdo rinaperf e rina-echo-time
[Vrijders, 2014]
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O trabalho permitiu investigar alguns problemas nos templates das VMs, tais
como o tipo de virtualizacdo implementado na ilha UFPE, pois ap0s a instalacdo do
prototipo IRATI as méaquinas ndo inicializavam usando virtualizacdo total (HVM -
Hardware Virtual Machine). Neste contexto, foi necessaria realizar uma customizacao
nos templates das VMs da ilha UFPE, mediante ajuda do suporte da RNP (Rede Nacional
de Pesquisa) para que as maquinas virtuais carregassem os principais moédulos, shim-eth-
vlan e shim-tcp-udp, do prot6tipo corretamente. Feita a customizagdo nos templates, as
VMs foram inicializadas com o prot6tipo na versdo do kernel 4.1.16. Diante dessa
dificuldade encontrada e superada com sucesso, a Figura 4 apresenta a topologia Idgica
do experimento realizado referente ao controle de acesso na arquitetura RINA.

DIF, nanm«

Shim DIF over Shim DIF over
802.1Q, name = 100 802.1Q, name = 101

etnrz00[ ) VLAN 100 (T Jetar00){eenzz0t[T ) VLAN 101 [T Jenr101
yi Y yi A" /
Virtual Machine Fibre01 Virtual Machine Fibre02 Virtual Machine Fibre03
(VMFO1) (VMFO02) (VMF03)

Figura 4: Experimento do controle de acesso solicitado pelo IPC “test3.IRATI” na DIF.

O experimento permitiu uma investigacao e validacdo do controle de acesso dos
processos IPCs, além da operacdo dos elementos da arquitetura através da utilizagdo do
protétipo IRATI no ambiente FIBRE. O prototipo apresenta uma console de
gerenciamento denominada IPC Manager (IPCM) que permite executar diversas
funcionalidades com os elementos da arquitetura RINA.

O objetivo do estudo foi avaliar de forma experimental o controle de acesso na
DIF solicitado pelo processo “test3.JRATI” como também realizar a comunicagdo dos
processos. A DIF existente “Normal.DIF” apresenta o processo IPC configurado como
“test].IRATI” disponivel na VMFO1 que autoriza o processo “test2.IRATI” disponivel
na VMFO02. O registro do processo “test3.IRATI” s¢ ¢ validado com autorizagdo dos
processos “test].IRATI” ou “test2.IRATI” que fazem parte da DIF. Apds autorizagao,
todos os processos podem compartilhar mensagens. As trocas dessas informagdes entre
os processos IPCs sdo armazenadas em uma base de dados de cada processo a qual ¢
denominada como RIB, conforme abordado anteriormente.

A Figura 5 apresenta o registro solicitado pelo processo “test2.IRATI” que foi
autorizado com sucesso pelo processo IPC “test].IRATI”, enquanto que a Figura 6
apresenta a consulta realizada na base de dados apds a finalizacdo com sucesso do
controle de acesso concedido ao processo IPC “test3.IRATI”. Apds o controle de acesso
aceito com sucesso, 0s processos IPCs podem se comunicar atraves de mensagens
utilizando o protocolo CDAP como também utilizando o protocolo EFCP.
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Figura 5: Screenshot do registro do processo IPC “test2.IRATI”.

MName: /dif/resourceallocation/nminusoneflowmanager/nminusoneflows/1; Class:
nminusone flow; Instance: 18

Value: Local app name: testl.IRATI-1--Remaote app name: test2.IRATI-1--

N-1 DIF name: 100; port-id: 1

Flow characteristics: litter: 0; Delay: 0

In oder delivery: 0; Partial delivery allowed: 1

Max allowed gap between SDUs: -1; Undetected bit error rate: 0

Average bandwidth (bytes/s): 0; Average SDU bandwidth (bytes/s): 0

Peak bandwidth duration {ms): 0; Peak SDU bandwidth duration (ms): 0

Name: /dif/fresourceallocation/nminusoneflowmanager/nminusoneflows/2; Class:
nminusone flow; Instance: 22

Value: Local app name: test2.IRATI-1--Remaote app name: test3.IRATI-1--

N-1 DIF name: 101; port-id: 2

Flow characteristics: litter: 0; Delay: 0

In oder delivery: 0; Partial delivery allowed: 1

Max allowed gap between 5DUs: -1; Undetected bit error rate: 0

Average bandwidth (bytes/s): 0; Average SDU bandwidth (bytes/s): 0

Peak bandwidth duration {ms): 0; Peak SDU bandwidth duration (ms): 0

Figura 6: Consulta na RIB do controle de acesso realizado com sucesso

Finalizado o procedimento que realiza o controle de acesso, foi sucedida a
comunicagdo entre os processos IPCs disponiveis nas VMs. Neste contexto foi realizado
a comunicacdo dos processos IPCs “test].IRATI” e “test3.IRATI” utilizando o protocolo
de transferéncia de dados e que pode ser visualizada na Figura 7, por outro lado as
informacdes armazenadas na RIB referentes alocacdo dos fluxos dos processos citados
podem ser observadas através da Figura 8.

Figura 7: Screenshot da comunicacéo dos processos IPCs.
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810(1460028952)#ipcp[2].resource-allocator (INFO): IPC Process registered to N-1 DIF 100
810(1460029165)#librina.irm (INFO): Requested the allocation of N-1 flow to application
test2.IRATI-1 through DIF 100

815(1460030143)#ipcp[2].resource-allocator (INFO): IPC Process registered to N-1 DIF 100
815(1460030177)#librina.irm (INFO): Requested the allocation of N-1 flow to application
test2.IRATI-1 through DIF 100

815(1460030389)#librina.irm (INFO): Requested the allocation of N-1 flow to application
test2.IRATI-1 through DIF 100

804(1460029165)#ipem.flow-alloc (INFO)[flow_allocation_requested_local]: IPC process test-
ethvlan:1:: requested to allocate flow between test3.IRATI:1:: and test1.IRAS

Figura 8: Consulta na RIB da comunicacdo dos processos IPCs

Portanto, o experimento permitiu explorar a base de dados RIB analisando as
informagdes registradas dos processos IPCs, inclusive a solicitagdo e autorizagdo de
acesso na DIF. Além disso, o experimento proporcionou também analisar a proposta
RINA utilizando os recursos do ambiente FIBRE através da ilha UFPE como também
instigar pesquisadores a trabalhar com a arquitetura proposta para Internet do Futuro em
outras frentes de pesquisas que pode ser realizada sobre o ambiente FIBRE.

Neste contexto, as linhas de pesquisas que podem ser trabalhadas sao as areas de
roteamento, segurancga e controle de congestionamento na arquitetura RINA em multiplas
ilhas que compde a rede FIBRE. Desta forma, o experimento possibilitou investigar o
prototipo IRATI na rede de experimentacdo com a possibilidade de empilhar diferentes
DIFs cada qual oferecendo os mesmos mecanismos relacionados aos protocolos EFCP e
CDAP, porém com funcionalidades distintas como, por exemplo, politicas de alocagdao
de fluxos para o protocolo EFCP e mecanismos de controle de acesso referente ao
protocolo CDAP.

4. Conclusoes e trabalhos futuros

O presente artigo apresentou um estudo realizado com prototipo do projeto IRATI
utilizando ambiente FIBRE por intermédio da ilha UFPE com finalidade de demonstrar,
através da pratica, a operacdo dos elementos que fazem parte da arquitetura RINA, além
disso permitiu investigar a maneira como ¢é realizada o controle de acesso do processo
IPC na DIF e, posteriormente, a comunicacdo dos processos.

Um dos desafios com protétipo IRATI € a criagdo de cenarios mais promissores
que permitem analisar outras &reas na arquitetura RINA como seguranca, roteamento e
multihoming. A criacdo das diversas politicas, como as de roteamento e controle de
congestionamento, permitem explorar as funcionalidades da arquitetura aproveitando a
infraestrutura do ambiente FIBRE utilizando varias ilhas que compde a rede.

Como trabalho futuro, pretende-se realizar um estudo comparativo do
desempenho do servico de transferéncia de dados nas arquiteturas de redes RINA e
TCP/IP, além de explorar os mecanismos de transferéncia de dados nas arquiteturas.
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4° ENComplF - Encontro Nacional de Computaciao dos
Institutos Federais

Apresentac¢io

O 4° Encontro Nacional de Computacdo dos Institutos Federais (ENComplF) sera
realizado em conjunto com 0 XXXVII Congresso da Sociedade Brasileira de Computacao
em Sao Paulo. O ENComplF tem por objetivo reunir professores e alunos de ensino médio
dos Institutos Federais e outras instituicdes que ofere¢am cursos técnicos em informatica.

O evento tem recebido um grande nimero de artigos em todas as suas edi¢des e
tem sido uma excelente oportunidade para a troca de experiéncias entre os participantes
e um estimulo a integragdo e estabelecimento de parcerias entre professores e alunos e
diferentes Institutos Federais e outras instituigdes. O publico participante do evento foi
de aproximadamente 200 pessoas, entre palestrantes e ouvintes, em cada edi¢do do
evento.
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Comité Organizador

Coordenacao Geral
Carlos Roberto de Oliveira Junior (IFRJ)

Coordenaciao do Comité de Programa
Marcelo Rafael Borth (IFPR)

Coordenacao Local
Takato Kurihara (Mackenzie)
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Palestras

Pesquisa Qualitativa em Computacio
Mariano Pimentel (UNIRIO), Marcelo Fornazin (UFF)

Nessa palestra, discutiremos o0s motivos, os procedimentos e os fundamentos
epistemologicos-metodoldgicos para se fazer pesquisa qualitativa em computagao.

Em pesquisas quantitativas, coletamos dados numéricos de um determinado fenomeno a
fim de medi-lo objetivamente. Tais dados compreendem, por exemplo, o intervalo de
tempo para caracterizar a performance, a quantidade de acertos e erros para caracterizar
a eficacia, o custo e a quantidade de recurso (dinheiro, pessoas, horas) para caracterizar o
esfor¢o, medidas sobre o tamanho (linhas de codigo, pontos de fungao) para caracterizar
o sistema computacional, dentre outras medidas. A medi¢do objetiva de um fenomeno
filia-se a tradicdo do pensamento positivista, o qual tem origem no renascentismo e foi
fundamental para o desenvolvimento da sociedade moderna. A pratica de medir
objetivamente a realidade baseia-se em métodos das ciéncias exatas, sendo muito comum
na computacdo e na engenharia (incluindo a engenharia de software) e necessaria para as
pesquisas objetivas voltadas para o desenvolvimento de uma técnica.

Contudo, medigdes objetivas de uma realidade exterior, embora tenham tido grande éxito
na producdo do conhecimento e no desenvolvimento de técnicas, podem ser
problematicas quando enderegamos questdes que envolvem tecnologia, pessoas e
organizagdes. Diferente de matérias inanimadas, componentes quimicos € material
biologico, as pessoas muitas vezes ndo reagem da mesma maneira apos a realizacao de
um experimento cientifico; ou seja, elas aprendem com o experimento ¢ mudam seus
comportamentos. Além disso, as pessoas e sistemas de informa¢do ndo podem ser
facilmente separadas do seu contexto de vida e uso para realizagdo de pesquisa em
laboratorio. Desse modo, as metodologias qualitativas podem ser mais eficazes no sentido
de se produzir conhecimento relevante a partir da investigacao de Sistemas de Informagao
inseridos nas organizagdes e na sociedade. Assim podemos interrogar o que 0s usudrios
acham do sistema experienciado, como aquele sistema computacional modifica as
praticas dos atores e as relagdes entre eles, que fendmenos emergem com o uso do
sistema, o que precisa melhorar, dentre outros aspectos cuja complexidade nao pode ser
reduzida a um namero.

A pesquisa qualitativa, embora também possa ser realizada numa perspectiva positivista,
também pode ser empregada com base em outros paradigmas, como, por exemplo, o
interpretativo € o sociotécnico. Nesses casos, para compreendermos os sistemas
computacionais como artefatos sociotécnicos (e ndo apenas técnicos), usados por pessoas
num dado contexto e numa dada cultura, precisamos conversar com 0S USuUarios
(livremente ou por meio de entrevista ou grupo focal), realizar observagdo direta das
pessoas usando o sistema computacional em suas atividades cotidianas reais e interagir
com 0s usuarios para juntos compreender o artefato sociotécnico. Torna-se necessario
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interpretar (em vez de medir) os discursos produzidos pelos usudrios e suas agdes
praticadas (registradas em anotagdes, video ou log do uso do sistema). A pesquisa deve
ser concebida e realizada a partir de abordagens epistemoldgicas-metodoldgicas de
perspectiva subjetiva.

Algumas abordagens, como Estudo de Caso Interpretativo, Pesquisa-Ac¢do, Design
Science Research, Teoria Fundamentada em Dados (Grounded Theory) e Teoria Ator-
Rede, possibilitam investigagdes voltadas a subjetividade, enderecando os sistemas de
informacao em seu contexto de uso. Além disso, essas abordagens possuem critérios
proprios para afericao de seu rigor e relevancia, tais como autenticidade, plausibilidade e
reflexividade. O mais importante, ao se fazer pesquisa qualitativa, € o pesquisador saber
se posicionar e defender suas escolhas para a sua pratica de pesquisa.
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Trabalhos aceitos

Levantamento de requisitos no desenvolvimento de jogos
Airon Wellington Lima dos Santos, Fabio de Jesus Lima Gomes

Proposta de Framework de Gerenciamento Agil de Projetos do Grupo de Pesquisa
em Engenharia de Software do IFPB

Alexandre D. S. Morais, Carlos Diego Q. Lima, Helder J. L. Rangel, Heremita B. Lira,
Nadja N. Rodrigues, Samyra L. F. Almeida, Tiago C. Barbosa

BlueHelp
Marcelo Machado Cunha, Leila Couto de Matos Buarque, Alisson Oliveira Neves, Bruno
Silva, Jadir Arnaldo JuUnior

Frequéncia x Evasao: Proposta de protdétipo para deteccio de alunos em sala de
aula.
Prof. Msc. Ubirajara C. L. Junior, Profa. Msc. Monica Farias. M. Vicente

Sabarabuc¢u: Um jogo digital educacional, cultural e ambiental para o municipio
historico de Sabara
Pedro A. Lourengo, Lucas P. Leal, Estela M. P. Diaz, Carlos A. Silva

Uma Ferramenta Baseada em Agentes Inteligentes Aplicada ao Estudo do Sistema
Imunolégico Humano

Marcelo José S. C. de Almeida, Paula F. C. P. de Freitas, Juan Victor L. B. e Barros,
Gustavo B. Ribeiro, Myllena A. H. da Silva, Rerisson D. C. S. Matos

Uma avaliacido da eficiéncia energética de uma Rede de Sensores Sem Fios em
relaciio ao posicionamento do né sink

Melissa Bonfim Alcantud, César Alberto da Silva, Andrea Padovan Jubileu, Linnyer
Beatryz Ruiz

Projeto GardenTech: Uma Plantacdo Residencial Tecnologica de Baixo Custo
Cleyton C. Gomes, Gustavo M. Moreira, Gabriel J. S. Souza, Lucio F. S. Zebendo,
Vinicius M. Vieira, Anderson F. Souza, Rafael E. L. Escalfoni

Pharmabook — Um Ambiente Colaborativo para Pesquisa de Precos e Controle de
Estoque Pessoal de Medicamentos

Rafael V. B. Ferreira, Irlon S. Lamblet, Carolina L. Aguilar, Luis C. B. Silva, Rafael E.
L. Escalfoni

Objeto de Estudo de Letramento (OEL), um objeto de aprendizagem para auxilio a
alfabetizac¢ao infantil

Kaio Alexandre da Silva, Luis Filipe de Castro Sampaio, Saimor Raduan Araujo Souza,
Lucas Felipe Alves de Araujo, Silvio Luiz de Freitas, Marcel Leite Rios
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Matematica para Alunos Autistas, um Estudo Sobre a Utilizacdo de Ferramentas
Tecnologicas no Processo de Ensino e Aprendizagem

Anderson Daniel Stochero, Bruna Willig Kopplin, Cristiane da Silva Stamberg, Andréa
Pereira

Desenvolvimento de jogos com uso de Pensamento Computacional e Aprendizagem
Baseada em Projetos
Jhoisndyra V. R. de Almeida, Marcos Vitor C. B. Nunes, Francisco Marcelino A. Almeida

Algoritmo Genético aplicado ao problema de alocagdo/localizagdo de facilidades
Tarcisio Barroso Marques, Otho Garcia da Silva Neto, Daniel da Silva Diniz

Desenvolvimento de Tecnologias Assistivas Para Imersao de Deficientes Visuais em
Ambientes Educacionais
Gbson R. Scantlebury, Leonardo P. Vieira, Emmerson S. R. Silva, Jucimar B. Souza

Sistema de monitoramento de energia Elétrica através da tecnologia do arduino
Alessandro Vareiro Do Amaral, Denis Henrique de Deus Lima, Savio Vinicius Albieri
Barone Cantero

Um Ambiente Virtual Aplicado ao Ensino e Pesquisa em Arquitetura e Organizacio
de Computadores
Guilherme Esmeraldo, Edson Barbosa Lisboa

Vegeryday — Uma aplicacido de auxilio a alimentacio vegetariana
Giovana Santos, Alex Mulattieri Suarez Orozco, Alysson Hubner, Ricardo Luis dos
Santos

Experiéncia de Gamificacdo na Organizacido dos Trabalhos de Conclusdo de um
Curso Técnico em Informatica

Gian Luca Motta Flores, Angelo Nery Vieira Crestani, Rudieri Dietrich Bauer, Jaline
Gongalves Mombach
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Levantamento de requisitos no desenvolvimento de jogos
Airon Wellington Lima dos Santos', Fabio de Jesus Lima Gomes’

'Unidade de Tecnologia e Seguranga da Informacdo (UNITEC)
Secretaria Estadual de Fazenda — Governo do Piaui — Teresina, PI — Brasil

*Departamento de Informagdo, Ambiente, Satide e Producdo Alimenticia (DIASPA)
Instituto Federal do Piaui (IFPI) — Campus Teresina Central — Teresina, PI — Brasil

aironwellingt