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Abstract. Considered a variation of the art gallery problem, the wireless local-
ization problem deals with the placement of the smallest number of broadcast-
ing antennas required to determine if a person is inside or outside the gallery.
Each antenna propagates a unique key within a certain antenna-specific angle
of broadcast, and the set of keys received at any given point must be sufficient
to determine whether that point belongs or not to the polygon representing the
gallery. To ascertain this localization property, a Boolean formula must be pro-
duced along with the placement of the antennas. In this thesis, we present an
exact algorithm based on integer linear programming and geometrical prop-
erties for solving the natural wireless localization problem, which is known to
be NPP-hard. The efficiency of the algorithm is certified by experimental results
comprising the solutions of 720 instances, including polygon with holes with up
to 1000 vertices, in less than six minutes on a standard desktop computer.

Resumo. Considerado uma variagcdo do problema da galeria de arte, o pro-
blema do posicionamento de antenas trata da localizacdo do menor niimero de
antenas requerido para determinar se uma pessoa estd dentro ou fora da ga-
leria. Cada antena propaga uma chave tinica dentro de um dngulo especifico
de transmissdo, e o conjunto de chaves recebidas em um dado ponto deve ser
suficiente para decidir se ele pertence ou ndo ao poligono que representa a ga-
leria. Para verificar esta propriedade de localizacdo, uma formula Booleana
deve ser produzida junto com o posicionamento das antenas. O problema do
posicionamento natural de antenas é NP-dificil. Nesta dissertacdo, apresenta-
mos um algoritmo exato baseado em programacdo linear inteira e propriedades
geométricas para resolvé-lo. A eficiéncia do algoritmo é certificada por resul-
tados experimentais que compreendem as solucoes otimas de 720 instdncias,
incluindo poligono com buracos de até 1000 vértices, calculadas em menos de
seis minutos em um computador desktop padrdo.

1. Introducao

Problemas de Galeria de Arte [O’Rourke 1987, Urrutia 2000, Couto et al. 2011,
Borrmann et al. 2013] compdem um tema de pesquisa de longa data em Geometria Com-
putacional. Variantes do problema surgiram apds a introdu¢do de um novo conceito

*Esta pesquisa teve apoio de CNPQ (Proc. #311140/2014-9, #477692/2012-5 e #302804/2010-2),
FAPESP (Proc. #2007/52015-0 e #2012/17608-9) e FAEPEX/UNICAMP.



A (I A 2y
b b

Figura 1. Exemplo com antenas em a, b, c e d e formula Booleana a-b+a-c-d.

de visibilidade, em que os guardas sdo capazes de ver através das paredes da gale-
ria [Eppstein et al. 2007]. A motivagdo para esta modificacdo origina-se a partir de
aplicacoes para redes sem-fio, onde os sinais das antenas ndao sao bloqueados pelas pa-
redes das construcdes. E nesse contexto que surge o Problema do Posicionamento de
Antenas (WLP, Wireless Localization Problem).

Para ilustrar o WLP, considere o seguinte exemplo, que captura a esséncia do pro-
blema [Christ and Hoffmann 2009]. O proprietario de um cybercafé gostaria de fornecer
internet sem-fio aos seus clientes, mas quer evitar que aqueles que estdo fora da loja pos-
sam acessar sua infra-estrutura de rede. Para conseguir isso, antenas podem ser instaladas,
cada uma das quais transmitindo uma chave unica (secreta) num angulo arbitrario fixo. O
objetivo € instalar essas antenas e ajustar seus angulos de transmissao de tal forma que os
clientes dentro da drea do cybercafé possam ser distinguidos daqueles fora da loja sim-
plesmente pedindo para nomearem quais as chaves que sdo recebidas no local onde se
encontram. Para verificar sua localiza¢do, um cliente faz uso de uma férmula Booleana
cujas varidveis correspondem as chaves transmitidas, cada uma delas tendo, respectiva-
mente, o valor verdadeiro ou falso dependendo se, no ponto onde se encontra, o cliente
recebe ou ndo aquela chave. Uma vez que a instalagdo e manuten¢do das antenas t€m um
custo, um problema de otimiza¢do natural, € o de encontrar uma solu¢do com o nimero
minimo de tais dispositivos. As semelhangas entre este problema e o da galeria de arte sd@o
evidentes. Assim, a regido de interesse € uma loja (cybercafé) ao invés de uma galeria,
e os guardas deste ultimo sdo antenas no primeiro. Uma instincia do problema pode ser
vista na Figura 1. Neste caso, uma solu¢do 6tima seria instalar antenas nos vértices a, b, ¢
e d, com angulo de transmissdo idéntico ao angulo interno do poligono nesses vértices, e
usar a férmula Booleana dadapora -b+a-c-d.

Uma forma alternativa de visualizar o problema € observar que a drea de trans-
missdo de uma antena € um cone ilimitado no plano e que o poligono correspondente a
area da loja pode ser definido por meio de unides e intersec¢oes desses cones. Com isto,
a formula Booleana procurada pode ser vista como as unides e intersec¢des necessarias,
onde cada varidvel representa um cone. Uma aplicacdo direta do problema decorrente
desta visdo geométrica, é sua utilizacdo em Geometria S6lida Construtiva [Dey 1991],
uma técnica utilizada na drea de modelagem de sélidos.

A pesquisa nesta dissertacdo foi focada na variante do WLP chamada de Pro-
blema do Posicionamento Natural de Antenas, onde as antenas estdo limitadas a esta-
rem nos vértices e arestas do poligono e com angulo de transmissdo idéntico ao angulo
interno naquele ponto. Apesar dos vérios resultados tedricos publicados sobre o pro-
blema [Dobkin et al. 1993, Eppstein et al. 2007, Christ et al. 2008, Christ et al. 2009],



anteriormente ao nosso trabalho, nao havia na literatura propostas de algoritmos de qual-
quer natureza (exato ou heuristico) para resolvé-lo. Assim, como era de se esperar, tao
pouco existiam instancias de dominio publico para serem testadas experimentalmente. A
partir destas observagdes, o preenchimento destas duas lacunas foi fixado como sendo o
objetivo do trabalho.

Além disso, por ser tratar de um problema na drea de Geometria Computacio-
nal, onde estudos algoritmicos de problemas NP-dificeis tendem a se iniciar diretamente
com heuristicas e aproximagdes, optou-se por buscar um algoritmo exato para resolvé-lo
baseado em programacdo linear inteira (PLI). A razdo desta escolha foram os 6timos
resultados obtidos para problemas geométricos de galeria de arte [Couto et al. 2008,
Couto et al. 2011, Borrmann et al. 2013] com o emprego desta mesma metodologia.

Nesta dissertacdo, a partir de uma discretizacao para o problema do posiciona-
mento natural de antenas, apresentamos um modelo PLI capaz de resolvé-lo. A partir do
modelo inicial, conduzimos uma série de aperfeicoamentos matematicos e aplicacdes de
propriedades geométricas para otimizd-lo. A cada mudanga, efetuamos uma avaliacio
experimental do algoritmo, com o intuito ndo apenas de mostrar os resultados alcangados
mas, também, de apontar as limita¢des praticas que nos levaram a sugerir as alteracdes
propostas na sequéncia.

Como produto final desta pesquisa, foi obtido um algoritmo iterativo capaz
de resolver instancias nao triviais do problema na otimalidade. Os resultados da
dissertacao deram origem a duas publicacdes internacionais, sendo uma em conferéncia
[Crepaldi et al. 2013a] e outra em um periddico [Crepaldi et al. 2015]. Note-se que tanto
a conferéncia quanto o periddico sdo bastante conceituados junto a comunidade da area
de Geometria Computacional. Além disso, um benchmark contendo todas as instancias
testadas e seus resultados foram disponibilizados publicamente [Crepaldi et al. 2013b].

2. Ideia Geral da Solucao

No WLP, uma antena pode ser vista como uma estacdo, posicionada numa dada
localizag@o, que transmite um sinal num angulo e direcdo predefinidos. A regido co-
berta por uma antena localizada no ponto p € o cone com dpice em p definido por dois
raios emanando deste ponto. Estes dois raios definem o angulo e a dire¢cdo de transmissao.
Assim, de uma maneira mais formal, a regido de transmissdao de uma antena € um cone
ilimitado no plano definido pela intersec¢do ou unido de no maximo dois meios-planos.

Podemos associar a uma antena g uma varidvel Booleana que, para cada ponto p
no plano, tem um valor verdadeiro se e somente se p estd contido no cone de transmissao
de g. Entdo, dado um poligono P e um conjunto de antenas (G, deseja-se saber se existe
uma férmula Booleana B, na forma normal disjuntiva, com estas variaveis, que € satisfeita
exclusivamente pelos pontos de P. Caso afirmativo, diz-se que G é capaz de descrever P.

No contexto do problema, é dado um poligono P e um conjunto GG de potenciais
antenas, cada uma delas caracterizada pela sua localizacdo e por seu angulo de trans-
missdo, capazes de descrever P. Quando um custo unitério € atribuido a cada antena de
G, o problema de otimizagao procura um subconjunto de G que descreve P e que tenha o
menor custo.

Podemos obter uma subdivisao planar induzida pelo cone de transmissao de todas



Figura 2. Parte da subdivisao planar induzida por antenas em posicao natural.

as antenas em (7, conforme a Figura 2. Uma discretizag¢do para o problema pode ser obtida
a partir desta subdivisao planar. Considerando que a férmula Booleana procurada deve
ser satisfeita por todos os pontos internos ao poligono, mas nao pelos externos, conforme
demonstramos na dissertacao, basta verificar esta propriedade em um tnico ponto de cada
face da subdivisao planar.

Assim, a ideia inicial de nosso algoritmo foi criar um modelo PLI que busca mi-
nimizar a quantidade de antenas utilizadas, de tal forma que, com as antenas presentes
na solugdo, seja possivel encontrar uma férmula Booleana vdlida para o problema. A
partir desta formulacao inicial, diversas melhorias foram sendo adicionadas ao método de
solucdo durante o decorrer do trabalho. Tais melhorias ocorreram tanto no modelo PLI
em si quanto na utilizacdo de propriedades geométricas intrinsecas ao problema, como
descreveremos brevemente na secdo seguinte.

3. Contribuicoes

Nos capitulos 1 e 2 da dissertagdo, apresentamos uma discretizacdo para o Problema
do Posicionamento Natural de Antenas e, a partir dessa discretizacdo, chegamos a um
primeiro modelo PLI para resolvé-lo. Com este modelo inicial, mesmo realizando al-
gumas otimizacdes na formulagdo matemadtica, s6 fomos capazes de encontrar solucdes
Otimas para instancias com até 60 vértices, respeitado um tempo limite de 20 minutos de
computacdo. A maior dificuldade surge por conta do grande nimero de faces na subdi-
visao planar resultante da discretizagao do problema, que tem forte impacto na quantidade
de restricdes do modelo.

Posteriormente, estudando as propriedades geométricas da discretizag¢do, defini-
mos faces de sombra e luz: faces da subdivisdo planar que representam as areas de co-
berturas minimais € maximais em relacdo as antenas em posicdo natural. A obtencao
destas faces foi realizada utilizando um algoritmo de varredura no plano, desenvolvido
em conjunto com pesquisadores da Technische Universitit Braunschweig (TUB), na Ale-
manha, durante o estagio de pesquisa no exterior realizado pelo mestrando. Através desta
propriedade, pudemos reduzir a quantidade de regides internas e externas que precisamos



verificar ao resolver o problema em 98, 9% em média.Tal reducdo traduz-se diretamente
em um modelo matematico mais compacto e, portanto, mais facil de ser calculado na
pratica. Com este decréscimo no tamanho da formulagdo, respeitando o mesmo limite de
tempo de 20 minutos, conseguimos solucionar instancias de até 100 vértices.

A partir dos resultados obtidos com as faces de sombra e luz, pareciam esgotadas
as possibilidades de melhorar o desempenho computacional do algoritmo, a menos que
houvesse uma quebra de paradigma. Como resultado desta observacdo, como pode ser
visto no capitulo 4, propusemos um algoritmo iterativo em que varios modelos menores
eram resolvidos a cada passo, até que, na ultima iteracdo, fosse possivel concluir que a
solu¢cdo do modelo menor e a do original eram coincidentes. Com isso, foram resolvidas
instancias de 1.000 vértices em menos de 10 minutos, utilizando, em média, apenas 1, 9%
total das restricdes na ultima iteracdo, ja considerando o modelo reduzido decorrente do
uso das propriedades das faces de sombra e luz.

Finalmente, como pode ser visto no capitulo 5, com a inicializacdo do algo-
ritmo iterativo com um subconjunto adequado das restricdes, pudemos resolver todas
as instancias de 1.000 vértices em menos de seis minutos, inclusive casos envolvendo
poligonos com buracos. Este ganho foi alcancado mediante um estudo cuidadoso em
que procuramos identificar as relagdes de dominancia entre as desigualdades lineares do
modelo de programacao inteira.

Os apéndices da dissertagdo mostram detalhes sobre o gerador de instancias cri-
ado, bem como da ferramenta desenvolvida para editar, visualizar e resolver instancias.

4. Conclusao

Nesta dissertacdo, descrevemos a pesquisa sobre o Problema do Posicionamento Natu-
ral de Antenas, onde o objetivo € minimizar o ndmero de antenas em posi¢do natural
necessarias para descreverem o interior de um poligono. Gracas a uma abordagem nao-
trivial do problema em que utilizamos técnicas que possibilitaram ir além da resolucio
ingénua do modelo PLI, ao final deste trabalho, fomos capazes de resolver, na otimali-
dade, instancias quase 20 vezes maiores do que aquelas tratadas no comeco da pesquisa.

Para se atingir este resultado, foi feito um intenso trabalho experimental o qual
foi composto de varias etapas. Ao término de cada uma destas etapas, seguiram-se cui-
dadosas andlises das saidas das execugdes, o que possibilitou uma melhoria continua do
algoritmo a medida que a pesquisa avancava. A exemplo do que ja havia ocorrido com ou-
tras versdes do problema de galeria de artes, novamente foi possivel constatar a eficiéncia
das técnicas de PLI na resolucdo exata de problemas de Geometria Computacional.

Evidentemente que o estudo do problema ndo se encerra com esta dissertacao. As-
sim, visando contribuir com os pesquisadores interessados no tema, tornamos disponivel
publicamente o benchmark de instancias que utilizamos em nossos experimentos (ver
[Crepaldi et al. 2013b]). Como fornecemos na@o apenas os dados de entrada mas também
as solucoes Otimas de todas as instancias, heuristicas, outras formula¢des PLI ou mesmo
formas de solugdes diferentes podem ser facilmente comparadas aos nossos resultados

Finalmente, destacamos os dois principais subprodutos da dissertagdao. O primeiro
foi o trabalho “An Efficient Exact Algorithm for the Natural Wireless Localization Pro-
blem” que foi apresentado no CCCG 2013 — The 25th Canadian Conference on Com-



putational Geometry (QUALIS B2), uma das mais importantes conferéncias na drea de
Geometria Computacional [Crepaldi et al. 2013a]. Apds a participag@o no evento, fomos
convidados a submeter uma versdao completa do trabalho para uma edi¢cao de um volume
especial do periddico CGTA — Computational Geometry: Theory and Applications (QUA-
LIS A2), artigo este que ja se encontra publicado [Crepaldi et al. 2015].
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