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Abstract. Motivated by the concept of convexity, from Euclidean geometry,
much work has been done on abstract convexities recently. In this thesis, the
particular case of graph convexity is considered, which can be used to model
many applications, such as influence on social networks, distributed systems
and cellular automata, among others.

We address problems involving betweenesses, the hull number, the Radon num-
ber, the Carathéodory number and conversions with deadlines in graphs. The
results shown in this thesis include characterizations, efficient algorithms for de-
termining parameters, NP-completeness proofs, and upper and lower bounds.

Resumo. Inspirados no conceito de convexidade da geometria euclideana, di-
versos trabalhos envolvendo convexidades abstratas vém sendo feitos recente-
mente. Nesta tese consideramos o caso particular de convexidades em grafos, o
qual pode ser utilizado para modelar diversas aplicacées, como influéncia em
redes sociais, sistemas distribuidos e automata celular, dentre outras.

Sdo abordados problemas envolvendo intermediagées, o niimero de envoltoria,
o numero de Radon, o niimero de Carathéodory e conversoes com limite de
tempo em grafos. Os resultados apresentados compreendem caracterizagoes,
algoritmos eficientes para a determina¢do de pardmetros, provas de NP-
completude e limites superiores e inferiores.

1. Introducao

Grafos estdo entre as estruturas mais importantes dentro da ciéncia da computagdo e sdo
utilizados, por exemplo, para representar conexdes entre computadores de uma rede e
modelar relagdes entre individuos em uma rede social. Em aplicacdes envolvendo grafos,
muitas vezes estamos interessados em caminhos entre um par vértices e também em iden-
tificar quais os nds intermedidrios que podem fazer parte destes caminhos. Isso motiva
uma conexdo com 0s conceitos matematicos de intervalo e convexidade.

Outros modelos matematicos estao relacionados a ideia de um elemento ser um
intermedidrio entre outros dois, ainda que ndo haja relagdes explicitas como em um grafo.
A este tipo de modelo, d4-se o nome de intermediagao.
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Os problemas apresentados nesta tese sdo de diversas naturezas, como provas de
NP-completude, algoritmos polinomiais, limites superiores e inferiores e caracterizagdes
estruturais. Além disso, os conceitos abordados apresentam aplicagcOes nas mais diver-
sas dreas como difusdo de informacdes e infec¢des, fisica estatistica, marketing viral,
sistemas financeiros, sistemas distribuidos, autdomatas celulares, redes sociais, sistemas
imunoldgicos, biologia molecular e psicometria.

A seguir apresentamos a lista de trabalhos desenvolvidos e publicados ao longo
doutorado que apresentam resultados relacionados a esta tese.

e On subbetweennesses of trees: hardness, algorithms, and characterizations.
Computers and Mathematics with Applications, 2011 [Rautenbach et al. 2011b];

e Characterization and representation problems for intersection betweennesses.
Discrete Applied Mathematics, 2011 [Rautenbach et al. 2011a];

e On minimal and minimum hull sets.
Electronic Notes in Discrete Mathematics. Latin-American Algorithms, Graphs,
and Optimization Symposium (LAGOS), 2013 [Barbosa et al. 2013];

e Irreversible conversion processes with deadlines.
Journal of Discrete Algorithms, 2013 [Rautenbach et al. 2014];

e On the Carathéodory number of interval and graph convexities.
Theoretical Computer Science, 2013 [Dourado et al. 2013a];

e Algorithmic and structural aspects of the P3-Radon number.
Annals of Operations Research, 2013 [Dourado et al. 2013b];

e An upper bound on the P;-Radon number.
Discrete Mathematics, 2012 [Dourado et al. 2012b];

e Characterization and recognition of Radon-independent sets in split graphs.
Information Processing Letters, 2012 [Dourado et al. 2012c];

e On the Radon number for Ps-convexity.
Electronic Notes in Computer Science. Latin American Theoretical Informatics
(LATIN), 2012 [Dourado et al. 2012a];

Além destes, outros trabalhos foram desenvolvidos ao longo do doutorado, em
outros problemas relacionados a teoria de grafos:

e Characterizing Clique Graphs of Chordal Comparability Graphs.
Aceito para publicagdo no periddico Matematica  Contemporanea,
2014 [Habib et al. 2014];

e On total coloring and equitable total coloring of cubic graphs with large girth.
Cologne-Twente Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW),
2013 [Dantas et al. 2013].

Devido as restri¢gdes de espago, as referéncias fornecidas sdo aquelas cujo autor
da tese teve participacdo. No texto original da tese, apenas uma selecdo dos resultados
obtidos ao longo do doutorado foi apresentada. Resultados adicionais foram apresentados
nos anexos da tese, contendo os artigos originais. Optamos por apresentar neste resumo
a mesma selecao de resultados, deixando a cargo do leitor a consulta aos artigos originais
disponiveis nos apéndices, de acordo com seu interesse. Além disso, todas as provas
dos resultados obtidos serdo omitidas, bem como diversas defini¢des. Uma interpretagdo
informal dos resultados serd dada, para facilitar a compreensdo de leitores de outras dreas.
Definicdes detalhadas dos problemas estudados podem ser encontrada no texto da tese.
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2. Intermediacoes

Formalmente, intermedia¢des sdo conjuntos de triplas da forma (a, b, ¢), representando
que o elemento b estd entre os elementos a e c. Esta abstracdo ndo pressupde uma estru-
tura subjacente como um grafo. Ainda assim, intermedia¢des dao origem a problemas in-
teressantes até mesmo em grafos de estrutura extremamente restrita, como caminhos. Um
dos problemas que consideramos pode ser interpretado como: dada uma intermediagao,
existe uma arvore que satisfaca todas as triplas da intermediacdo? A complexidade deste
problema e de uma outra versdao do mesmo foi determinada.

Teorema 1 ([Rautenbach et al. 2011b]) SUBINTERMEDIACAO DE UMA ARVORE é
NP-Completo.

Teorema 2 ([Rautenbach et al. 2011b]) SUBINTERMEDIACAO INDUZIDA DE UMA
ARVORE pode ser resolvido em tempo polinomial.

Um resultado de caracterizagdo, generalizando um resultado presente na literatura
para arvore, foi tambem desenvolvido:

Teorema 3 ([Rautenbach et al. 2011b]) Seja V' um conjunto finito. Se B C V33 é um
conjunto de triplas estritas, entdo existe uma floresta F tal que Bs(F) = B se e somente
se B satisfaz os axiomas (11), (13), (13), (14) e (F5).

Foi também considerado um tipo particular de intermediacdo bastante interes-
sante, denominado intermediacdo de interse¢ao, no qual conjuntos sdo associados aos ele-
mentos do nosso conjunto principal (digamos, listas de interesses associadas a individuos)
e um elemento estd entre outros dois caso seu conjunto associado contenha a interse¢ao
dos conjuntos associados aos outros dois.

O resultado a seguir se refere a uma caracterizagdo das intermediacdes de
interse¢do e, em particular, d4 um limite quadrdtico para o nimero de elementos ne-
cessdrios para a construcdo de uma intermediacdo dada. Este teorema se refere a
intermediagdes ndo estritas, mas para o caso de intermediagdes estritas foi determinado
resultado de natureza similar.

Teorema 4 ([Rautenbach et al. 2011a]) Seja V um conjunto finito e B C V3.

(i) Se existe uma familia de subconjuntos M = (M,)yecy com intermediacdo de
intersecdo ndo estrita B(M) = B, entdo B satisfaz os axiomas (1), (I3) e (1).

(ii) Se B satisfaz os axiomas (1), (I3) e (1), entdo existe uma familia de conjuntos
M = (M,)vey com intermediacdo de intersecdo nao estrita B(M) = B e

UV Mv‘ < ('g'), que pode ser construida em tempo polinomial.
(US]

Em particular, mostramos que, quando a uma intermediagdo corresponde a uma
intermediacdo de uma arvore, entdo € possivel determinar uma familia de subconjun-
tos de um conjunto de tamanho linear no tamanho da 4rvore tal que a intermediacdo de
intersecao associada a esta familia é exatamente a intermediac¢ao da drvore.

Teorema 5 ([Rautenbach et al. 2011a]) Seja T' uma drvore com n vértices e [ fo-
lhas. Existe uma familia de conjuntos M = (M,),cv () tal que By(T) = Bs(M) e
U M|<2n—1-2

veV(T)
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3. Convexidade

A envoltdria convexa, o nimero de Carathéodory e o nimero de Radon sio parametros de
convexidades abstratas que surgiram a partir de generalizacdes de resultados cldssicos da
geometria euclideana. Em grafos, conjuntos convexos podem ter diversas interpretagdes.
As duas convexidades consideradas nesta tese sdo as convexidades P; e geodética. A
convexidade Ps € relacionada a problemas de conversao, onde nés sdo influenciados pelas
escolhas dos nds vizinhos. J4 a convexidade geodética € relacionada a problemas de
caminhos minimos em grafos. Em termos gerais, conjuntos convexos nestas convexidades
corresponderiam a conjuntos onde nenhum individuo externo ao conjunto € influenciado
por individuos de dentro do conjunto e a conjuntos onde qualquer caminho minimo entre
dois elementos nao sai do conjunto, respectivamente.

3.1. Numero de envoltoria

O problema de decis@o associado ao nimero de envoltéria era sabidamente NP-completo
na convexidade P;. Demonstramos que o mesmo ocorre mesmo quando nos restringimos
a grafos bipartidos.

Teorema 6 NUMERO DE ENVOLTORIA é NP-completo na convexidade P mesmo para
grafos bipartidos.

Embora a determina¢do do nidmero de envoltdria, que corresponde ao tamanho de
um conjunto de envoltéria minimo, seja NP-dificil, encontrar um conjunto de envoltdria
minimal ndo ¢ computacionalmente dificil, podendo ser feito através de um algoritmo
guloso. Isso nos motiva a determinar o quao longe um conjunto minimal pode estar
do minimo. A esse respeito, demonstramos os seguintes resultados para grafos gerais e
tambem restritos a classes especificas.

Teorema 7 ([Barbosa et al. 2013]) Se U ¢é um conjunto de envoltéria minimal na con-
vexidade Ps, entdo |U| < h(G)c(G), onde h(G) é o niimero de envoltoria e ¢(G) € o
ntimero de Carathéodory.

Teorema 8 ([Barbosa et al. 2013]) Se G ¢ um grafo ciibico de ordem n e U é um con-
junto de envoltéria minimal de G na convexidade Ps, entdo ; < |U| < 7.

Teorema 9 ([Barbosa et al. 2013]) Se G ¢ cordal biconexo com V (G) > 2, entdo todo
conjunto de envoltoria minimal na convexidade P3 tem tamanho 2.

Teorema 10 ([Barbosa et al. 2013]) Se G ¢ cografo conexo e U é um conjunto de en-
voltoria minimal na convexidade Ps, entdo U é minimo.

3.2. Numero de Carathéodory

O nuamero de Carathéodory pode ser interpretado como o grau interdependéncia entre os
vértices de um grafo. Se o nimero de Carathéodory € grande, entdo existe algum vértice
que depende de muitos outros para pertencer a um conjunto. Por outro lado, se o nimero
de Carathéodory é pequeno, entdo qualquer vértice pode ser gerado a partir de poucos.

Os resultados obtidos a respeito do nimero de Carathéodory foram abrangentes,
com aplica¢des ndo apenas em convexidades de caminhos, como as mencionadas con-
vexidades P; e geodética, mas também em convexidades mais gerais, denominadas con-
vexidades de r-intervalo. Estes resultados implicam em um limite superior justo para o
nimero de Carathéodory de um grafo. Além disso, grafos satisfazendo a igualdade foram
caracterizados.
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Teorema 11 ([Dourado et al. 2013a]) Se (V,C) é uma convexidade de r-intervalo para
algum r > 2 com niimero de Carathéodory c, entdo

_ =D+

T

Para o caso mais restrito da convexidade geodética, obtivemos o seguinte resultado
justo.

Teorema 12 ([Dourado et al. 2013a]) O nimero de Carathéodory de grafos split na
convexidade geodética é no mdximo 3.

Introduzimos ainda o seguinte problema, mais restrito que o problema original,
mas que ainda assim € NP-completo.

Teorema 13 ([Dourado et al. 2013a]) NUMERO DE CARATHEODORY LOCAL é NP-
completo na convexidade Ps.

3.3. Numero de Radon

Como demonstramos em [Dourado et al. 2013b], a determina¢@o do nimero de Radon é
NP-dificil, até mesmo para grafos split, um classe de grafos bastante restrita. Assim, a
busca por casos de resolugao polinomial deveria se basear em classes bem estruturadas.
Assim, obtivemos um algoritmo para arvores que, embora extremamente técnico € com
diversos casos, pode ser implementado em tempo linear.

Teorema 14 ([Dourado et al. 2013b]) O niimero de Radon de um grafo na convexidade
P pode ser determinado em tempo polinomial.

4. Conversoes com limite de tempo

Nesta tese foi introduzido o problema de conversdes com limite de tempo generalizando
o problema de conversdes no qual um né € infectado quando a quantidade de vizinhos
infectados for maior que um limiar. Adicionamos um limite de tempo para cada vértice
que representa o limite maximo de iteragdes que podem ocorrer antes de um vértice ser
infectado. Esta restricdo € necessdria para a modelagem de situagdes onde queremos que
uma disseminacdo ocorra em determinada janela de tempo. Este problema generaliza
diversos problemas NP-dificeis, como os cldssicos conjunto independente e nimero de
dominacdo, além de variagdes do problema de dominacao em grafos, dentre outros. Ainda
assim, foram obtidos algoritmos polinomiais para algumas classes de grafos.

Teorema 15 ([Rautenbach et al. 2014]) Existe um algoritmo que encontra um conjunto
de conversdo de tamanho minimo em tempo polinomial para florestas.

Muito embora diversos problemas sejam de solug¢do trivial para grafos completos,
isto ndo ocorre neste caso. Alem disso, quando os grafos considerados sdo completos, o
problema se assemelha a alguns problemas de escalonamento de tarefas.

Teorema 16 ([Rautenbach et al. 2014]) Existe um algoritmo que encontra um conjunto
de conversdo de tamanho minimo em tempo polinomial para grafos completos.

5. Conclusao

A riqueza do tema pode ser verificada pela diversidade e quantidade dos resultados ob-
tidos bem como a quantidade de resultados relacionados presentes na literatura recente.
Em particular, o préprio autor da tese continua trabalhando ativamente nos temas, com
resultados recentes [Ramos et al. 2014, Aratjo et al. 2014].
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