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Abstract. Sorting by transpositions is a classic problem proposed in genome
rearrangement and settled as NP-hard. The historical approach has been to
study permutations candidates to be diametral. The transposition diameter is
a related challenging open problem. We advance the study of both problems.
We present tighter bounds for the distance of lonely permutations, we set the
current lower bound for the diameter, and also show families that reach such
bound. Furthermore, we propose a strategy to increase the lower bound.

Resumo. Ordenagdo por tranposi¢oes é um cldssico problema em rearranjo
de genomas, provado ser N P-dificil. Historicamente tem sido considerado
o estudo de permutacoes candidatas a serem diametrais. O didmetro de
transposicdo é assim relacionado ao problema de ordenacdo, em aberto, bas-
tante desafiador. Avancamos em ambos problemas. Apresentamos limites justos
para distdncia de familias de permutacoes solitdrias, estabelecemos o limite in-
ferior para o didmetro, e apresentamos familias que por unioes de permutagoes
solitdrias atingem este limite. Além disso apresentamos uma estratégia que pos-
sivelmente aumentard o limite inferior.

1. Introducao

Pelo principio da evolucao molecular, genomas dao origem a outros. Moléculas de DNA
sdo responsaveis por toda informacdo genética dos seres vivos, € em proteinas estes
conteddos sdo quase similares, porém suas organizagdes sao bem diferentes. Rearranjo
de genomas € um conjunto de eventos mutacionais que afetam a organizagdo do DNA.
Distancia de rearranjo trata de determinar o menor nimero de eventos de rearranjo para
transformar um genoma em outro, também definida por determinar 0 menor nimero de
operacdes necessdrias para transformar uma permutagdo de inteiros em outra.

Para que seja melhor entendida a filogenia dentro das hipéteses evolutivas, di-
versos modelos matemadticos foram propostos, dentre os quais destacamos ordenacdo
por transposicoes. Os interesses computacionais e combinatdrios tornam-se cada
vez mais desafiadores. Ordenagdo por transposi¢cdes, foi introduzido por Bafna e
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Pevzner [Bafna e Pevzner 1998] e foi provado ser N P-dificil [Bulteau et al. 2012]. As-
sim, busca-se por algoritmos exatos ou limites justos para classes de permutacdes. Apre-
sentamos neste trabalho propriedades e limites para distancia da classe das permutagoes
solitdrias e também limites algébricos para distancia de unides de permutagdes.

Bulteau ef al. [Bulteau et al. 2012] provaram ser dificil determinar a distancia
para permutacdes muito proximas da identidade e estabeleceu uma separacio entre dois
problemas que historicamente eram pesquisados juntos: ordenac¢do por transposigoes e
didmetro de transposi¢do. O didmetro de transposi¢do permanece em aberto para n > 16
e sdo conhecidos apenas limites para este valor, com melhor limite inferior conhecido de
| 21| +1 [Elias e Hartman 2006] e limite superior de | 222 | [Eriksson et al. 2001].

Lu e Yang [Lu e Yang 2010] propuseram um novo limite inferior de % para o
diametro através de unides das entdo definidas permutacées super-ruins, como também
descrito no livro Combinatorics of Permutations [Béna 2012]. Invalidamos esta proposta
demonstrando a ndo existéncia de permutagdes super-ruins, reestabelecendo assim o lim-
ite inferior ["T“J-i-l. Apresentamos também familias com distancia igual ao limite inferior
corrente, € propomos uma nova estratégia para aumentar o limite inferior do diametro.

Resultados foram estabelecidos durante o mestrado iniciado em setembro de 2011
e dissertacdo defendida em 27 de fevereiro de 2013. Tivemos as seguintes divulgacdes:

e Publicacdo no SIAM Journal on Discrete Mathematics [Cunha et al. 2013];

e Apresentacdo de artigo no Brazilian Symposium on Bioinformatics 2012 e,
publicacdo no Lecture Notes in Bioinformatics [Cunha et al. 2012];

e Publicacdo na revista Matemdtica Contempordnea [Cunha e Kowada 2010];

e Apresentacdo de poster no RECOMB Comparative Genomics 2012.

Além disso, divulgacdes motivacionais ocorreram neste periodo, destacamos:

e Apresentacdo na Escola Latino-iberoamericana de Pesquisa Operacional 2013;
e Minicurso na VI Semana da Matemdtica da UFF 2012.

Descreveremos resumidamente alguns conceitos bésicos e os principais resultados
obtidos, de modo que cada resultado € indicado com a mesma numerag¢do da dissertacao.
E para mais detalhes recomendamos o texto completo.

2. Ordenacao por transposicoes

Um genoma ¢ representado por uma permutagdo mj,) = [mims ... T,), tal que, 1<m;<n
parai = 1,...,n, com todos elementos distintos. Uma fransposi¢do atua em 7 pela troca
de dois blocos contiguos de elementos. A distdncia de transposicdo, d(r), é o menor
nimero de transposi¢cdes que transforma 7 em ¢ = [12...n|, a permutagéo identidade.
O diametro de transposi¢do 1T'D(n) é o valor da maior distancia de transposi¢ao dentre
todas permutagdes com n elementos. Ou seja, 7'D(n) = maz,, {d(r)}.

Permutacdes sdo agrupadas em classes de equivaléncia térica e aquelas que sdo
toricamente equivalentes possuem mesma distancia. Uma classe que possui uma tnica
permutacdo, é chamada de classe torica unitdria e a permutagdo correspondente é uma
permutagdo solitdria u,, = [(2(3( ... nf] onde T é o resto da divisdo de z por n+1.
Uma condic@o suficiente e necessdria para existéncia de u,,  é que ged(n+1, {)=1. Dada
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a permutagio u,,, a permutagdo u, 1 ¢ sua permutagdo inversa, onde ¢! € o inverso
multiplicativo de ¢ modulo n + 1. Além disso d(uy¢) = d(uy-1).

Através do diagrama de realidade e desejo, limites ndo triviais para distancia
foram apresentados. Dada uma permutagio m, G(w) é o grafo G = (V,R U D),
onde V.= {0,—1,+1,—2,42,...,—n,+n, —(n + 1)}, as arestas sdo particionadas
em dois conjuntos: as arestas de realidade R = {(+m;, —m1) | = 1,...,n — 1} U
{(0, =m1), (+7n, —(n + 1)) }; e as arestas de desejo D = {(+i,—(i + 1))[i = 0,...,n}.
Dizemos que um ciclo em G(7) tem tamanho &, ou que é um k-ciclo, se hd exatamente k
arestas de realidade. Se G() possui somente um ciclo, entdo 7 é uniciclica.

O niimero de ciclos fmpares em G(7), Cimpar(7), € alterado ap6s uma transposicao ¢
da seguinte forma: cimpar(7.t) = Cimpar(7)+2, onde z={—2, 0, 2}, e dizemos que ¢ € um z-
movimento. Se 7 é uniciclica, entdo G(7) consiste de apenas um ciclo fmpar, e 7 contém
um niimero par de elementos. Uma sequéncia composta somente por 2-movimentos nos

d4 o limite inferior de d(7) > [w—‘ .

Estabelecemos regularidades de G(u,, ), € com isto podemos estimar limites de
distancias de familias de permutagdes solitdrias. Dada w,, ¢, temos que: todo ciclo possui
mesmo tamanho k = Wif—l)’ ou seja u,, € um k-ciclo; a sequéncia dos elemen-
tos ndo negativos dos ciclos é +i, +i + ¢ — 1, +i +2({ — 1),...,+i+ (k — 1)(¢—1) para
i=0,...,|C(une)H; e aposigdo do elemento ¢ + y(¢ — 1) éil~' +y(1—¢~1), onde pela
ordem das posicdes destes elementos caracterizamos a existéncia de um x-movimento.

2.1. Limites de distancia para permutacoes solitarias

Vista a dificuldade em determinar a distancia de tranposi¢cao de uma permutacdo, surge
o desafio de determinar distancias exatas ou limites justos para classes de permutacdes.
Mostramos distancias e limites para familias de permutagdes solitdrias. Das regularidades
dos ciclos encontramos redugdes entre permutagdes solitdrias e limitamos as distancias.
Teorema 2.13.  d(ugg—2s) < d(tugg—2) ) +k—1.

Teorema 2.14.  d(ukgr) < d(tgh—2)—2,q(h—3)—1)+q+2.

A Tabela 1 apresenta alguns limites encontrados, onde omitimos as permutacdes
inversas, pois apresentam igual distancia. Estes limites sdo justos, como verificados para
todo n <20. Limites superiores sdo obtidos através de reducdes de permutacgdes solitérias,
e os limites inferiores pelas regularidades dos ciclos do diagrama de realidade e desejo.

Tabela 1. Limites para permutacoes solitarias, suas inversas sao omitidas.

d(un,é)
n 14 limite inferior | limite superior Referéncia
2q 2q—1]qg—1 q+1 Teorema 2.10
3q 3 13q/2] |3¢/2] +1 Teorema 2.12
3¢g+1|3 13q/2] 13¢/2] +1 Teorema 2.12
2q 4 qg—1 q+3 Corolario 2.15

Permutacao né u, ~ Uma permutagdes né é aquela tnica uniciclica que ndo admite
um 2-movimento [Christie 1999]. Christie definiu essa permuta¢do por wy,), uniciclica
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com sequéncia de posi¢des dos elementos ndo negativos do ciclo (0, 5, n, §—1, n—
1,---,1,n—(%—1)). Esta é uma importante permutagio solitdria, as permutacdes né
desempenham o papel central no estudo do didmetro de transposi¢do. Mostramos que as
estas sdo as unicas candidatas a serem permutacdes super-ruins [Lu e Yang 2010].

Corolario 2.5. As permutagdes wj, sdo0 justamente as permutagdes né wuy, ¢~ onde:

= 2g+1 paran = 6q,
| 4q paran = 6q — 2.

Pelo fato de ndo haver 2-movimento em w,, ¢+ temos que d(uy, ) > §+1. Além

disso, hd uma sequéncia de % +1 transposi¢des que ordena uy, ¢+, assim d(uy ) =5 +1.

2.2. Limites algébricos de unioes de permutacoes

A unido de permutacdes consiste da justaposicao de permutagdes, foi primeiramente abor-
dada no contexto do problema do didmetro de transposi¢do. Mostramos propriedades
algébricas da unido de permutacOes, € mais particularmente unido de permutacdes
solitdrias. Assim estimamos limites e valores exatos para a distdncia de mais familias
de permutagdes. Estes resultados sdo importantes no estudo do didmetro de transposigao.

Dadas as permutagdes 7, € 074, a unido de 7 e o € a permutacdo (7 & o)}, onde
n=r+s+lenWo=[m ... 1w (r+1)(r+1+o1) ... (r+1+0s1) (r+1+o0s)].

Pela estrutura dos ciclos de G(7 & o), temos o seguinte limite inferior: d(rj,) W

o) = rH_CQ““"“(w) + SH_C;“‘”“(U). Mostramos também algumas propriedades a respeito da
operacdo de unido, a saber:

Proposicao 3.3. Comutatividade. m & o € toricamente equivalente a ¢ W 7. Assim,
dirWo)=d(ocWm).

Proposicao 3.6. Desigualdade triangular. d(7m W o) < d(w) + d(o).

Proposi¢ao 3.8. Distributatividade da inversa. (tWo) ' =r 'Wo '

A partir destas propriedades temos os seguintes resultados:
Proposiciio 3.9. Dadas duas permutagdes uniciclicas 7] € oy, onde d(7) =7, temos:

= se d(o) = 35,

d(ﬂ-tﬂa):{rs s
5241 sed(o)=35+1.

Corolirio 3.10. Se 7 ¢ uniciclica e d(7) = %, e s é par, entdo d(7 W pyy)) = 52 + 1.
Corolério 3.11.  d(up2Wuy, »y1)=n.
Proposicio 3.12. Dadas duas permutagdes uniciclicas ) e oy, onde d(7) = 5 + 1e

d(o) =541, temos que: 22 4+ 1 < d(nWo) < 2+ 2.
Teorema 3.13. A distancia de pj,) W pp,q satisfaz a seguinte desigualdade: d(pp) W pp)) <
r + 1. A igualdade segue se r € par ou se =3 (mod 4).

Uniao de permutacdes né Pelos resultados anteriores, a unido de permutagdes no:

+ +
E 1<y e, ) ST 2. (1)

Mostramos unides de permutacdes nd que atingem o limite inferior de (1).

481



CTD — XXVII Concurso de Teses e Dissertagdes

Teorema 3.19.  d(uy, ¢+ Wy ) =n+ L.
Teorema 3.21.  d(u, ¢+ W (up )™ t) = n + 1.
Teorema 3.23. Dada a permutacio () = Usq—2,14 & Ugg,2¢+1, temos que d(¢) = |2 |+1.

Por um algoritmo forca bruta encontramos unides de permuta¢des nd que atingem
o limite superior de (1), como a unido u44 W ujos, que possui distdncia 9. Obter
permutagdes que tenham distancia igual ao limite superior de (1) € uma estratégia promis-
sora para estabelecer novos limites inferiores do didmetro.

3. Diametro de transposicao

O melhor limite inferior do didmetro para n fmpar e n > 13 foi apresentado em
[Elias e Hartman 2006], este resultado foi baseado em [Eriksson et al. 2001] que ob-
tiveram permutacdes diametrais para n =13 e n=15. Elias e Hartman consideraram
para n=1(mod 4), a permutacio (pWpjs)) & ppE W prg) - - - W ppg), € paran=3(mod 4),
a permutag@o ( P ¥ p[w]) Wppz W o3 - - - W p3). Para permutagdes com nimero par de ele-
mentos, até agora ndo se conhece alguma que sua distancia seja maior que a da reversa.

Lu e Yang [Lu e Yang 2010] propuseram um melhor limite de 7D(n) > —175? 1

pelas unides de copias de permutagdes super-ruins. v é uma permutagcdo super-ruim se:
i) v € uniciclica; ii) Nao ha 2-movimento a ser aplicado em ~; iii) d(yW~y) > n+2. Lue
Yang afirmaram que a permutag@o uo g Seria super-ruim, a qual teria sido obtida através
de um algoritmo BFS dentre todas as possiveis permutacoes.

O atual limite inferior Dos resultados obtidos sobre as permutacdes né e sobre
operacoes de unides de permutacdes, mostramos:

Teorema 4.6. Nao existem permutagdes super-ruins.

As permutagdes né s@o as tnicas que satisfazem as condigdes 1) e ii) anteriores,
entdo existiriam permutagdes super-ruins se a unido de duas copias da mesma permutacao
no tivesse distancia igual ao limite superior de (1), porém mostramos que d(u, g« Wi, g« ) =
n+1 (Teorema 3.19), invalidando as condigdes de existéncia de permutagdo super-ruim.
Retornamos portanto, ao limite inferior provado por Elias e Hartman.

Construcao das familias mais distantes Mostramos condi¢des suficientes para que
unides de algumas permutacdes né ndo atinjam ao limite superior de (1), ndo sendo tteis
portanto para construirmos permutagoes mais distantes. Entretanto, as unides w4 4 ¥ 110 g
e u44 Wupg 5 atingem o limite superior. Assim construimos novas familias que atingem o
atual limite inferior do didmetro, as permutagdes no u10g € w125 Se aplicam como raizes
destas familias, assim como p1o) € pjg) em [Elias e Hartman 2006].

Um limite inferior melhor para o didmetro possivelmente serd obtido através da
obtengdo de &},], construida pela unido de quatro permutagdes n6 distintas &y, =7 & o &
d We, tal que d(&) atinge o limite superior ”T“—l—Z. Uma condicao para obter & € que: cada
um dos seis pares de unides tomados dois a dois necessite de dois 0-movimentos; e cada

uma das quatro unides de trés permutacdes necessite de trés 0-movimentos.

Uma consequéncia do didmetro limitado inferiormente por 7'D(n) > d(€) = “4+2
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¢ que para n par, a reversa nao seria diametral, ji que &, n é fmpar e para T'D(n+1)
sabemos que TD(n) <TD(n+1)<TD(n)+1e 2+ +2>d(pp41) ="+ + 1.

4. Conclusoes

Apresentamos neste trabalho importantes contribui¢cdes para os problemas de ordenacao
por transposicdes e didmetro de transposicao.

No problema de ordenagdo, exploramos a classe das permutacdes solitdrias e en-
contramos valores exatos e limites justos de distancia para algumas familias. Estabelece-
mos também um estudo algébrico em torno da operacao de unido, ja que esta operacao tem
se mostrado como uma estratégia promissora para a obtenc@o de familias mais distantes.

Com isso, no problema de didmetro encontramos uma invalida¢do da proposta
de melhor limite inferior publicada por Lu e Yang e estabelecemos o atual limite. En-
contramos também familias alternativas que atingem as maiores distancias conhecidas e
apresentamos uma estratégia que possivelmente aumentard o limite inferior.

O 6timo desempenho no mestrado, realizado em um ano e meio, publicando numa
das melhores revistas da drea, além da apresentacdo no principal congresso de bioin-
formética do pais permitiu aprovacdo em primeiro lugar para o doutorado em 2013 do
PESC/COPPE (conceito CAPES 7). Atualmente avancamos na elabora¢do de algoritmos
aproximativos para ordenagdo por transposi¢des € outros problemas em rearranjo.
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