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Abstract. The area of Pfaffian graphs contains many open problems. dn th
thesis described here, we solve two problems related to Riaffiaphs. The
first result is a polynomial time algorithm to recognize négpartite Pfaffian
graphs. Moreover, we extend this algorithm and the char&aépn of near-
bipartite Pfaffian graphs to the class of half-bipartite gtes. The second result
is obtaining several basic structural results concerninBfaffian graphs. Using
these results, we obtained a counter-example to Norine’sctune, which sta-
tes that the Pfaffian number of a graph is always a power of fourprgsent a
graph whose Pfaffian numberés

Resumo. A area de grafos Pfaffianos apresenta muitos problemas entaber
Na tese descrita aqui resolvemos dois problemas sobre gRffffianos. O
primeiro problema resolvid@ a obtengdo de um algoritmo polinomial para
reconhecimento de grafos quase-bipartidos PfaffianosmAdisso, estendemos
tanto o algoritmo como a caracterizag de grafos quase-bipartidos Pfaffianos
para a classe dos grafos meio-bipartidos. O segundo redaléaa obtengo
de \arios resultados estruturaisdsicos sobre grafos-Pfaffianos. Utilizando
esses resultados, obtivemos um contra-exemplo para aatorgede Norine,
gue afirma que o tmero Pfaffiano de todo grafe uma podncia de quatro:
apresentamos um grafo cujaimero Pfaffianc 6.

A tese [Miranda 2009] a que este artigo se refer@ ésipoiivel no endereco
http://www.ic.unicamp.br/"miranda/tese.pdf

1. Grafos Pfaffianos

A definicao de grafo Pfaffiano deriva da ideia de Tutte de usar o candeitPfaffi-
ano na Teoria de Emparelhamentos. Em seu livro “Graph Thaer{y Have Known

It” [Tutte 1998], ele descreve como chegaudeia de usar os Pfaffianos para determinar
uma Brmula para o amero de emparelhamentos perfeitos de um grafo. Apesaiale n
ter sido bem sucedido em encontrar eswanfila, Tutte conseguiu utilizar identidades
envolvendo Pfaffianos para demonstrar o seu teorema fanuescagacteriza grafos que
téem emparelhamentos perfeitos [Tutte 1947].

SejaD um grafo orientado. Se e v sao \ertices deD, enfio uv representa a
aresta que liga e v, com origemu e destinaw. Fixe uma enumera@pu,, us, . . . , us, de
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V(D). SejaM := {vywq, vowy, ..., v,w, } um emparelhamento perfeito de Eno, o
sinalsgn(M, D) de M em D & o sinal da permut&o:

W(M,D) — ( UL Uy UF Ug ... U2p_1 Udp > ’
V1 Wy Uy Wy ... Un, Wy,

onde o sinakgn(n(M, D)) dew(M, D) & igual a(—1)?, et & o rumero de inverdes da
permuta@o. Podemos ver que o sinal #eé independente da ordem em que as arestas de
M sio listadas. Denotamos o conjunto dos emparelhamentastpsriieG por M(G),
ou simplesmenté1 seG esht subentendido. Dizemos que um grafo orientBdePfaf-
fiano se todos os emparelhamentos perfeito9d&m o mesmo sinal emy. Note que
segue da defingpo de grafo Pfaffiano que todo grafo orientadsem emparelhamento
perfeitoé Pfaffiano, dado quen (M, D) & vacuosamente constante para o conjunto vazio
M(D) de emparelhamentos perfeitbsde D. A ado@o de outra enumerag del’ (D)
ou preserva o sinal de todos os emparelhamentos ou trocala@sitodos os emparelha-
mentos. Portanto, a propriedade de ser Pfaffigimdepende da enumegacde ertices
adotada. Sej& o grafo simples subjacente de um grafo orientado Pfafflandn&o
dizemos queD & umaorienta@o Pfaffianade G. Um grafo ro-orientad@ Pfaffianose
admite uma orientd@p Pfaffiana. Como exemplo de um grafo Pfaffiano, podemoscitar
cubo. Como exemplo de graf@o-Pfaffiano, podemos citar o graf; ;.

1.1. Matrizes Antissimeétricas e Pfaffiano

A seguir mostraremos como @mero de emparelhamentos perfeitos de um grafo Pfaffi-
ano se relaciona com o Pfaffiano de uma matriz. 8eja (a;;)2nx2, UMa matri22n x 2n.

A matriz A é antissinétricasea;; = —a;; para todo par dendices:, j, com1 <, j < n.
Suponha qued seja antissiratrica. Seja@) := {{i1,j1}, {i2, 72}, {in,jn}} uma
particho em pares dos inteiros de 2n. Seja

S 1 2 3 4 ... 2n—1 2n
S N PR TR PO PSR S

(aQ) = aiyj\Qisjy - - - Qij,
ag = sgn(mg){ag).

Observe querg e (ag) nao eshio unicamente definidos, pois eles dependem da ordem
em que os elementos de cada partieao enumerados em, em (ag). Além disso,
7o depende da ordem em que os pares)dgio enumerados. No entanto, afirmamos
queag € bem definido. O valor de, nao depende da ordem em que os pares)de
sao enumerados, pois a troca de pasigle dois pares na enumeiagltera o oimero
de inver§es derg de um rumero par, e tamém maném o valor de(ag). O valor de
ag tamkem riio depende da ordem de enumémmge dois elementos de um par, pois sua

troca altera o sinal de;, mas coma4 é antissingtrica, o sinal deag) tamlemé trocado.
O Pfaffianoda matriz antissi@tricaA € definido como:

P(A) := Z ag,
Q

onde a somé feita sobre todas as pafigs(@ de {1,2,...,2n} em pares. O se-
guinte resultad@ conhecido desde @sulo 19, como pode ser visto no livro escrito por
Muir [Muir 1882] em 1882. Uma prova alternativa para esteaiitaslo pode ser encon-
trada no reldirio técnico “Pfaffian Graphs” [Miranda and Lucchesi 2004, Te@dn?2].
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TEOREMA 1.1
SejaA uma matriz antissigtrica. Enéo

detA) = (P(A))".

Como o @lculo do determinante toma tempo polinomépossével calcular o nédulo do
Pfaffiano de uma matriz antiss@ttica em tempo polinomial.

Veremos agora a relag do Pfaffiano com olrmero de emparelhamentos perfeitos
de um grafo Pfaffiano. Seja um grafo orientado simples con vértices. Sejal (D) =
(@ij)2nx2n UMa mMatriz antissiétrica tal que:

1, se(i,j) € E(D)
Qjj = -1, Se(j7i> S E(D)
0, caso contario.

Entio, dizemos quel(D) é amatriz antissirdtrica de adjaénciade D. SejaM :=
{(i1,41), (12, J2)s - - -, (in, jn) } UM emparelhamento perfeito de. O emparelhamento
M induz naturalmente uma paigQ(M) de {1,2,...,2n} em pares. Sendo assim,
podemos definitigiry, o) € (agar)). Além disso, comd & um grafo orientado,
M induz uma enumerag espeifica dos elementos de um par @é) ). Adotando esta
enumerago, temos qu&agr) € sempre igual a. Portanto,agy = sgn(moan) =
sgn(m(M, D)) = sgn(M, D). Enfo,

P(A(D)) = Y _ sgn(M,D).

MeM

No caso de grafos Pfaffianos, temos gue(M, D) & constante, para todo emparelha-
mento perfeital/, e pertence 4—1,1}. Sendo assim, sB & um grafo orientado Pfaf-
fiano, |[P(A(D))| & igual ao famero de emparelhamentos perfeitos/ele Além disso,
vimos anteriormente que posével calcular|P(A(D))| em tempo polinomial. De fato,
podemos calcular oimero de emparelhamentos de um grafo orientado Pfaffiano em
tempo polinomial.

1.2. Permanentes e Emparelhamentos Perfeitos

A seguir veremos que o problema de contar emparelhamentfstpe de um grafae
#P-completo. Sejal := (a;;)nx, UMa matriz quadrada x n. Para cada permutag
dos inteiros de an, se€jaa, := aix1) d2r(2) *** Anx(n)- O PErmManenterm(A) de A é
definido da seguinte forma:

prm(A) := Z ar,

onde a soma feita sobre todas as permuias dos inteiros del an. Note que a
definicdo deu, difere da definigo de(ag) utilizada anteriormente na defiig do Pfaffi-
ano, sendo que, tem o dobro de fatores qyeg), para uma mesma matri

Em 1979, Valiant [Valiant 1979] obteve o seguinte resultddima prova alterna-
tiva pode ser encontrada no artigo de Ben-Dor e Halevi [BenabdrHalevi 1995].

TEOREMA 1.2
Calcular o permanente de uma matriz de zeros edscompleto.
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Reduzimos agora o permanente de uma matriz de zeros@aoragem de emparelha-
mentos perfeitos.

COROLARIO 1.3
Contar os emparelhamentos perfeitos de um geafB-completo.

Demonstraga SejaA = (a;;) uma matrizn x n de zeros e uns. Defina o grafo
como sendo o grafo com bipatig { B’, B"}, tal que B’ := {b},0,,...,b,} e B =
{b7,b3,...,b,} e para cada par j, com1 < i,j,< n, b; & ligado ab por uma aresta
se e somente sg; = 1. Pela definigo de permanente, aumero de emparelhamentos
perfeitos d&~ & igual ao permanente de O

Sendo assim, temos que o problema de contar emparelhanpentesos de um
grafoé #P-completo. No entanto, existe s@agolinomial para este problema quando
restrito aos grafos Pfaffianos. &h disso, @& hoje rdo se conhece algoritmo de tempo
polinomial para decidir se um grafo qualg@ePfaffiano, nem se sabe se tal probléma
NP-completo. Isso motivou nosso interesse em grafos Rfaffia

1.3. Grafosk-Pfaffianos

Grafos k-Pfaffianos 80 uma generalizap de grafos Pfaffianos. Sej® =
(D1, Do, ..., D) umak-tupla de orientailes dez. Dizemos queD & umak-orienta@o
de . Para cada emparelhamento perféitade G, a k-tupla

sgn(M, D) := (sgn(M, Dy),sgn(M, Ds), . ..,sgn(M, Dy))

e chamada deetor assinatura dé/ relativo a D. A matriz assinatura deV relativa

a D é a matrizsgn(M, D) cujas linhas 8osgn(M, D), paraM € M. Se o sistema
sgn(M, D) = 1 tem uma solugo, en&o dizemos quéd é Pfaffianae, para qualquer
solu@oa deste sistema, dizemos quP, o) € umak-dupla Pfaffiana Dizemos qués é
k-Pfaffianose ele tem uma-orienta@o Pfaffiana. Note qué é 1-Pfaffiano se e somente
se@ é Pfaffiano.

Se(D, «) & umak-dupla PfaffianaZf:1 a;sgn(M, D;) = 1, para todo empare-
lhamento)M . En&o, temos:

(M= > ausgn(M, D)) =Y a; > sgn(M,D;) = > a;P(A(Dy))

MeM i=1 i=1 MeM i=1

Nesse (:asto:1 a;P(A(D;)) € o rumero de emparelhamentos perfeitos do grafo. Vimos
anteriormente que podemos determinararoio do Pfaffiano da matriz antissétnica de
adja@ncia de um grafo em tempo polinomial. No entanto, dada ixthapla Pfaffiana

de um grafo, para contarmos os emparelhamentos perfeimspdecisamos tan@m do
sinal do Pfaffiano, @0 © de seu radulo. E posiével obter o valor exato do Pfaffiano da
matriz antissirgtrica de adjaéncia de um grafo em tempo polinomial. Vide o artigo de
Galluccio e Loebl [Galluccio and Loebl 1999, Teorema 44Qg.[l6]. Dessa forma, geé
limitado por um poli®mio em|V (G)|, enfo, dada uma-dupla Pfaffiana de um graf@,
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podemos contar oimero de emparelhamentos perfeitog:tem tempo polinomial. No-
vamente, temos um grande contraste com o caso geral, noanial emparelhamentos
perfeitosé #P-completo.

Definimos onumero Pfaffianale um grafo, denotado popf(G), como o me-
nor k tal queG & k-Pfaffiano. E interessante estudar @mero Pfaffiano de grafos para
analisar a complexidade de res@oglo problema de se encontrar ukadupla Pfaffiana
de um grafo. Suponha que exista um pofino g, tal quepf(G) < ¢(|V(G)]), para todo
grafoG. Nesse caso, o problema de se encontrar khthapla Pfaffiana de um grafo que
se sabe quek-Pfaffiano seria NP-di€il. Isso se deve ao fato de que pddemos resolver
o problema da contagem damero de emparelhamentos perfeitos de um grafo, uma vez
obtida talk-dupla. Outro motivo interessante para estudanmero Pfaffiano de grafds
o fato de que & hoje rdo se sabe quaifs o0s podseis mumeros Pfaffianos de um grafo.

2. Grafos Quase-Bipartidos

Uma aresta de um grafaz € admis$vel seG tem emparelhamento perfeito conterdo
Um grafoG & coberto por emparelhamentsg é conexo, tem pelo menos uma aresta e
toda aresta dé&' & admisgrel. Dizemos que um grafé & quase-bipartidese eleé réo-
bipartido, coberto por emparelhamentos e tem duas aregtgstais queG — e — f €
bipartido e coberto por emparelhamentos. $ejam grafo coberto por emparelhamen-
tos, H um subgrafo com bipartip{U, W}, gerador d&~, contendo todas as arestagéde
com um extremo erfy e outro emV/, e coberto por emparelhamentos.(§é&'] tem pre-
cisamente uma aresta, dizemos Gué meio-bipartido Note que esta defirip implica
queG[W] tem pelo menos uma aresta.efl disso, s&/[IV] tamkem tiver precisamente
uma aresta, eab G & quase-bipartido. De fato, os grafos quase-bipartidosnseio-
bipartidos. A definigo de grafos meio-bipartidos foi feita durante o desennwvito da
pesquisa que levoaitese descrita aqui.

Fischer e Little [Fischer and Little 2001] caracterizararafgs quase-bipartidos
Pfaffianos. O reconhecimento eficiente de grafos quasetiips Pfaffianos es-
tava em aberto. Nossa principal contrilioc nesse tema na tese descréda
um algoritmo polinomial para o reconhecimento de grafossedmpartidos Pfaffia-
nos [Miranda and Lucchesi 2009b]. O mesmo piine utilizado nesse algoritmo pode
ser usado em qualquer grafo, mas fornecendo um algoritmalpgeolinomial. Aém
disso, estendemos a caracteréaagle Fischer e Little para uma classe mais ampla de
grafos que abrange os quase-bipartidos: os grafos meaotiolips. Estes resultados de-
pendem do seguinte resultadasico (Cordhrio 1.23) demonstrado na tese descrita:

LEMA 2.1

SejaD um grafo orientado¢ := xy uma aresta dé&, e () um ciclo conforme de>
que conéme. Enio, D é Pfaffiano se e somente se astseguintes propriedade®os
verdadeiras: (i) o graf® — e é Pfaffiano; (ii) o grafdd — x — y é Pfaffiano; (iii) o ciclo
() tem orienta@oimpatr.

Apresentamos a seguir o resultado de demor@tragais simples dentre o
resultados descritos nessa @e¢ Este resultado usa o resultado anteriormente obtido
por McCuaig [McCuaig 2004] e independentemente por RobertSegmour e Tho-
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mas [Robertson et al. 1999] qué dm algoritmo de tempo polinomial para o reconhe-
cimento de grafos bipartidos Pfaffianos.

TEOREMA 2.2
Existe algoritmo polinomial para decidir se um grafo oréeltt quase-bipartidé Pfaffi-
ano.

Demonstraga SejaD um grafo orientado quase-bipartido, sejam= x1x2 € f := 1192
arestas dé; tais queGG — e — f & bipartido e coberto por emparelhamentos. Seéj&l’)
uma biparti¢qo deGG — e — f. Por defini§o,G naoé bipartido mag coberto por empare-
Ihamentos. Logo, uma das arestasf tem ambos os extremos dim) a outra tem ambos
0s extremos enil’. Portanto, para todo emparelhamento perféitale D, e € M se e
somente s¢ € M.

SejaM um emparelhamento perfeito de contendce e f, e N um emparelha-
mento perfeito dé& que rao coném neme nem f. Sendo assim, um dos ciclos induzidos
por M AN, digamos(), conem tantoe como f. Pelo Lema 2.1D & Pfaffiano se e so-
mente s&) tem orienta@oimpar eD — e e D — 1 — x5 SA0 ambos Pfaffianos. A aresfa
naoé admiss/el emD —e. Assim,D —e € Pfaffiano se e somente Be-c¢— f & Pfaffiano.
Por outro lado,f pertence a todos os emparelhamentos perfeitds der; — x,. Logo,

D — x1 — x5 € Pfaffiano se e somente Be— x; — x5 — y; — y» € Pfaffiano. Portantd)
é Pfaffiano se e somente @em orientagoimpareD —e — feD —x1 — 29 — Y1 — Yo
sao ambos Pfaffianos. Esses dois grafs Isipartidos. Portanto, podemos resolver este
problema em tempo polinomial, como visto anteriormente. a

O seguinte resultado pode ser encontrado na tese (Teor8&na 2mplica um
algoritmo de tempo polinomial para reconhecimento de gnaeio-bipartidos Pfaffianos.
SejaGG um grafo meio-bipartido, & seu subgrafo gerador com bipaétig{ U, IV} como
descrito na defin&o de meio-bipartidos. Para cada argstie E(G[W]), sejaG(f) =
G —(E(GW]) - 1)

TEOREMA 2.3
Para toda arestade Ey,, o grafoG( f) é quase-bipartido. &im disso(= é Pfaffiano se e
somente sé&(f) é Pfaffiano, para cada aregtae Eyy, .

3. Grafos k-Pfaffianos

Na tese, apresentamos novos resultados estruturais galfiws /gPfaffianos. Com eles
obtivemos um contra-exemplo para a conjectura de Norineesolimero Pfaffiano.

Galluccio e Loebl [Galluccio and Loebl 1999] e, independemgnte, Tes-
ler [Tesler 2000] provaram o seguinte resultado fundanhenta

TEOREMA 3.1
SeG é imersvel em uma supeitie orienavel de genug enfiopf(G) < 49.

Em 2006, Norine [Norine 2009] apresentou a seguinte camjact
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CONJETURA3.2
O nimero Pfaffiano de um gradsempre uma péhcia de quatro.

Na verdade, em 1967, Kasteleyn [Harary 196&3.099] afirmou uma crenca similar: “If
the genus of the graph éghe number of Pfaffians requiredd$’. Adicionando resultados
favoraveisa conjectura, Norine provou o seguinte resultado:

TEOREMA 3.3
Todo grafa3-Pfaffianoé Pfaffiano e todo grafe-Pfaffianoé 4-Pfaffiano.

Pelo Teorema 3.2 imediato que um contra-exemplo para a Conjectura 3.2, seepte,
teria rtumero Pfaffiano pelo menos seis. Na tese descrita, mostigueasgrafo chamado

de Gy € 6-Pfaffiano, mas &o4-Pfaffiano. O grafd+,y pode ser obtido de umy; ;5 pela
remo@o de um quaditero e de um caminho com duas arestas, desde que estesaibgra
sejam disjuntos nosartices.

SejaG um grafo. Um corte”' € justo emG se todo emparelhamento perfeito de
G tem precisamente uma aresta €mSuponha que as seguintes codéi §o \alidas
para um grafd:

G € coberto por emparelhamentos;

(G tem um corte just@' (possivelmente trivial);
existe uma part@o{C, Cs, ..., C,} das arestas d&;
G =G—(C—-0C)),paras =1,2,...,r.

Ento dizemos qué/y, Gs, ..., G, € umar-decomposi@o de G. Na tese demonstramos:

TEOREMA 3.4
Se um grafo tem uma-decomposigo em grafos Pfaffianos éaté 2r-Pfaffiano.

Na tese, obtemos unsadecomposigo do grafo&,o em tés grafos Pfaffianos. Obtemos
dessa forma que este grafé-Pfaffiano. Em seguida, provamos o seguinte teorema que
foi usado para demonstrarmos que o graf@ nao é 4-Pfaffiano. Denotamos paf a
matriz quadrada com todas as entradas iguaisizenotamos pol a matriz identidade.
Esse teorema fecha a demonsiimde query € contra-exemplo para a Conjectura 3.2.

TEOREMA 3.5
SejaGG um grafo @o-Pfaffiano( D, o) uma4-dupla Pfaffiana normal dé. Enéo,a =
1/2. Ademais, a menos de linhadittiplas,sgn(M, D) = J — 21I.

4. Producdo Cienfifica Associadaa Tese

Foi publicado um artigo com a demonsftiacdo algoritmo de reconhecimento de gra-
fos quase-bipartidos Pfaffianos no simsp Lagos 2007, cujos anais foram publica-
dos no Eletronic Notes in Discrete Mathematics [Mirandalamcthesi 2008]. O con-
junto completo dos resultados sobre grafos quase-bipartido algoritmo de reconhe-
cimento de grafos quase-bipartidos e meio-bipartidosfiRfefs e a caracterizag de
grafos meio-bipartidos Pfaffianos — foi publicado na revifdiscrete Applied Mathe-
matics” [Miranda and Lucchesi 2009b]. O resultado compbsalemonstrép de que
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o grafo Gi9 tem rumero Pfaffiano igual & foi submetido para publicap, ainda
sem resposta sobre aprosa¢ Um artigo provando qué&’;y tem rumero Pfaffiano
no maximo 10 com métodos alternativos, e que portanto apresenta pEpdo alter-
nativo um contra-exemplo para a Conjectura 3.2, foi pubticad Simgsio Lagos
2009 [Miranda and Lucchesi 2009a].
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