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Abstract. In this master’s thesis we have studied the inexact graph correspon-
dence problem which has several variants as we describe latter, with important
applications, especially in image processing and computational vision. We ob-
tained theoretical and practical results in the work: we could show that a vari-
ant of the problem is NP-hard even when the input graphs are trees. Through
formulations using integer linear programming and dynamic programming al-
gorithms we could solve practical instances of an image processing problem
with promising results. The results obtained in this study are detailed in two
articles [Ferreira and Freire 2009, Freire et al. 2009].

Resumo. Neste trabalho de mestrado estudamos o problema de correspondén-
cia inexata entre grafos que tem diversas variantes como descrevemos a seguir,
com importantes aplicacoes, especialmente em processamento de imagens e Vvi-
sdo computacional. Obtivemos resultados tedricos e prdticos no mestrado: pu-
demos mostrar que uma variante do problema é NP-dificil mesmo quando os
grafos da entrada sdo drvores. Através de formulacdes usando programagdo
linear inteira e algoritmos de programagdo dindmica pudemos resolver instian-
cias prdticas de um problema de processamento de imagens com resultados
promissores. Os resultados obtidos neste mestrado estdo detalhados em dois
artigos [Ferreira and Freire 2009, Freire et al. 2009].
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1. Introducao e motivacao

Aplicagdes do problema de correspondéncia inexata entre grafos (PCIG) em diversas
areas tém sido apresentadas na literatura [Bunke 2000], destacando-se principalmente as
areas de processamento de imagens e visdo computacional. Alguns exemplos de apli-
cacdes sdo: reconhecimento de simbolos gréficos [Jiang et al. 1999, Lee et al. 1990],
reconhecimento de caracteres [Lu et al. 1991, Rocha and Pavlidis 1994], rastreamento
de objetos em videos [Graciano2007] e reconhecimento estrutural de objetos
[Noma et al. 2008]. Para uma descri¢do informal do PCIG, considere dois grafos sim-
ples Gy = (V;, A;) e Gy = (Vy, Apr). Um mapeamento de G para G, é uma fungéo
que associa cada vértice de V; a um vértice de V). Tal funcdo induz o mapeamento de
cada aresta de A; para um par de vértices de V), da seguinte maneira: se ¢ € V estd
associado a k € Vj; e j € V; estd associado a [ € V), entdo a aresta 77 (caso exista tal
aresta) estd associada ao par de vértices k, [. A cada possivel associaco, tanto de vértices
como de arestas, € atribuido um custo. O PCIG consiste em encontrar um mapeamento
de G; para GG, tal que a soma dos custos de suas associa¢des seja minima.
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O PCIG tem sido muito estudado por especialistas em areas aplicadas, o que natu-
ralmente resulta no surgimento de diversas heuristicas [Cesar-Jr. et al. 2005, Boeres 2002,
Duarte 2004] e diferentes variantes do problema. No entanto, ndo encontramos na litera-
tura nenhum método praticdvel com garantia de otimalidade e tampouco resultados sobre
a complexidade computacional do problema. Esta lacuna na literatura sobre o PCIG nos
motivou a estuda-lo do ponto de vista teérico. Como o interesse pelo PCIG tem sido
motivado muito mais pelo aspecto pratico do que pelo aspecto tedrico, decidimos fazer
também experimentos computacionais com instancias reais do problema.

Dada a gama de diferentes aplicagdes do PCIG, existem variantes em sua formula-
¢do, no que diz respeito as restricdes do problema, dificultando o seu estudo tedrico, uma
vez que a presenca ou auséncia de determinada restri¢do pode modificar completamente a
complexidade computacional do problema. Ao invés de apresentar diversas formulacdes
do problema, optamos por fixar uma dnica formulacdo e, a partir dela, fazer um estudo
tedrico mais aprofundado. Nossa motivacdo inicial para estudar o PCIG veio da aplica-
¢do de reconhecimento estrutural de objetos', que consiste em identificar cada parte de
um objeto, utilizando um modelo pré-existente da estrutura de tal objeto. Optamos por
tratar apenas o PCIG com conexidade e cobertura de arestas (PCCA), por ser a variante
do PCIG que melhor se adequa a aplicagcdo de reconhecimento estrutural de objetos (na
secdo seguinte, descreveremos em mais detalhes esta aplicacdo, bem como as restricdes
de conexidade e cobertura de arestas).

A seguir resumimos nosso trabalho de mestrado [Freire 2008]. Na secdo 2 ex-
plicamos em mais detalhes a aplicacdo que nos motivou a estudar o PCIG. Na secdo 3
listamos os resultados tedricos que obtivemos. Na secdo 4 exibimos alguns dos experi-
mentos computacionais que fizemos, tanto com instancia geradas automaticamente como
com instancias reais de uma aplicacdo. Por fim, na se¢io 5 resumimos as principais con-
tribui¢des do trabalho e apresentamos algumas possiveis extensoes.

2. Reconhecimento estrutural de objetos

Uma das aplicagdes do PCIG em visdo computacional € o reconhecimento estrutural de
objetos. Sao dados:

e um modelo estrutural de um objeto, que descreve as partes em que 0 mesmo esta
subdividido e as relagdes entre essas partes;

e uma imagem digital segmentada contendo um objeto, que julgamos ser do mesmo
tipo do modelo. A segmentacdo de uma imagem [Graciano 2007, Saarinen 1994,
Noma et al. 2008] (ver figura 1) corresponde a um pré-processamento que tem
com objetivo agrupar os pontos da imagem em sub-regides.

O objetivo € atribuir cada ponto da imagem a uma parte do modelo que acreditamos que
essa parte da imagem pertenca (ver figura 1).

Definimos os grafos G = (Viy, Ay) e G = (V7, Ar) da seguinte maneira: V),
corresponde ao conjunto de sub-regides do modelo; A,; corresponde as relagdes entre
as sub-regides do modelo (tipicamente existe uma aresta k[ € A,; se e somente se as
sub-regides do modelo correspondentes aos vértices k e [ possuem parte de suas bordas

'Foi através desta aplicaciio que o problema chegou ao nosso conhecimento. Agradecemos ao professor
Roberto Marcondes Cesar Jr. por compartilhar conosco esta aplicacdo.



Figura 1. A esquerda, um modelo de uma face humana. A direita, uma imagem
segmentada de uma face humana [Cesar-Jr. et al. 2005, Graciano 2007].

Figura 2. Os subgrafos correspondentes ao nariz contido no modelo (ao lado
esquerdo) e na imagem (ao lado direito).

em comum — ver figura 2); V; corresponde as sub-regides obtidas na segmentacdo da
imagem; e A; corresponde as relagdes entre as sub-regides da imagem (analogamente a
Ajr). Portanto, G € o grafo que representa o modelo e G; € o grafo que representa a
imagem. O custo da associacdo entre um vértice ¢ € V; e um vértice k € V), € definido
por um ndmero real ndo negativo representando a similaridade entre as caracteristicas
das sub-regides representadas pelos dois vértices. Quanto menor for este nimero, mais
“parecidas” sdo as duas sub-regides em questdo. O custo da associacdo entre uma aresta
ij € A e um par de vértices k, [ € V), € definido de forma similar.

Ap6s definidos os custos das possiveis associagdes, deseja-se encontrar um mape-
amento de GG; para G); que minimize a soma dos custos das associa¢des escolhidas. Na
prética, nota-se que somente a minimizacdo desta funcdo objetivo ndo € suficiente para
obter resultados satisfatorios. H4 a necessidade de restricdes adicionais para explorar as
informacodes estruturais contidas nos grafos do modelo e da imagem. Por isso, conside-
ramos a restricdo de conexidade e a restri¢do de cobertura de arestas. Dizemos que um
mapeamento satisfaz a restri¢do de conexidade se, para todo vértice do modelo os vérti-
ces da imagem mapeados a ele formam um subgrafo conexo do grafo da imagem. Além
disso, dizemos que um mapeamento satisfaz a restricdo de cobertura de arestas se, para
toda aresta da imagem os dois vértices que sdo extremos desta aresta estdo associados ao
mesmo vértice do modelo (neste caso, dizemos que tal aresta da imagem estd associada
ao respectivo vértice do modelo), ou entdo os dois vértices que sdo extremos desta aresta
estdo associados a dois vértices do modelo para os quais existe uma aresta os ligando no
modelo (neste segundo caso, dizemos que tal aresta da imagem estd associada a respectiva
aresta do modelo). Tais restricdes surgem naturalmente na aplicagdo que consideramos.

3. Contribuicoes tedricas para o PCCA

Fizemos uma resenha sobre os resultados encontrados na literatura sobre o PCIG. In-
cluimos em nossa resenha formulacdes lineares e ndo-lineares do PCIG [Boeres 2002,
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Duarte 2004]. Um ponto de destaque do trabalho de [Duarte 2004] foi o uso de
multi-fluxo em redes na formulagdo linear da restricdo de conexidade. Nos trabalhos
[Boeres 2002, Cesar-Jr. et al. 2005, Duarte 2004] sdo relatados 6timos resultados prati-
cos para a aplicacdo de reconhecimento estrutural de objetos. Nao encontramos na litera-
tura resultados tedricos especificos para o PCCA. Nossas contribui¢des foram focadas no
PCCA, pois conforme dito anteriormente, esta variante do PCIG € a que melhor se adequa
a aplicacdo de reconhecimento estrutural de objetos.

Fizemos uma redugdo do problema de isomorfismo para o PCCA. Esta reducio
mostra que o problema de isomorfismo é um caso particular do PCCA, o que é percepti-
vel intuitivamente. Sabe-se que em alguns casos particulares o problema de isomorfismo
pode ser resolvido em tempo polinomial [Hopcroft and Wong 1974, Luks 1982]. E evi-
dente que o problema de isomorfismo estd em NP. Porém, ndo se sabe se ele estd em
P ou se é NP-completo [Tengan 2002, Arvind and Kurur 2002]. Fizemos também uma
reducdo do problema de parti¢do [Chopra and Rao 1993] para o PCCA. Esta segunda re-
duc¢do mostra que o PCCA é NP-dificil, dado que o problema de particao é NP-completo.
Desenvolvemos uma formulagdo linear inteira para o PCCA. Nossa formulagao utiliza
alguns conceitos de outras formulagdes ja existentes para o PCIG, como por exemplo o
tratamento da restri¢cdo de conexidade através de multi-fluxo em redes. Além disso, intro-
duzimos uma formulagdo linear da restricdo de cobertura de arestas € mostramos como
reduzir a quantidade dessas inequacdes de forma a obter a mesma descri¢do do respectivo
poliedro.

Obtivemos resultados bastante interessantes sobre o PCCA para drvores (caso
particular do PCCA no qual os grafos de entrada sdo arvores). O que nos motivou a
focar boa parte do nosso trabalho no PCCA para drvores foi o seguinte resultado que
obtivemos:

Lema 3.1 (RESTRICAO DE CONEXIDADE EM ARVORES)

Sejam G; = (V1, A;) e Gy = (Vig, Apr) duas drvores. Um mapeamento
de G para G, que atende a restri¢cao de cobertura de arestas é viavel do
PCCA para drvores se e somente se existe no maximo uma aresta de A;
associada a cada aresta de Aj,; em tal mapeamento.

Através do lema 3.1 foi possivel mostrar que uma vez fixada uma certa associacdo entre
duas arestas, temos duas instancias menores do problema original, sendo possivel com-
binar as solucdes Otimas desses subproblemas para compor uma solu¢do dtima para o
problema original (esta propriedade foi utilizada em nosso algoritmo de programagao di-
namica para o PCCA para drvores). No entanto, ao fixar uma associa¢do de uma aresta
de A; para um vértice de V), 0 mesmo ndo ocorre. Ou seja, a propriedade da subestrutura
6tima se verifica apenas em alguns casos.

Um dos resultados mais importantes de nosso trabalho foi a demonstracio
de que o PCCA para drvores € NP-dificil. Fizemos esta demonstracdo através
da reducdo de um problema NP-completo chamado emparelhamento tridimensional
[Garey and Johnson 1979]. Este resultado nos motivou a focar o restante do nosso tra-
balho no estudo do PCCA para drvores.

Desenvolvemos uma formulagdo linear inteira para o PCCA para drvores que,
em virtude do lema 3.1, é muito mais compacta, quando comparada com a formulagdo
que fizemos para o caso geral do PCCA. Pois, quando os grafos da entrada sdo arvores a



restri¢cdo de conexidade € tratada de forma muito mais simples, sem a necessidade do uso
de multi-fluxo em redes.

Utilizando o lema 3.1 chegamos a um algoritmo (com garantia de otimalidade) de
programagdo dinamica para o PCCA para drvores cujo tempo de execucdo é exponencial
no grau maximo dos vértices de V};. Ou seja, se o grau maximo dos vértices de V), for
limitado por uma constante, o algoritmo torna-se polinomial. Além disso, na prética este
algoritmo mostrou-se consideravelmente rapido. Os aspectos principais que fizeram com
que nosso algoritmo atingisse uma boa performance foram o uso de programacio dina-
mica e a utilizacdo de programacao linear inteira em um determinado passo do algoritmo.

Nosso ultimo resultado tedrico foi o desenvolvimento de um algoritmo polinomial
para um caso particular do PCCA para drvores. Neste caso particular, exige-se que Gy,
seja uma arvore qualquer e que G; seja uma estrela estendida (ou spider graph). Infor-
malmente, uma estrela estendida € uma arvore que consiste da unido de caminhos que tém
um Unico vértice em comum. Para chegar a este resultado fizemos basicamente uma re-
ducdo deste caso do PCCA para o problema de emparelhamento perfeito de custo minimo
[Kuhn 1955, L. Lovéasz 1986], para o qual existem algoritmos polinomiais.

Vale ressaltar que escrevemos um artigo [Ferreira and Freire 2009] (ja submetido)
reunindo os principais resultados tedricos que obtivemos em nosso trabalho de mestrado.

4. Contribuicoes para a aplicacao de Processamento de Imagens

O desenvolvimento de um algoritmo com garantia de otimalidade para o PCCA ndo nos
traz garantias de que seu uso na aplicagdo de reconhecimento estrutural de objetos traga
bons resultados. Isso se deve ao fato de que dados o modelo e a imagem segmentada, pre-
cisamos gerar as arvores correspondentes (no caso do PCCA para drvores) para executar
nosso algoritmo. Uma boa escolha destas drvores pode ser fundamental para a eficicia
de nossa abordagem. Uma vantagem de tratar uma aplicagdo como essa € que é possivel
avaliar a qualidade da solucdo obtida, uma vez que é fécil verificar se o resultado obtido
¢ o esperado (as partes da imagem sdo associadas corretamente as partes do modelo).
Por isso, nosso primeiro objetivo, nesta etapa do trabalho, foi testar a “eficicia” do nosso
algoritmo para o PCCA para drvores. Isto €, dada uma instancia para a qual espera-se
um determinado resultado, nosso objetivo foi testar o quao perto deste resultado estd a
solu¢do produzida por nosso algoritmo. Para atingir este objetivo, geramos (de forma
automatizada) instancias artificiais do problema, para as quais espera-se um determinado
resultado. Cada instancia é composta por um par de arvores (G e G;y). Utilizamos o
valor de @ = | M* N M| como medida de “eficdcia” do algoritmo (quanto maior for o
valor de «, mais préximo do esperado estd o mapeamento encontrado pelo algoritmo),
sendo que M é o mapeamento produzido por nosso algoritmo e M* é o mapeamento
esperado. Para cada instancia, fizemos diversos testes, aumentando cada vez mais o nivel
de “ruido” em G. Este ruido consiste em alteracdes feitas nas caracteristicas dos vérti-
ces e das arestas de (G;, de forma a simular o que ocorre na pratica. Ou seja, a medida
que aumentamos o nivel de ruido em (5, as caracteristicas encontradas em (G; tornam-se
cada vez mais diferentes das que foram modeladas em (G, o que dificulta a escolha das
associagdes “corretas”. Nossos testes mostram que mesmo com um nivel relativamente
alto de ruido, os mapeamentos que obtivemos estdo muito proximos dos esperados.

Avaliamos também o desempenho empirico do nosso algoritmo para o PCCA para
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drvores. Geramos instancias de forma automatizada, variando os pardmetros |V7|, |Vi/|
e f = maxgev,, g(k), sendo que g(k) corresponde ao grau do vértice k. Nossa andlise
de pior caso mostra que o algoritmo é exponencial em (3. Na pratica, verificamos que o
algoritmo € praticidvel mesmo quando 3 é razoavelmente grande. Resolvemos instancias
com 100 < |V;] < 800, 100 < |Vis] < 800 e 8 < 20 em poucos minutos, e instincias
com |V;| = 500, |Vas| = 200 e 5 > 80 em um pouco mais de uma hora. Estes testes foram
feitos em méaquina com 512MB de memodria RAM e processador Intel Pentium 1.73 GHz
795 MHz. O algoritmo é mais sensivel ao aumento do pardmetro |V;| do que ao aumento
do parametro |V);|, o que nossa andlise da complexidade do algoritmo também reflete.

A ultima etapa de nossos testes teve como objetivo utilizar o algoritmo para o
PCCA para drvores como sub-rotina de uma heuristica para o problema de reconheci-
mento estrutural de objetos. O funcionamento desta heuristica estd fundamentado na
ideia de obter uma arvore geradora para cada um dos grafos da entrada, e encontrar um
mapeamento 6timo entre estas arvores. Nossa estratégia para obter tais arvores geradoras
foi considerar trés tipos de drvores: arvore geradora minima, arvore geradora mixima e
arvore geradora obtida aleatoriamente. Testamos nossa heuristica com instincias reais
da aplicac@o de reconhecimento estrutural de objetos. Os resultados obtidos nestes tes-
tes foram bastante promissores, considerando que nao temos familiaridade suficiente para
ajustar detalhes de implementa¢do que dependem de caracteristicas proprias da aplicagdo.
Na figura 3, mostramos um dos testes realizados com nossa heuristica.

Figura 3. A esquerda uma imagem de uma face humana. Ao centro uma repre-
sentacao do resultado esperado. A direita o resultado obtido.

Vale salientar que estamos finalizando um artigo [Freire et al. 2009] no qual reuni-
mos os principais resultados experimentais que obtivemos em nosso trabalho de mestrado.

5. Conclusao e trabalhos futuros

As principais contribui¢des do nosso trabalho de mestrado sao:

e as redugoes de problemas cldssicos (isomorfismo e particdo) para o PCCA: com
estas reducdes pudemos mostrar que o problema de isomorfismo € um caso parti-
cular do PCCA e que o caso geral do PCCA ¢é NP-dificil;

e a demonstracdo de que o PCCA para drvores é NP-dificil: através desta redugao
mostramos que um caso bastante restrito do problema (quando os grafos da en-
trada sdo arvores) é NP-dificil, tornando este resultado um dos mais importantes
do nosso mestrado;

e uma formulagdo linear inteira para o PCCA: nossa formulacdo para o PCCA
utiliza ideias ja existentes para a representacao da restricao de conexidade. Intro-
duzimos inequacdes lineares para representar a restricao de cobertura de arestas;

e uma formulagdo linear inteira (mais compacta) para o PCCA para drvores: atra-
vés do lema 3.1 derivamos uma representacdo bastante simples da restricao de



conexidade (que no caso geral € tratada através do uso de multi-fluxo em redes)
quando os grafos da entrada sdo arvores;

e um algoritmo exato para o PCCA para drvores: neste algoritmo utilizamos pro-
gramacdo dindmica e programacao linear inteira. Seu consumo de tempo é po-
linomial se o grau méximo dos vértices de V), for limitado por uma constante.
Na pratica, mesmo quando o grau méaximo dos vértices de V), € razoavelmente
grande (maior ou igual a 80, nos nossos testes), nosso algoritmo ainda atinge um
bom desempenho;

e um algoritmo (exato) polinomial para um caso especial do PCCA para drvores:
mostramos que quando (G; é uma estrela estendida (ou spider graph) e Gy é
uma drvore arbitrdria € possivel reduzir o PCCA ao problema de emparelhamento
perfeito de custo minimo, para o qual existem algoritmos eficientes;

e festes computacionais com nosso algoritmo para o PCCA para drvores: mostra-
mos através de experimentos computacionais que nosso algoritmo para o PCCA
para drvores € praticavel para instancias relativamente grandes. Além disso, nos-
sos testes mostraram que nosso algoritmo produz resultados satisfatérios, quando
comparado a resultados esperados, mesmo quando hd grande discrepancia entre
os grafos de entrada.

e uma nova heuristica para o problema de reconhecimento estrutural de objetos:
utilizamos nosso algoritmo para o PCCA para drvores como base de uma heu-
ristica para o problema de reconhecimento estrutural de objetos. Testamos esta
heuristica com instancias praticas desta aplicacdo. Os resultados obtidos nos tes-
tes sdo bastante promissores;

Escrevemos um artigo [Ferreira and Freire 2009] (j4 submetido) que retne os princi-
pais resultados tedricos do nosso mestrado. Além disso, estamos finalizando um artigo
[Freire et al. 2009] com os resultados préticos que obtivemos no mestrado.

Como extensdo de nosso trabalho sugerimos: a utilizacao de nosso algoritmo para
0o PCCA para drvores em conjunto com outras estratégias para extrair drvores geradoras
de G; e GG, de forma a produzir resultados melhores na aplicagdo de reconhecimento
estrutural de objetos; a utilizacdo de nossas formulacdes para o PCCA e para o PCCA
para drvores como ponto de partida para fazer um estudo poliédrico do problema; o
desenvolvimento de algoritmos de aproximagdo para o PCCA (ndo encontramos nada na
literatura com esta abordagem).
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