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Abstract. This work proposes new fast methods for computing binary morpho-
logical erosions and dilations. Such methods are based on preprocessing tech-
niques and new concepts presented and introduced by this research, such as
Density Transformation and Set of Shells. The result of these preprocessing
techniques is a speed up for computing binary erosions and dilations and also a
new compact representation for binary images.

Resumo. Este trabalho propée novos métodos para calcular a erosdo e a
dilatacdo morfologica bindria rapidamente, fundamentados em técnicas de
pré-processamento em tempo linear e novos conceitos apresentados e intro-
duzidos nesta pesquisa. Como resultado, estes pré-processamentos tornam
mais eficientes os algoritmos de erosdo e dilatacdo, além de apresentar uma
representacdo compacta para imagens bindrias.

1. Introducao

A Morfologia Matemdtica (MM), fundada por J. Serra e G. Matheron [Serra 1982] entre
os anos de 1960 e 1969, vem se tornando uma disciplina muito importante na area de
Processamento de Imagens Digitais (PID). Basicamente, a MM é uma teoria que estuda
transformacdes de formas presentes nas imagens. Em particular, transformacdes entre
imagens bindrias sdo de especial interesse em MM e podem ser vistas como sendo mapea-
mentos entre conjuntos [Banon and Barrera 1994] e por esta razdo sao chamados de ope-
radores de conjunto. Uma classe de operadores de conjuntos conhecida como operadores
invariantes por translagdo (i.t.) sdo muito importantes em PID [Barrera and Salas 1996].

Um dos paradigmas centrais da MM € decompor os operadores i.t. em ter-
mos de dilatagdo, erosdo e outras operacdes usuais de conjunto. Sendo assim, a
dilatacdo e a erosdo sdo tidos como pilares para a representacdo de operadores invari-
antes por translagdo. Existem vdrios métodos para calcular eficientemente a erosdo e
a dilatacdo, como decompor elementos estruturantes convexos em uma seqii€éncia de
erosoes/dilatacOes por elementos estruturantes primitivos (com janelas 3 x 3) centrados
na origem [Xu 1991]; utilizar Run-Length Encoding para compactar intervalos continuos
de pontos da imagem [Kim et al. 2005]; aproveitar o paralelismo do processador em
operacoes de E/OU logico efetuadas sobre vetores de bits [Brambor 2002] e outros. To-
davia, por mais rapidos que sejam todos estes algoritmos, ainda ndo sdo bastante eficientes
quando aplicados em imagens de alta resolugcdo e/ou ruidosas.
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Este trabalho consiste em apresentar novos métodos que executam rapidamente
a erosdo morfologica bindria e a dilatacdo morfologica bindria, especialmente quando
aplicados em imagens de alta resolug@o e/ou ruidosas.

2. Fundamentos Matematicos

Uma imagem bindria em Z" pode ser definida como uma fungdo f : Z" — {0,1}.
Ou seja, uma imagem bindria contém apenas dois valores: o background (ou fundo) da
imagem ou o foreground (ou objeto) da imagem bindria. Uma imagem bindria f também
pode ser representada como um subconjunto X de Z", de modo que um ponto x € Z"
pertence a X se, e somente se, = € um ponto do objeto de f, ou seja f(z) = 1. Assim, o
conjunto X da imagem bindria f é definido como X = {x € Z" : f(z) = 1}

Uma relacdo de adjacéncia sobre o espaco Z" pode ser representada por um con-
junto de vetores V' C Z" e definidas da seguinte maneira: Dados dois pontos p,q € Z",
dizemos que g € V-adjacente a p se, e somente se, existeum v € V talque ¢ = p +v. O
conjunto V' € chamado de conjunto de adjacéncia. As complexidades dos métodos deste
trabalho dependem do tamanho do conjunto V. Tipicamente, em aplica¢des gerais (no
espaco Z?) o conjunto V' € restrito a uma janela 3 x 3 centrada na origem.

2.1. Morfologia Matematica

Visto que uma imagem bindria pode ser representada por um subconjunto de Z", vamos
definir os principais operadores de conjunto pertinentes a MM.

Seja h € Z". O conjunto X}, definido por X;, = {x + h : 2 € X}, é uma
translagé@o de X por h. O conjunto X' = {—z : x € X} é a transposta de X .

Um operador de conjunto ¢ € dito ser invariante por translacdo (i.t.) se, e somente
se, Vh € Z"', VX C Z", (X)) = (X ).

Sejam X, Y, B C Z". Os operadores de conjunto i.t. i3 e €5 sdo, respectivamente,
a dilatacdo e a erosdo por B definidas por:

0p(X)=|JX,={re€Z":FbcBalquer —be X}e

beB

ep(X) = ﬂA_b:{xEZ”:‘v’bGBtalquem—f—beA}.

beB

O conjunto B é chamado de elemento estruturante (EE). Existe também uma defini¢do
alternativa para dilatac@o e erosdo como segue:

5B<X):{hXﬂB;L7£®}C€B<X):{hBth}

A Figura 1 mostra uma interpretacdo geométrica da dilatacdo e erosao de uma
imagem bindria X por um elemento estruturante B. Nesta figura, a dilatacdo de X por B
equivale a “deslizar” o elemento estruturante 5B sobre cada ponto da imagem X, enquanto
que a erosdo de X por B equivale a marcar a origem do elemento estruturante 3 em todas
as posi¢oes em que este se “‘encaixa” em X.



Dilatacdo de X por B Erosdo de X por B

Figura 1. Exemplos de dilatacao e erosao de X por B. O sinal + indica a origem.

Sabe-se que a dilatagd@o e a erosdo sdao operadores duais conforme segue:
0p(X) = (ep: (X)),
onde X¢ = {x : x ¢ X} corresponde ao complemento de X.

Assim, a implementacao eficiente de um destes operadores pode ser reduzida ao
outro operador dual bem como na composi¢io de outros operadores morfolégicos'.

3. Técnicas de Pré-Processamento

A motivacdo em pré-processar 0s conjuntos que representam as imagens bindrias vem de
estudos sobre técnicas de pré-processamento de padrOes e textos, utilizadas em buscas
de padrdes (string-matching). Tais técnicas possibilitam obter uma representacdo mais
compacta dos conjuntos pré-processados, e assim, desenvolver alguns algoritmos para
calcular mais rapidamente a erosdo e a dilatagdo. Espera-se que os algoritmos de pré-
processamento consumam tempo linear (ou quase linear) no tamanho da entrada.

3.1. Transformada da Densidade

A Transformada da Densidade (TD) se assemelha muito a Transformada da
Distancia [Borgefors 1986]. O que difere estas duas é o fato que a TD permite um con-
junto de adjacéncia (vizinhanga) assimétrico. A TD pode ser entendida como uma forma
rapida para calcular Transformada de Erosées [Chen and Haralick 1995].

Sejam p, ¢ € Z™ e V um conjunto de adjacéncia qualquer. A seqiiéncia de pontos
P = (p=p,p2,-..,pm = q) € um V-caminho que ligapagseparai =1,2,...,m —
1, o ponto p;41 é V-adjacente a p; e p; # p; sempre que ¢ # j. O comprimento do
V-caminho P é definido como |P| — 1.

A V-densidade de um ponto p a um ponto ¢, denotada por d" (p, q), é o com-
primento do menor V' -caminho que liga p a q. Caso tal V'-caminho ndo exista, dizemos
que d¥ (p, q) = +oo. Observe que a V-densidade de p a ¢ é uma distdncia somente se o
conjunto de adjacéncia V' € simétrico.

Seja X C Z". A V-densidade de um ponto p em relacdo a X, denotado por
AY (p), é definido como a menor densidade d" (p, ¢), com ¢ € X¢,

A TD é um método? de atribui¢io das densidades A (p) a cada ponto p de X.
Utilizando-se uma fila (FIFO) é possivel implementar uma TD em tempo O(|X]| - [V]).
Considerando |V| constante, temos uma TD em tempo linear.

'Qualquer operador i.t. pode ser descrito como uma sequéncia de erosdes e/ou dilatacdes.
>Maiores informagdes estido em http://score.ime.usp.br/"dandy/mestrado.php
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Uma vez definida a V'-densidade de um ponto p com rela¢do ao conjunto X, o con-
junto COB¥ (p) C X € o conjunto de pontos V-cobertos por p em X, também conhecido
como disco morfologico [Dougherty and Lotufo 2003], definido como

COBx(r)={qe€ X :d"(z,q) < A% (z)}.

O ponto ¢ € X € dito ser uma V'-casca de X se e somente se, ( € a origem
de um disco maximal COBY (), ou seja, ndo existe um outro ponto p € X tal que
COBY.(¢) € COBY¥(p). Assim, ¢ é uma V-casca de X se e somente se, para todo
v € V1, temos que A% (¢ +v) < A% (x) (méximos locais da TD).

Supondo que todos os pontos de X sejam visitados anteriormente pela TD,
podemos facilmente extrair o conjunto de cascas de um conjunto qualquer em tempo
O(|X| - |V]). Novamente, se considerarmos que |V'| é um valor constante, entdo o algo-
ritmo extrator de cascas consome tempo linear. Denote por ZY(X) o conjunto de todas
as V-cascas de X. Observe que este conjunto corresponde ao esqueleto morfologico da
imagem X pelo conjunto V' (ver [Dougherty and Lotufo 2003]).

4. Algoritmos de Erosao e Dilatacao

Mediante todas estas definicdes e propriedades, seguem algumas propostas de novos
métodos para calcular a erosdo (na Secdo 4.1) e a dilatagdao (na Secdo 4.2) morfoldgica
bindria. Estes novos algoritmos sdo a contribuic@o deste trabalho.

4.1. Erosao com pressupostos de busca de padrao

Nesta secdo, apresentaremos dois algoritmos que calculam a erosao rapidamente, uti-
lizando a Transformada da Densidade e as Cascas do EE combinadas com técnicas de
busca de padrdes (string-matching) [Cormen et al. 2001].

Uma caracteristica interessante presente em alguns algoritmos de busca de padrao
em textos € a propriedade de realizar saltos (jumps) na busca, na propor¢do em que se
garante que uma determinada seqiiéncia consecutiva de caracteres do padrdo ndo se en-
caixa (miss-matching) como subseqiiéncia no texto. Assim, o objetivo desta se¢do € re-
duzir o problema de realizar a erosio bindria ao problema de busca de padrdes textuais.
Neste caso, o alfabeto ¥ = {0, 1} corresponde aos pixels de uma imagem qualquer, o
padrao corresponde ao EE e o texto corresponde a uma imagem de entrada.

Pela defini¢do alternativa de erosdo temos que e5(X) = {h € Z" : B, C X},
X,B C Z"™. Se garantirmos que cg(X) C X entdo o célculo da erosdo é reduzido a
um problema de busca por ocorréncias do elemento estruturante 3 dentro da imagem de
entrada X. No entanto, sabe-se que se a origem estd no elemento estruturante B entao
certamente ¢ 5(X') C X. Caso a origem ndo estejaem B, temos que e5(X ) = (ep5_,(X))s
para ponto qualquer b € B, e a origem estd em B_,.

Tanto a imagem de entrada X quanto o elemento estruturante B sdo submetidos
aos passos de pré-processamento utilizando o mesmo conjunto de adjacéncia V. O pré-
processamento da TD e do conjunto de cascas € unico, tanto para o EE, quanto para a
imagem de entrada. Sendo assim, ndo € necessdrio recalcular a TD para os conjuntos 5y,
para cada h distinto, visto que a TD € invariante por translagao.



4.1.1. Erosao Direta

Dado um vetor v # o € V*. Tal vetor indica um sentido de propagacéo das densidades
na TD. O algoritmo de erosao direta realiza buscas do EE sobre a imagem de entrada no
mesmo sentido v em que se propaga as densidades na TD da imagem de entrada.

Proposicao 1 Sejam X, B,V C Z". Entdo B C X se, e 56 se, para toda V -casca ( de
ZV(B) existe um ponto v em X tal que COBY(¢) C COBY(x).

Sendo assim, dado um h € Z" de modo que para toda V-casca ( € ZV(By,)
em By, vale que COBY(¢) C COBY(z), entdo h € ep(X). Tal conclusio nos leva a
entender que ndo € necessdrio verificar se todos os pontos de B estdo contidos em X:
basta examinar as cascas de ZV (By,).

Pela contrapositiva da Proposicdo 1 temos: “Entdo B ¢ X se, e so se, existe
uma V-casca ¢ de ZV(B) onde para todo = € X vale que COBY(¢) € COBY(x)”
Conseqiientemente, caso Ay ({) > A% (() para alguma casca ¢ de By, entdo B, Z X.
Note que € possivel conhecer de antemao para quais posicdes h temos que B;, ¢ X.
Nestas posicoes i nao ha necessidade do algoritmo de erosao direta efetuar comparagdes
(ver Prop. 2). O algoritmo de erosdo direta efetua uma busca do EE sobre a imagem de
entrada, realizando eventuais saltos (jumps) sobre os pontos i € X tais que B, Z X.

Proposicao 2 Sejam X, B,V C Z". Considere ainda ( € ZV(B). Se A% (¢) < A%(Q),
entdo existem pelo menos A} (C) — A% (C) pontos h € Z" tais que B, ¢ X.

Esta proposi¢ao nos indica a existéncia de pontos h € Z™ para os quais B, € X.
Tais pontos sao facilmente localizdveis, uma vez que se conhece o conjunto de adjacéncia
V. Podemos implementar o algoritmo de erosdo direta gastando tempo proporcional a
O(|X| + |B| + | X| - |ZY(B)|) no pior caso.

4.1.2. Erosao Inversa

A erosido inversa efetua uma busca do EE sobre a imagem de entrada, marcando-se previ-
amente as posi¢des h em Z™ das quais se tem certeza que B;, C X. Neste caso, o conjunto
de adjacéncia utilizado nos passos de pré-processamento das imagens de entrada (TD e
Conjunto de Cascas) deste algoritmo de erosdao é um conjunto V' C Z" que possui ape-
nas um vetor v € Z". Todavia, neste caso o sentido da busca é contrario ao sentido da
propagacdo das densidades na imagem de entrada.

Proposi¢io 3 Sejam X, B,V C Z™. Se V¢ de ZV (B) temos que A%(¢) < A% (¢) entdo
existem [3 pontos h € Z." tais que By, C X, onde f = mingczvp{A%(() — AR} + 1L

Tal propriedade acima nos garante a possibilidade do algoritmo conhecer de an-
temao quais posicoes h € Z" garantimos que B, C X. Novamente, em tais posi¢oes
nao hd necessidade de se verificar B, C X, e por isso pode-se realizar eventuais saltos
(jumps) sobre os pontos h € X tais que B, C X. O consumo de tempo deste no pior
caso também é O(|X| + |B| + | X| - |ZV(B))).
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4.2. Dilatacao por Cascas

Este efetua a dilatacdo de uma imagem de entrada X por um elemento estruturante B
usando basicamente as cascas de X e as cascas de B. Considere os seguintes resultados:
1. Sejam X, B C Z". Considere que X = X; U XoU...U Xy e B =
By U By U ... U By. Entdo pela propriedade distributiva da dilatacdo
(ver [Dougherty and Lotufo 2003]) temos que 65(X) = Ui<ij<n Ui<j<ar 0, (Xi).

2. Sejam Y, V' C Z". Por definigio Y = |J.czv () COBy (¢).

Combinando ambos resultados, temos que:

5B(X) = U 5003;(42)(003)‘?@1)%
1€2ZV(B) 22V (X)

para um conjunto de adjacéncia V' qualquer.

Logo, podemos efetuar dilatagdes das cascas Z"(B) do EE pelas cascas Z"(X)
da imagem de entrada através de uma simples atualizacdo das densidades das cascas
¢ € ZV(X). Ao final, o algoritmo necessita de uma fase de propagagio das densidades,
recuperando cada ponto na imagem resultante 5 (X ). Considerando |V'| constante, o con-
sumo de tempo no pior caso deste algoritmo é O(| X |+ |B|+[05(X)|+|Z(X)|- | Z(B)|).

5. Resultados e Discussoes

Esta secdo visa apresentar alguns resultados experimentais dos algoritmos propostos apli-
cados em imagens bidimensionais, bem como compard-los com outros algoritmos.

A imagem de entrada € uma imagem que possui dimensdo 2500 x 2500 e possui
quatro quadrantes. Dois quadrantes sdo compostas por quatro silhuetas, um quadrante é
composto por um ruido sal & pimenta com distribui¢cdo uniforme e o ultimo quadrante €
composto por linhas igualmente bem espacadas e orientadas a 45°. A Figura 2 mostra a
imagem de entrada em um tamanho reduzido.

e

Figura 2. A imagem de entrada de dimensao 2500 x 2500.

Os algoritmos de erosdo e dilatacdo utilizados neste experimento serdo os
seguintes: os que usam decomposicao de EE (Alg. 3), os que usam RLE (Alg. 5),
os que usam decomposicdo de EE e o vetor de bits (Alg. 7.1), dilatacio que usa
decomposicao de EE e o contorno da imagem de entrada (Alg. 7.2), o algoritmo
de erosdo direta (Alg. A), o algoritmo de erosdo inversa (Alg. B) e o algoritmo
de dilatacdo por cascas (Alg. C). Implementacdes destes algoritmos e outros, bem



como uma inspecdo mais detalhada deste e outros experimentos podem ser encontradas
em http://score.ime.usp.br/"dandy/mestrado.php.

Os graficos das Figuras 3 e 4 mostram os tempos médios de 10 execugdes repeti-
das dos algoritmos de erosdo e dilatagcdo, respectivamente, usando a imagem de entrada
proposta e quadrados de tamanho n como elementos estruturantes. Embora foram usados
EEs quadrados, os algoritmos apresentados podem utilizar EEs arbitrarios.

Tempo Médio de Execugao dos Métodos de Erosao
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Figura 3. Tempo médio de execug¢ao dos algoritmos de erosao.
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Figura 4. Tempo médio de execugao dos algoritmos de dilatacao.

De acordo com os resultados, os Algoritmos 3, 7.1 e 7.2 sofrem influéncias sig-
nificativas com o aumento do tamanho do EE. No Algoritmo 5 para erosdo observamos
uma razoavel performance mediante ao crescimento do elemento estruturante, ou seja,
o tempo de execucgdo deste algoritmo € pouco influenciado pelo aumento do tamanho
do EE. Ambos os algoritmos de erosdo propostos por este trabalho se destacam por sua
eficiéncia. Tal eficiéncia é, em parte, justificada para ambos os algoritmos: “quanto maior
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a densidade de uma casca do EE, espera-se que o algoritmo efetue maiores saltos em sua
busca”. O algoritmo C obteve bons resultados devido a simplicidade da forma do EE
(quadrado) e o conjunto de adjacéncia V' escolhido. Podemos ainda utilizar um dos al-
goritmos de erosdo rapida para resolver o problema da dilatagdo, visto que ambos sao
duais [Dougherty and Lotufo 2003].

6. Conclusao

Os resultados experimentais comprovam a andlise tedrica de que os algoritmos propostos
por este trabalho sdo boas alternativas de erosdo e dilatacao eficientes. Cada um destes
rapidos algoritmos deve ser utilizado em casos especificos: o algoritmo de erosdo direta
€ aplicavel em imagens ruidosas; o algoritmo de erosdo inversa € aplicdvel em pontos de
altas densidades; por fim o algoritmo de dilatagdo por cascas € apropriado na presenca
de EE simples (compacto quanto ao conjunto de V' -cascas). Durante o mestrado, reali-
zamos uma apresenta¢io em forma de um resumo estendido® no International Symposium
on Mathematical Morphology* (ISMM-2007) de resultados preliminares deste trabalho.
Atualmente, estamos trabalhando para publicar estes resultados em periodicos interna-
cionais da drea e em estender estes resultados em outras aplicacdes.
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