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Abstract. A graph is a PI graph if it is the intersection graph of a family of
triangles between two parallel lines. The recognition problem for the class of
PI graphs has been open for 20 years. We present a study on such a class
focusing on structural and computational aspects, in order to solve it. As main
results, we relate Pl graphs to the study of order dimensions and show that a
particular defined dimension is a comparability invariant, a stronger result than
the similar for the well-known interval dimension. Moreover, we formulate a
conjecture which if it is true, then the recognition of Pl graphs can be done
efficiently. We theoretical and computationally analyze such a conjecture.

Resumo. Um grafoé& um grafo PI se& o grafo de interseéip de uma faitia

de triangulos entre duas retas paralelas. O problema do reconhecimento da
classe dos grafos Pl ésem aberto b 20 anos. Apresentamos um estudo desta
classe enfocando aspectos estruturais e computacionais, visando a stu#osolug
Como principais resultados, relacionamos os grafos Pl ao estudo de dimens
de ordens e mostramos que uma dindensspecial definid& um invariante

de comparabilidade, resultado mais forte que @lago para a bem conhecida
dimenéo intervalar. Formulamos tan@in uma conjectura que se verdadeira
implica no reconhecimento eficiente dos grafos PI. Analisamos esta conjectura
de forma térica e computacional, apontando egittias para sua veracidade.

1. Introducao

Um grafoG € umgrafo de interse@o se podemos associar uma féiende conjuntos a
G, cada ertice correspondendo a um conjunto, tal quev) & uma aresta dé&' se e
somente se 0s conjuntos correspondentesea tém intersego rao vazia; tal fariia

de conjuntos chamada unmodelo de intersép de G. Restringindo os modelos de
interse@o, diferentes classes de grafos de intérgsego definidas. Ungrafo de in-
tervalosé o grafo de inters&p de uma fantia de intervalos da reta real, chamada
um modelo de intervalos. Ungrafo de permuta&o &€ o grafo de intersé&o de uma
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familia de segmentos de reta entre duas retas paralelas distintad.,, tendo cada
segmento unextremo emL; € 0 outro emL,; tal modeloé chamado unmodelo de
permuta@o. As classes dos grafos de intervalos e de perraat&p bem conhecidas e
estudadas, possuem muitas apliEs;paticas e podem ser reconhecidas em tempo linear
[Booth and Lueker 1976, Golumbic 1980].

Um grafo Pl & o grafo de intersé&p de uma faitia de triangulosABC' entre
duas retas paralelas distintag e L, tal que A pertence a.; e BC pertence al,; tal
modeloé chamado urmodelo Pl A Figura 1 ilustra um grafo Pl e um de seus modelos
Pl. Grafos P1 sao definidos analogamente aos grafos PI, exceto pelo fato de que seus
modelos admitem tingulos tais quel pertence d., e BC pertence d;.

Figura 1. Um grafo Pl e um modelo PI.

E facil ver gue aclasse dos grafos Pl cam a classe dos grafos de intervalos,
pois restringindo-sel € [B; C] para todo téngulo, tornamos modelos Pl equivalentes a
modelos de intervalos, dado que doidmigulos se interceptam em tal caso se e somente
se suas bases se interceptam. Ela tamlboném a classe dos grafos de permétac
pois restringindo-sé = C' para todo t@ngulo, transformamos modelos Pl em modelos
de permutago. Portanto, a classe dos grafos Pl generaliza duas classes de grafos im-
portantes. Os grafos Pl foram definidos por Corneil e Kamula em 1987 e, deade ent
o problema do reconhecimento desta classe st aberto, apesar do esfor¢o no intuito
de resole-lo [Corneil and Kamula 1987, Cheah 1991, Braadset al. 1999, Lin 2002,
Spinrad 2003, de Almeida 2005, Oliveira 2006].

O problema do reconhecimento de grafos Pl tamb interessante por um motivo
tedrico. Superclasses da classe dos grafos Pl, como grafos éeitrse de cocompara-
bilidade, possuem reconhecimento eficiente, por diversas abordagens. Assim, surpreen-
dentemente, superclasses e subclasses da classe dos grafos Pl podem ser reconhecidas
eficientemente, e nenhuma das eétyats de reconhecimento destas classes relacionadas
obtiveram sucesso quando aplicadas no reconhecimento de grafogiiRldisko, se seu
reconhecimento for um problemdP-completo, teremos um exemplamtrivial onde o
problema do reconhecimento alterna sua classdicaptre” e N P-completoa medida
gue o consideramos sobre uma classe mais #&@epara uma classe mais geral.

2. Resumo da Dissertago e Resultados Obtidos

A disserta@o esh assim organizada. O ao 1 destina-se a introduzir o assunto e a
definir os termos &sicos utilizados em todos os demaisitdps. No Caftulo 2, apresen-
tamos classes de grafos relacionamaksse dos grafos Pl, a saber: grafos de periaotac
grafos de intervalos, grafos*RIgrafos de trapzio simples, grafos de paralelogramos e
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grafos de trapzios. Todas@o definidagle maneira uniforme, como grafos de integse¢

de figuras geoktricas entre duas retas paralelas distintas. Betés 80 dadas para
estudos espéiicos sobre cada uma destas classes e, ao &rmlresentada a hierarquia

de inclugo conhecida entre elas. Durante este estudo, mostramos que a classe dos grafos
PI* e a dos grafos de trépios simples@o incompaaveis. O relacionamento entre tais
classes @o se encontrava na literatura.

O Captulo 3 descreve um étodo de reconhecimento da classe dos grafos de
trapezios (grafos de inters&g de trapzios entre duas retas paralelas distintas), devido a
[Felsner et al. 1994] e [Langley 1995], que motivou uma das caractéegaips grafos
P1 desenvolvidas na disser@ay; utilizando a teoria de ordens [Trotter 1992].

O Captulo 4 destina-se a@s das quatro caracterifags dos grafos Pl desen-
volvidas em nosso trabalho. A primeira utiliza a abordagem de reduzir o problema de
reconhecer grafos Pl para o problema de reconhecer grafos de p&onctag uma pro-
priedade especial. Esta abordagem foi utilizada com sucesso para reconhecer grafos de
trapezios [Cheah 1991], mas falhou para os grafos PI, pois neste caso a propriedade espe-
cial requeridee de difcil reconhecimento. A segunda caracteraaestabelece que um
grafo Plé a unao em arestas de um grafo de permatacom um grafo de intervalos,
ambos com o0 mesmo conjunto dertices. Esta caracterizag tamli@m r&o levou dire-
tamente a um algoritmo eficiente de reconhecimento. A terceira caracheriafliza a
teoria de ordens e a descrevemos resumidamente a seguir.

UmaordemP = (X, <) consiste de uma relag biraria< irreflexiva e transitiva
sobre um conjuntdX. Sex < y ouy < z, dizemos que: e y SA0 compaaveise, caso
contrario, que 8o incompagaveis. Uma ordeng umaordem linearse quaisquer dois
elementos distintosa® compaaveis. Uma ordeni.X, <) & umaordem intervalarseé
poss$vel associar um modelo de intervals, | x € X} tal quex < y se e somente
se I, esh totalmentea esquerda dé,. Uma ordemP’ = (X, <’) & umaexten&o de
uma ordemP = (X, <)sex <y — =z <’ y, e & umaextenso linear se P’ for
uma ordem linear. Similarmente, se a ext@anB’ for uma ordem intervalar, eadita ser
umaextengdo intervalar. Sejal. um conjunto{ Py, ..., P,} de exten8es de uma ordem
P. Dizemos quel. & umrealizadorde P se P = (_, P,. A dimengo linearde P & o
menork para o qual existe um realizador ffecontendo exatamenteexten®es lineares.
Analogamente, dimengio intervalarde P € o menork para o qual existe um realizador
de P que coném precisamentk exten$es intervalares.

Um grafo de comparabilidadé um grafo que admite uma oriengactransitiva
de suas arestas, i.e., orierdeg(a, b) e (b, ¢) implicam na orientado (a, c). O grafo de
comparabilidadede uma orden? = (X, <) & o grafo(X, E), tal que(z,y) € E se e
somente se e y sao0 compagveis emP. Uma propriedade sobre orde@glita ser um
invariante de comparabilidadge ou todas as ordens com 0 mesmo grafo de comparabi-
lidade possuem tal propriedade, ou nenhuma delas a p&sonhecido que a dimeas
linear e a dimer&o intervalar &o invariantes de comparabilidade.

Uma ordemP = (X, <) & umaordem Plseé posével associar & um modelo
Pl {T, | x € X}, tal quex < y se e somente SE, esh totalmented esquerda de
T,. Mostramos que o reconhecimento de um graf@ Rlolinomialmente equivalente
ao reconhecimento de uma ordem PI. Para isso, provamos que ser uma orelem P
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invariante de comparabilidade. Definimos té&mbuma dimer#o de ordensspecial que
chamamos ddimenéo linear-intervalar, e mostramos que uma orderardem Pl se e
somente se a sua dimé@uslinear-intervalae limitada por uma certa constante.

No Captulo 5, encontra-se a quartaliiima caracterizaé#go desenvolvida. Esta
depende de uma conjectura elaborada @pgo captulo. Ao contério das demais, esta
caracterizago possui reconhecimento eficiente. Portanto, a aoleficiente do problema
depende de uma resposta afirmaéivaonjectura. No entanto, umaadise dos pontos de
vista tedrico e patico da conjecturéa conduzida no final do c#plo, com o objetivo de
buscar argumentos que justifiquem sua veracidade. Descrevemos a seguir sucintamente
as bases desta caracter@ag¢

Definimos uma opera@p sobre uma order que produz o grafé:*’, associado a
P. Provamos efdio queP & uma ordem Pl se e somente se existir uma cliqug‘deom
precisamente metade de seéstices e que respeita uma propriedade especial. Apesar de
ser posi/el queG* possua um iimero exponencial de cliques em réla@o seu iimero
de \ertices, mostramos quepossvel encontrar uma cligue com talimero de @rtices
eficientemente atr&@g da reduio do problema ao problen2aSAT, poém a clique en-
contrada pode ouaw respeitar a tal propriedade especial. A conjectura mencié@eada
gue a propriedade especial pode ser desconsiderada neste processo, seguindo que grafos
PI teriam reconhecimento eficiente.

Analisando a conjectura do ponto de vistatpo, desenvolvemos um programa
para procurar por um contra-exemplo. O programa gera ordens sobre conjuntos de cardi-
nalidade crescente e, para cada uma gerada, testa a conjecturd/(&ef@numero de
ordens de tamanhe. Como N (n) cresce muito rapidamente, uma apl@&aglireta do
programa consegue atingir apenas valores pequenos p@a@mo exemplo, analisando-
se 1000 ordens por segundo, levaria-se mais2dé anos para completar a @ise das
N(10) = 6.611.065.248.783 ordens. Entretanto, conseguimos descartar umeamo ex-
pressivo de ordens para&ise baseado em resultadoérteos, o que fez com que con-
seguassemos completar o teste para todad 8)) ordens e mais dg, 5 bilhao de ordens
de tamanhad 1, utilizando9 computadores trabalhando em paralelo por aproximadamente
dois meses. Nenhum contra-exemplo foi encontrado. Do ponto de \dsizoteapresen-

tamos uma transformag do grafoG* em outro grafcap 0 qual mostramos ser equiva-
lente aG” para o teste daonjectura. A vantagem deste outro grafque foi mostrado

gue ele possui no mimo 75% de todas as arestas po&ss. O argumento eab € o

de que como o grafé denso e portanto propenso a ter muitas cliques, espera-se que no
minimo uma delas deva ter a propriedade especial requerida.

3. Conclusio

A classe dos grafos Pl carh classes de grafos importantes para problenggps e foi
definida por Corneil e Kamulaad20 anos. Desde eab, variados esforgos foram feitos na
tentativa de resolver o problema do reconhecimento desta classs) gem sucessosad
presente momento. Durantéevantamento das classes relacionadadasse Pimostra-
mos queas classes dos grafos'R a dos grafos de tr&zios simplesd® incompaaveis,
observago rio mencionada na literatura. Dentro da teoria de ordens, nossa coawibui¢
foi a de definir a dimer@ linear-intervalar e mostrar quena ordeneé uma ordem Pl se e
somente se possuir dimédinear-intervalar limitada por uma certa constante. Mostra-
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mos tamém quereconhecer uma ordel & um problema polinomialmente equivalente

ao de reconhecer um grafo Pl. Como subproduto, provamossqueima ordem Pé

um invariante de comparabilidade. Estes resultados foram apresentatdskshop on
Graph Theory and Applications, na Universidade de Federal do Rio Grande do Sul em
Nov/2006. Além disso, mostramos qaedimengo linear-intervalaré um invariante de
comparabilidade, generalizando o resultadalago bem conhecido de que a dim&ns
intervalaré um invariante de comparabilidade. Um artigo contendo estes resultaalos est
em elabora@o para publicao em pelhdico. Apresentamos unt@dnjectura que, se ver-
dadeira, implica que os grafos Pl podem ser reconhecidos eficientemente. Analisamos
a veracidade da conjectura tanto do ponto de visifiqur quanto térico, poeém o pro-

blema de reconhecer os grafos Pl continua em aberto. Finalmente, uma quinta abor-
dagem utilizada queao gerou uma caracterizag dos grafos PI, resultou no entanto
numacaracteriza@o dos grafos de intervalos. Este artigo foi apresentad&ewond
Latin-American Workshop on Cliques in Graphs, na Universidad Nacional de La Plata
em Out/2006e foi submetido para publicag em peiddico.
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