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Abstract. We consider two combinatorial optimization problems that are very
different from each other: the pipeline network transportation problem (PTD),
and the problem of searching with access costs (PBC). PTD uses a new simpli-
fied model, based on the operations of Petrobras’ oil pipelines. We also define
several variations of this problem. For the most general variation, we prove that
finding a feasible solution is ��� -hard. For another one, we show how to find
a solution that minimizes the transportation costs in polynomial time. In this
case, we also prove that minimizing the makespan is hard to approximate. PBC
considers the search for an element in an ordered vector with different access
costs. We present 	�

��������	������ -approximate linear-time algorithms to minimize
either the cost of the worst search or the average search cost. We also present an� 	������! 
� -approximate algorithm for the average cost problem that has a good
performance for some tested practical cases, where  is the input size.

Resumo. Consideramos dois problemas de otimização combinatória bastante
distintos: o problema de transporte em redes de dutos (PTD) e o problema de
busca com custos de acesso (PBC). O PTD utiliza um novo modelo simplifi-
cado, baseado nas operações dos oleodutos da Petrobras. Também definimos
diversas variações deste problema. Para a variação mais genérica, prova-
mos que encontrar uma solução viável é ��� -difı́cil. Para outra, mostramos
que a minimização dos custos de transporte dutoviário, pode ser resolvida em
tempo polinomial. Neste caso, também provamos que a minimização do ma-
kespan é difı́cil de aproximar. O PBC considera a busca por um elemento num
vetor ordenado com custos de acesso variados. Apresentamos algoritmos li-
neares 	"
#�$�%�$��	������ -aproximados para minimizar o custo da pior busca ou
o custo médio de uma busca. Também apresentamos um algoritmo

� 	������& 
� -
aproximado para o custo médio que apresenta um desempenho muito bom para
alguns casos práticos testados, onde  é o tamanho da entrada.

'
Financiado pela Bolsa Nota 10 – FAPERJ



1. Introdução

Nestatesededoutorado,consideramosdoisproblemasdeotimizaç̃aocombinat́oria bas-
tantedistintos:o problemadetransporteemredesdedutos(PTD)eo problemadebusca
comcustosdeacessovariados(PBC).

O primeiro problemaé inspiradonos problemasde escalonamentode tarefas
[Pinedo,1994], ondediversosautoresestudarame determinaramas complexidadesde
inúmerasvariaç̃oesde modeloscombinat́oriossimplificados.Comoconseq̈uência,uma
vastacoleç̃aodeartigosest́adispońıvel naliteraturaparapesquisadoresdedicadosaode-
senvolvimentode ferramentaspráticasde escalonamento.Apesarde muitosproblemas
práticosapresentaremcaracteŕısticasparticularesque impedema utilização direta dos
métodospropostosnosartigos,a importânciadestetrabalhoé amplamentereconhecida
pelacomunidadeinternacionaldeciênciadacomputac¸ão.

Seguindoo exemplodosproblemasdeescalonamentodetarefas,PTD utiliza um
novo modelosimplificadoquefoi propostonestatese,com baseem levantamentofeito
naTranspetro,subsidíariadaPetrobrasqueoperaoleodutos.A partir destemodelo,de-
finimos diversasvariaç̃oesde um problemade otimizaç̃ao combinat́oria quecapturaas
caracteŕısticasessenciaisdoproblemapráticodetransportedutoviário.Al émdisso,deter-
minamosacomplexidadealgoŕıtmicadealgumasdestasvariaç̃oesenquantooutrastantas
permanecememaberto.Na seç̃ao2, apresentamosmaisdetalhessobreo transportepor
oleodutos,o PTDeosresultadosobtidos.

O segundoproblemaconsideraa buscapor um elementonum vetor ordenadoe
armazenadoem meiosfı́sicosheteroĝeneos. Nestecaso,o custode cadaacessopode
variar em função da posiç̃ao do elementoacessado.Observe que, se todosos custos
e probabilidadesde acessosão iguais, ent̃ao a melhor estrat́egia de buscaé a busca
binária, um algoritmoclássicoensinadonasdisciplinasmaisbásicasde qualquercurso
de computac¸ão. Portanto,o PBC é uma extens̃ao naturalde um problemafundamen-
tal dacomputac¸ão. Apesardeclássico,estetipo deproblematemmotivadopublicaç̃oes
recentes[Charikaretal., 2002].

Nestatese,apresentamosalgoritmoslineares 	"
 � � � ��	�� � � -aproximadospara
o PBC, minimizandoo custoda pior buscaou o customédio de umabusca. Em am-
bososcasoso melhoralgoritmoexatoconhecidoexecutaem tempo

� 	  � � , onde  é o
tamanhodo vetor [Knight, 1988, Navarroet al., 2000]. Tamb́emapresentamosum algo-
ritmo

� 	 � ���& � -aproximadoqueapresentaum desempenhomuito bomparaalgunscasos
práticostestados.Na seç̃ao 3, apresentamosmaisdetalhessobreo PBC e os resultados
obtidos.

Osseguintesartigosderivadosdestatesequejá forampublicadosemperiódicos
reconhecidosinternacionalmente,todoscomqualis“A” segundoaCAPES(2002):

� MILIDI Ú, PESSOA andLABER, “The Complexity of MakespanMinimization
for PipelineTransportation”.TheoreticalComputerScience306(1-3).

� LABER, MILIDI Ú and PESSOA, “On Binary Searchingwith Non-uniform
Costs”.SIAM Journalon Computing31(4).

� LABER, MILIDI Ú andPESSOA, “A Strategy for Searchingwith DifferentAc-
cessCosts”.TheoreticalComputerScience287(2).



Al émdisso,listamososprincipaisartigosderivadosdestatesequejá forampubli-
cadosemcongressosreconhecidosinternacionalmente,todoscomqualis“A” segundoa
CAPES(2002):

� MILIDI Ú, PESSOA and LABER, “Complexity of MakespanMinimization for
PipelineTransportationof PetroleumProducts”.Proceedingsof APPROX’2002.

� MILIDI Ú, PESSOA andLABER, “PipelineTransportationof PetroleumProducts
with No DueDates”.Proceedingsof LATIN’2002.

� LABER, MILIDI Ú and PESSOA, “On Binary Searchingwith Non-uniform
Costs”.Proceedingsof SODA’2001.

� LABER, MILIDI Ú andPESSOA, “Strategiesfor Searchingwith DifferentAccess
Costs”.Proceedingsof ESA’1999.

Adicionalmente, resultados preliminares desta tese foram publicados em
[Milidi ú et al., 1999, Milidi ú et al., 2000, Milidi ú et al., 2001]. Finalmente,o seguinte
artigo est́a submetidoa um periódico internacional,tamb́em com qualis“A” segundoa
CAPES(2002):

� MILIDI Ú, PESSOA andLABER, “PipelineTransportationof PetroleumProducts
with No DueDates”.SubmetidoaoAlgorithmica.

2. Transporte em Redes de Dutos
O transportedutoviárioapresentacaracteŕısticasmuitopeculiares,o quetornao problema
deplanejamentosubjacentebastantediferentedeoutrosproblemasde transporteencon-
tradosna literatura.Apesardeoleodutostransportaremprodutoslı́quidos,produtosdis-
tintospodemsertransportadosnummesmooleoduto,um depoisdo outro,desdequeas
quantidadesdecadaprodutonãosejammuito pequenas.Outraimportantecaracteŕıstica
dosoleodutośeo fatodequeelesdevempermanecersemprecheiosdelı́quido.Portanto,
assumindoqueoslı́quidossãoincompresśıveis,amovimentaç̃aodacargadeumoleoduto
consisteobrigatoriamentenainserç̃ao(oubombeamento)deprodutonumaextremidadee
naretiradasimultâneadamesmaquantidadedeprodutonaextremidadeoposta.Observe
queo produtoretiradonumaextremidadenãoénecessariamenteo mesmoqueo inserido
na extremidadeoposta,comomostraa Figura1.(a). Estafigura representao contéudo
de um oleodutopreenchidopor dois produtosB e A distintos,da esquerdaparaa di-
reita. Nestecaso,a inserç̃ao de umacertaquantidadede um produtoC na extremidade
à esquerdado duto força a retiradada mesmaquantidadedo produtoA na extremidade
à direita. Comoresultadodestaoperac¸ão, observe queo produtoB é deslocadoparaa
direitadentrododuto.A Figura1.(b)mostrao contéudododutoaṕosestaoperac¸ão.
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Figura 1: (a) o conteúdo de um oleoduto; (b) o conteúdo do mesmo oleoduto
após a inserção de uma certa quantidade do produto C.

No contexto deoleodutos,o termobatelada é usadoparadenotarummontantede
produtoqueaparececont́ıguonumarededeoleodutos.



2.1. Motivação

O transportedutoviário é um dosmeiosde transportemaisimportantesquandoa carga
consisteem petŕoleo ou derivados. Dentreos diversosmeiosdispońıveis, os oleodutos
são a forma mais efetiva e segura parase transportargrandesquantidadesde petŕoleo
ou derivadospor grandesdist̂ancias.No entanto,devido à grandequantidadedeenergia
necesśariaparamover grandesvolumese aoalto valor demercadodo produtotranspor-
tado,oscustosenvolvidosnaoperac¸ãodosoleodutossãoenormes.Porisso,esforçosno
sentidodeminimizarestescustosãodegrandeinteresse.

Por outro lado, desenvolver uma ferramentade planejamentopara uma rede
de oleodutospode ser uma tarefa incrivelmentecomplexa, mesmoquandoas redes
são relativamentesimplese os horizontesde planejamentoconsideradossão modes-
tos [HaneandRatliff, 1995, daSilva,1999,Más,2001, Milidi ú etal., 2003]. Comore-
sultadodisto, grandesquantiasdeixamde ser economizadastodosos anosdevido às
limitaçõesdasferramentasdeplanejamentoexistentes.Nestatesede doutorado,desen-
volvemosmodelossimplificadosparao problemade transportepor oleodutosvisando
identificarpropriedadescombinat́oriasinerentesa estetipo de transporte.Algumasdas
propriedadesidentificadasexplicam asdificuldadesencontradasno desenvolvimentode
ferramentasdeplanejamentoe sugeremabordagensparacontornarestasdificuldades.

2.2. O Modelo

O PTDédefinidodaseguinteforma.Um dutoé representadoporumaFILA debateladas
cujonúmerodeelementosdevesemanterfixo. Comoconseq̈uênciadestenúmerofixo de
bateladas,semprequeumabateladáe inserida(push) no final deum duto,a bateladado
inı́cio deve serremovida (pop). Destaforma,asoperac¸õespush e pop são simultâneas,
resultandonumaoperac¸ãoh́ıbridaquedenominamospush-pop (PP).Umaredededutosé
definidaporumgrafoorientado

��� 	������ � ondecadaarco 	�
�� temumdutoassociado
com 
 	�	 � posiç̃oes,cadaposiç̃ao contendoumabatelada.No PTD, tamb́em é dadoum
conjunto � debateladas.Cadabatelada� temum nó dedestino����
�� e umaposiç̃ao
inicial ����	�� � . A posiç̃ao inicial de � podeserum nó de

�
ou um par arco-́ındice 	�	������ ,

indicandoque� est́ana � -ésimaposiç̃aododuto 	 . Paracadaarco	 � 	������ � , umaoperac¸ão
PPconsisteeminserirno dutoumabateladacontidano nó � e guardarno nó � a batelada
removida desteduto. Comoo númerodebateladascontidasno dutopermanecesempre
constante,tamb́em é dadoum subconjunto ! � de bateladasproteláveis, que não
precisamchegaraosseusdestinos.Estasbateladaspodemserutilizadasparapreencher
osdutosde redeenquantoasoutrassão entregues.Apesardisto,não admitimosinserir
umabateladaproteĺavel � numduto 	 quandonãoexistenenhumcaminhoconectandoo
nó de sáıdade 	 a �"� . O objetivo do problemaé encontrarumaseq̈uênciade operac¸ões
quetransportetodasasbateladasnão-proteĺaveisaosseusrespectivosnósdedestino.

2.3. Resultados

Nesta tese de doutorado, apresentamosvários resultados em relaç̃ao ao PTD
[Milidi ú et al., 2002, Milidi ú et al., 2003]. A própria definiç̃ao do PTD e de suas
variaç̃oeséoriginal. Al émdisso,demonstramosqueencontrarumasoluç̃aoviável parao
PTD é um problema��� -difı́cil, mesmoqueo grafo

�
sejaaćıclico. Por isso,conside-

ramoso PTD śıncrono(PTDS),umavariaç̃aodoPTD ondenenhumabateladaproteĺavel



est́a inicialmentecontidaemumduto.Assumindoquecadabatelada� temumpeso� 	�� �
associado,o custodeumaoperac¸ãoPPemum dutoé modeladocomoumacombinac¸ão
lineardospesosdasbateladasenvolvidas.Nestecaso,o PTDSdecustomı́nimo(PTDSC)
consisteemencontrarumasoluç̃aodecustomı́nimo parao PTDS,ondeo custodeuma
soluç̃aoédadopelasomadoscustosdesuasoperac¸ões.Paraesteproblema,apresentamos
o algoritmoBPA (Batch-to-Pipe Assignment), um algoritmopolinomialqueobt́emuma
soluç̃aoviável parao PTDSC.Casoo grafo

�
sejaaćıclico,asoluç̃aodadapeloalgoritmo

BPA éótima.Al émdisso,o algoritmoBPA éestendidoparao casoemquebateladascom
mesmaorigem,destinoe pesopodemseragrupadasemordens.Nestecaso,o tempode
execuç̃aodo algoritmopermanecepolinomialemrelaç̃aoa umaentradarepresentadade
formamaiscompacta.

Tamb́emconsideramoso PTDSdemakespan mı́nimo(PTDSM),queconsisteem
obterumasoluç̃aoparao PTDSqueminimizao temponecesśario paraterminara última
operac¸ão PP. Nestecaso,assumimosquecadaduto podeexecutaruma operac¸ão PP a
cadaunidadede tempo. Demonstramosqueo PTDSM não admitenenhumalgoritmo
polinomial � ����� -aproximadoparaqualquer���	� , a menosque � � � � , onde � é o
tamanhoda inst̂ancia. Esteresultadoaindavale seo grafo

�
é aćıclico e planar. Al ém

disso,mostramosqueo algoritmoBPA forneceumasoluç̃ao 
 ��
 -aproximadaparao caso
em que o grafo

�
é aćıclico. Apesardestefator de aproximac¸ão ter um crescimento

assint́oticoelevado,o nossoresultadoanteriormostraquequalquerfatordeaproximac¸ão
quenãoapresenteum crescimentosemelhanteimplicaem � � ��� .

A tabelaaseguir resumeosresultadosobtidoseaquelesquepermanecemabertos.

Problema Grafo Complexidade Aproximaç̃ao Algoritmo
PTD aćıclico ��� -difı́cil – –

PTDS geral 
 � – BPA-P
PTDSC aćıclico 
 � 1 BPA-P
PTDSC geral aberto aberto –
PTDSM aćıclico, planar ��� -completo ��� ����� BPA-P
PTDSM aćıclico � � -completo 
�� BPA-P

Nestatabela,� representao tamanhodainst̂anciae � o númerodedutosdarede.

3. Busca com Custos de Acesso

Seja � ��� 	 � ������� ��	���� um vetorordenadoonde � 	�	�� � é o custodeacessaro seu � -ésimo
elemento.O objetivo do problemaé encontrarumaestrat́egiadebuscadecustomı́nimo
parao vetor � . Se todosos custosde acessosão iguais,ent̃ao a melhorestrat́egiade
buscaposśıvel é abuscabinária,quepermiteencontrarqualquerelementoaṕos

� 	������& 
�
acessos.Poroutro lado,seoscustosdeacessosãovariados,ent̃aoa buscabinárianãoé
necessariamenteumaestrat́egiaótima.Nestecaso,chamamosesteproblemadePBC.

Consideramosduasformasde calcularo custode umaestrat́egiade buscapara
o PBC: pelo customédio e pelo pior custode uma busca. Chamamosos respectivos
problemasde problemada buscade customédio (PBCM) e de problemada buscade
pior custo(PBPC).No casodo PBCM, assumimosquetodosos elementosde � têm a
mesmaprobabilidadedeacesso.Emambososcasos,o melhoralgoritmoexatoconhecido



utiliza programac¸ão dinâmica,executandoem tempo
� 	� � � e utilizandoum espac¸o de

meḿoria
� 	  �� � [Knight, 1988, Navarroet al., 2000].No casodo PBCM [Knight, 1988],

odesenvolvimentodoalgoritmoémotivadoporumproblemadeprojetodefiltros. Oautor
tamb́emconsiderao casoparticularondeachavedebusca	�� temcustoproporcionala � � ,
paraum dadovalor inteiro positivo de

�
. Nestecaso,eleprovaqueo custodeumabusca

bináriaest́aaumfatorconstantedaestrat́egiaótima.

3.1. Resultados

Nestatesede doutorado,apresentamosalgoritmosaproximadosparao PBCM e parao
PBPC[Laberetal., 1999, Laberet al., 2002b, Laberet al., 2001, Laberet al., 2002a].

Parao PBCM,apresentamoso Algoritmo daRaz̃ao.Estealgoritmosempreobt́em
umasoluç̃aodecustomenorou igual a

� ��� 	� �������  , assumindoquea somadoscustos
de todasaschavesde � é � . Vale mencionarqueestasoluç̃ao é sempre

� ���
	  � ��� -
aproximada. No pior caso,estealgoritmo roda em tempo

� 	  � � e utiliza um espac¸o
linear. Tamb́em apresentamosalgunsexperimentoscomparativos paraduasestruturas
de custoespećıficas: uma foi propostaem [Knight, 1988] e a outra é aleat́oria. Estes
experimentossugeremqueo Algoritmo da Raz̃ao é o melhoralgoritmonão exato para
estasestruturasde custo. Nestesexperimentos,o Algoritmo da Raz̃ao obteve soluç̃oes
cujoscustosapresentaramerrosabaixode 	�
 emrelaç̃aoaosrespectivoscustosótimos.

Al émdisso,introduzimosumanovaabordagemparadesenvolveralgoritmosapro-
ximadosparaproblemasdebuscacomcustosdeacessovariados.Estaabordagemutiliza
umatécnicaconhecidacomoescaladecustos,quetamb́eméusadaemproblemasdefluxo
em redes[Ahuja et al., 1993] e em outrasvariaç̃oesdo PBC [Charikaret al., 2002]. No
entanto,a caracteŕısticamaisinteressantedestaabordageḿe a demonstrac¸ão de limites
inferioresparao custoa partir deumesquemadedecomposic¸ãodo problema.Combase
nestaabordagem,desenvolvemosos algoritmosde Escalade CustosparaBuscaMédia
(ECBM), parao PBCM,e deEscaladeCustosparaa Pior Busca(ECPB),parao PBPC.
Ambosconstroemsoluç̃oes 	�
 � � � ��	������ -aproximadas,paraqualquer� � � , emtempoli-
neareutilizandoumespac¸o linear. Emambososcasos,nãoutilizamosnenhumahipótese
sobreaestruturadoscustosdaentrada.

3.1.1. Técnica de Partição por Escala de Custos

Nestasess̃ao,apresentamosum esboc¸o deumadasváriastécnicasdesenvolvidase apli-
cadasnestatese:apartiç̃aoporescaladecustos.Estatécnicapermitiuo desenvolvimento
dos algoritmosECBM e ECPB,e dos limites inferioresutilizadosnassuasprovas de
aproximac¸ão.

Qualquerestrat́egiadebuscapara� podeserrepresentadaporumaárvorebinária
de busca(ABB) � associadaa � , com asseguintesduaspropriedades.Cadanó de �
correspondea um elementode � . Dadoum nó 	 de � , todososnósdasub-́arvorecuja
raiz é filha àesquerda(direita)de 	 est̃aoà esquerda(direita)de 	 no vetor � . Comisso,
o PBCpodeservistocomo problemadeconstruirdeumaABB com  nós,minimizando
o maiorcustodeum caminhoa partir da raiz, no casodo PBPC,ou a médiadoscustos
doscaminhosquepartemdaraiz,no casodo PBCM.Umaárvoreestritamentebináriade
busca(AEBB) é umaABB ondecadanó temdoisounenhumfilho.



Na construc¸ão de uma ABB, tanto ECBM quantoo ECPB agrupamas chaves
do vetor de entradasegundoumaescalade custosde acesso.Dizemosqueumachave
temposto � quandoelapertencemao � -ésimogrupodestaescala,emordemcrescentede
custo. Ambosos algoritmosutilizam a regra do menor posto paraconstruirumaABB
� , ou seja,aschavesde menorpostosão sempreacessadasantesdasde maior posto.
Para isto, elesutilizam umaabordagemtop-down. Primeiro, todasaschavesde posto
mı́nimo do vetorcorrentesãoselecionadas.Depois,cadasubseq̈uênciacont́ıguadecha-
vesnão-selecionadasdelimitadapelaschavesselecionadaśe condensadanum úniconó.
Subseq̈uênciasvaziastamb́emsãoconsideradas.Em seguida,ambososalgoritmoscons-
troemumaAEBB auxiliar ��� , ondecadanó internocorrespondea umachave selecio-
nadaecadafolhacorrespondeaumasubseq̈uênciacondensada.A únicadiferençaentreo
ECBM eo ECPBest́anoalgoritmoutilizadoparaconstruir��� . Comocadasubseq̈uência
condensadatamb́emcorrespondeaumsubvetordovetordeentrada,ambososalgoritmos
resolvemrecursivamenteossubproblemasassociadosa estassubseq̈uências.A ABB as-
sociadaaosubvetorcorrenteé obtidaaṕosa substituiç̃aodecadafolha de ��� pelaABB
constrúıdarecursivamenteparaasubseq̈uênciacondensadacorrespondente.
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Figura 2: Passos da construção de uma ABB pelo algoritmo ECBM.

Agora, ilustramoso ECBM atravésde um exemplo. Seja � � � 	 � ��� ��� ��	�� � um
vetor cujoscustosde acessosão dadospor

� � ��� � � ��� � 0.05 � 0.03 � � � 	�� � � � � � � � � � � � 
"� 0.04� .
Os custosdaschavesde postomı́nimo est̃ao em negrito. A Figura2 representaalguns
passosda construc¸ão de uma ABB pelo ECBM, quando � é o vetor de entrada. Pri-
meiro, o ECBM escolheaschaves 	 � , 	�� e 	�� , dividindo o quesobroude � em quatro
subseq̈uênciasde chaves: � � � � 	 � ��	 � � , � �

� � � , � �
� � 	�	 ��� ��� ��	�
 � e ��� � � � . Cada

chave escolhidaé associadaa um nó interno de uma AEBB auxiliar ��� , representada
pelaFigura2.(a). Al ém disso,assubseq̈uênciasgeradas( � � ��� � ��� � e ��� ) são conden-
sadase associadas̀asfolhasde ��� . O ECBM constŕoi umaABB paracadaumadestas
subseq̈uênciasatravésde chamadasrecursivas. As Figuras2.(b) e 2.(c) representamas
ABB constrúıdasparaassubseq̈uências� � e � � , respectivamente.Por último, o ECBM
substituicadafolha de �
� pelaABB constrúıdaparaa subseq̈uênciacorrespondente.No
casodassubseq̈uênciasvazias� � e ��� , asfolhascorrespondentessão removidasde ��� .
A ABB resultantée representadanaFigura2.(d).

Observequeaconstruc¸ãodescritaanteriormenteinduzaumapartiç̃aohieŕarquica
dovetor � emsubvetores.A técnicadepartiç̃aoporescaladecustosmostracomoutilizar
estamesmapartiç̃ao paraderivar limites inferioresparao custoda soluç̃ao ótima tanto
no PBCM quantono PBPC.Nestescasos,a semelhanc¸a entreo limite inferior e o limite



superiordadopelosalgoritmosfoi crucialparaprovaro fatordeaproximac¸ão 
 � � � � 	 ��� .
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