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Abstract. Timbral graphs were introduced to model musical structures. Another
aspect that highlights their importance is the close relationship they share with
graphs arising from coding theory. We investigate some structural properties of
timbral graphs, obtaining mainly the following results: every timbral graph is
arc-transitive; a characterization of timbral graphs that are distance-transitive;
a characterization of Hamiltonian binary timbral graphs; and the determination
of upper and lower bounds for the clique number of timbral graphs. Further-
more, we explore an application of these graphs in the modeling of musical
compositions, developing and evaluating methods for the generation of musical
fragments.

Resumo. Grafos timbrais foram introduzidos para modelar estruturas musi-
cais. Outro aspecto que mostra a sua importdancia é a relacdo estreita que eles
possuem com grafos advindos da teoria dos codigos. Investigamos algumas pro-
priedades estruturais dos grafos timbrais, obtendo, principalmente, os seguintes
resultados: todo grafo timbral é arco-transitivo, caracterizacdo dos grafos tim-
brais que sdo distdncia-transitivos; caracterizacdo dos grafos timbrais bindrios
que sdo hamiltonianos; determinagdo de limites superiores e inferiores para o
niimero clique dos grafos timbrais. Além disso, exploramos uma aplicacdo des-
ses grafos na modelagem de composicoes musicais, desenvolvendo e avaliando
métodos para a geragdo de fragmentos musicais.

1. Introducao

Diversas classes de grafos surgem naturalmente a partir de problemas da teoria dos
codigos, como os hipercubos, os grafos de Hamming e suas generalizacdes. Na literatura,
esses grafos sdo estudados principalmente em relacao a problemas como a caracterizacao
algébrica de suas simetrias, a obtencdo de ciclos hamiltonianos com propriedades es-
pecificas e a determina¢@o do nimero clique (cf. [Brouwer et al. 1989], [Miitze 2023] e

[Rouayheb and Georghiades 2012]).

truturas musicais.

Em nosso trabalho, estudamos a classe dos grafos timbrais, que generaliza os

grafos de Hamming, embora tenha sido definida no contexto da modelagem de es-
O grafo timbral 7}, 5, tem como vértices as palavras de compri-
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mento %k construidas sobre um alfabeto de n simbolos, sendo dois vértices adjacen-
tes quando coincidem em exatamente ¢ coordenadas (cf. Figura 1). O artigo origi-
nal [Akhmedov and Winter 2014] € dedicado ao estudo do problema do ciclo hamiltoni-
ano restrito a grafos timbrais, que, no contexto musical, estd relacionado a construcdo
de morfologias timbrais. No entanto, a semelhanga estrutural entre os grafos tim-
brais e grafos oriundos da teoria dos cddigos indica que os problemas ja estudados
nesses grafos podem ganhar novos desdobramentos quando restritos a grafos timbrais.
Nossa dissertacao [Cardoso 2025] contém os resultados obtidos nesse contexto, organiza-
dos em trés linhas de investigacdo. Versdes completas desses resultados estao submetidas
para publicacdo [Cardoso et al. 2026, Cardoso et al. 2025a].

Propriedades algébricas. Os grafos de Hamming sdo uma das raras classes cujo grupo
de automorfismos esta completamente caracterizado. Além disso, esses grafos possuem
um amplo nimero de simetrias, que garantem propriedades algébricas fortes como a
distancia-transitividade (cf. [Brouwer et al. 1989]). No contexto dos grafos timbrais, de-
monstramos que os automorfismos dos grafos de Hamming constituem um subgrupo do
grupo de automorfismos dos grafos timbrais, e que, a0 menos nos casos de 1552, 1573,
T541€eT)y3,,essesubgrupo € proprio. Além disso, caracterizamos as exatas combinagdes
de n, k e ¢ para as quais 7, ; , € um grafo distancia-transitivo.

Hamiltonicidade. Ciclos hamiltonianos em 7, ;. , correspondem a codigos de Gray com-
binatorios (cf. [Miitze 2023]) construidos sobre o conjunto das palavras n-arias de com-
primento k. Adotando essa perspectiva, determinar a existéncia de um ciclo hamiltoniano
¢ o primeiro passo para desenvolver um estudo aprofundado sobre os codigos de Gray
correspondentes. Em [Akhmedov and Winter 2014], foi demonstrado que 77, ;. , € hamil-
toniano, para todon > 3. O caso n = 2 ficou em aberto e Akhmedov e Winter referem-se
a ele como um caso mais complexo. Em nosso trabalho, resolvemos esse caso, caracteri-
zando os 75 ;, , que sdo hamiltonianos e fornecendo uma construgdo indutiva para estabe-
lecer a existéncia de ciclos hamiltonianos, quando possivel. Além disso, mostramos que o
resultado apresentado por Akhmedov e Winter € uma consequéncia direta do fato de que,
para todo n > 3, T, ;. , € um grafo de Cayley conexo do grupo abeliano Z%. Uma versdo
prévia desses resultados foi publicada em [Cardoso et al. 2025b].

Numero clique. O problema do nimero clique restrito aos grafos de Hamming-
distancia H,(k,d) tem grande relevancia na teoria dos cédigos corretores de erro (cf.
[Sloane 1989]). Como o grafo H,,(k, d) é a unido de grafos timbrais, o estudo de w(T,, x.¢)
emerge como uma potencial nova abordagem para aprimorar os limites conhecidos sobre
w(H,(k,d)). Nessa linha de investigacio, fornecemos novos limites superiores gerais
para o nimero clique de grafos timbrais e, aplicando-os ao caso ¢ = 1, determinamos
w(T}k1) quando k& — 1 € uma poténcia de primo menor ou igual a n. Em particular,
examinando as cliques de 7,, 1, 1, estabelecemos uma correspondéncia entre uma clique de
tamanho n? em T, n+1,1 € um plano afim de ordem n (cf. [Dougherty 2020]). Uma versdao
prévia desses resultados [Cardoso et al. 2024] recebeu menc¢do honrosa na premiacao de
melhor trabalho do ETC do CSBC 2024.

Adicionalmente, apresentamos uma proposta de aplicacdo dos grafos timbrais
na musica através de diferentes modelagens, que culminou na elaboracdo de um
método composicional assistido por computadores, utilizado na composicdo da peca
Amdlgama [Cardoso et al. 2023].
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1.1. Grafos Timbrais

Para dois inteiros positivos n e k, denotamos por ZF o produto cartesiano de k c6pias do
grupo ciclico Z,, = {0, 1,...,n—1}. Os elementos de foL sdo palavras x = xoxy - - Tp_1,
onde z; € Z,. Para u,v € ZF, definimos I.(u,v) = {i € Zy, : u; = v;} € i.(u,v) =
|I.(u,v)|. Em particular, i.(u,v) é dito o indice de coincidéncia entre u e v. A partir
desses conceitos, definimos o grafo timbral 7;, ;, , como segue.

Definicao 1. Sejam n, k e ¢ niimeros naturais tais que n > 1 e k > (. O grafo timbral
Tyx0 € 0 grafo cujo conjunto dos vértices é ZE e dois vértices u,v € ZF sdo adjacentes
se, e somente se, i.(u,v) = (.

Todo grafo timbral possui n* vértices. Além disso, os grafos timbrais sdo grafos
de Cayley do grupo abeliano Z*. Um grafo ndo-direcionado G é um grafo de Cayley de
um grupo A se V(G) = A e existe um subconjunto S C A (fechado para inversdes), tal
que dois elementos a e b de A sdo adjacentes em G se, e somente se, a~'b € S. Nesse
caso, escrevemos G = Cay(A, S). Para os grafos timbrais, S é o conjunto dos vértices
que possuem exatamente k — ¢ termos diferentes de 0. De fato, o conjunto de vizinhos de
um vértice u € V(T,, 1) pode ser descrito por N(v) = {u+v : v € S}, onde a operagdo
de adi¢do é andloga a soma de vetores médulo n. Portanto, T}, 1., € o grafo Cay(Zk,S).
Também segue que os grafos timbrais sdo regulares com grau igual a |S| = (’;) (n—1)k¢,

T390 1310 To91

Figura 1. Alguns grafos timbrais com grau no maximo 3.

O grafo 7152, na Figura 1, € um representante da familia 75 o, cujo conjunto
de arestas ¢ um emparelhamento perfeito e € desconexo para todo £ > 2. Por sua vez,
T30 € 152, sao grafos ciclo, os tunicos timbrais deste tipo. O mesmo 73 ; o representa a
familia dos grafos completos K, = T, 1. Por fim, 7551 € 15 35 ilustram o fato de que
os hipercubos (), sdo os timbrais 75 j 1. Em particular, os completos e os hipercubos
sdo exemplos de grafos de Hamming, que sdo todos os timbrais da forma 7}, ;, —1. De
maneira geral, o nivel de simetria exibido pelos grafos na Figura 1 sugere propriedades
importantes a respeito do grupo de automorfismos dos grafos timbrais, que aprofundamos
na proxima se¢ao.

2. Propriedades algébricas de grafos timbrais

Um automorfismo de um grafo € uma permutacio de seus vértices que preserva a relagao
de adjacéncia. Os automorfismos de um grafo GG sdo melhor examinados quando organi-
zados como uma estrutura de grupo com a operacao de composicao de fungdes, que é cha-
mado de grupo de automorfismos de G e denotado por Aut(G). O grupo das permutacdes
de um conjunto X € denotado por Sym(X) e, em especial, o grupo Sym(Z,) é simples-
mente denotado por S,,. Para conceitos de teoria de grupos e teoria algébrica de grafos
que nao definimos explicitamente, nos referimos a [Biggs 1993].
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Uma caracterizagdo de Aut (7, . ,—1) como produto de dois subgrupos é apresen-
tada em [Mirafzal and Ziaee 2021]. A seguir, apresentamos esses subgrupos € mostramos
que Aut(T}, x x—1) € um subgrupo de Aut(T, k).

Definiciio 2. Seja m € Sy. A fungdo a, : ZF — 7F é definida por

aﬂ’(x) = Tr-1(0)Tr—1(1) " Tr—1(k—1),
para todo x = xgTy---Tp_1 € ZfL. Além disso, definimos P = {a, : m € Si}.

O mapeamento 7 — a, define uma agdo do grupo Sy, em ZF pela permutagio de
coordenadas. Abaixo, apresentamos o segundo subgrupo de Aut(7), j x—1), associado ao
grupo S¥, isto €, ao produto cartesiano de k cépias de S,,.

Definicdo 3. Seja X = (09,01, ...,05-1) € SE. A fungdo ayx, : 2% — 7 é definida por

as(z) = oo(xo)o1(21) - op—1(Th-1),
para todo x = woxy -+ Tp_1 € ZE. Além disso, definimos O = {as : ¥ € S*}.

O grupo Aut(T,, . x—1) € o grupo gerado por P U O [Mirafzal and Ziaee 2021].
Como as permutagdes a, € ay preservam o indice de coincidéncia entre quaisquer dois
vértices, esse grupo também estd contido em Aut(T,, k. ¢).

Proposicao 1. Aut(T), ;1) é subgrupo de Aut(T, k).

Os elementos de Aut(7), ;x-1) sdo composi¢des de automorfismos em P e O
que, por consequéncia, também preservam o indice de coincidéncia entre quaisquer dois
vértices. Para entender melhor Aut(T,, ;) e determinar se todos os seus elementos sao
desse tipo, examinamos suas propriedades de transitividade.

Dizemos que Aut((G) age transitivamente sobre um conjunto X quando, para todo
par z,y € X, existe um elemento de Aut(G) que mapeia x em y. Assim, dizemos que G
¢ vértice-, aresta- ou arco-transitivo se Aut(G) age transitivamente sobre os conjuntos de
vértices, arestas ou pares de vértices adjacentes (arcos) de (5, respectivamente.

Apenas compondo elementos de P e O, obtemos automorfismos relacionando
quaisquer dois pares de vértices com o mesmo indice de coincidéncia. Assim, Aut(T}, x¢)
age transitivamente sobre A, = {(u,v) € V(G)? : i.(u,v) = c}, para todo ¢ € Zj.

Teorema 1. Sejam (u,v), (z,y) € V(T xe)* Seic(u,v) = i.(z,y), entdo existe auto-
morfismo a € Aut(T,, k) tal que a(u) = z e a(v) = y.

O conjunto {(u,v) € V(T xe)? : uwv € E(T,14)}, dos arcos de T}, ;. ¢, corres-
ponde ao conjunto Ay, o que garante o seguinte resultado.

Corolario 1. Todo grafo timbral é arco-transitivo.

Por ser arco-transitivo e sem vértices isolados, 75, j ¢ € vértice-transitivo e aresta-
transitivo. A seguir, apresentamos uma caracterizagdo completa dos grafos timbrais
distancia-transitivos. Um grafo G € distancia-transitivo se Aut(G) age transitivamente
em V; = {(u,v) € V(G)?: d(u,v) = d}, para toda distancia d em G.

Teorema 2. Um grafo timbral G é distdncia-transitivo se, e somente se: (a) G é um grafo
de Hamming; (b) G pertence a uma das classes T, 20, 15 .0, To 1 ou To g —2; ou (c) G
é um dos grafos Ts 59,1262, 1573, 1341, T4 31
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Para demonstrar o Teorema 2, examinamos primeiramente os grafos timbrais
distancia-transitivos. Como a distancia-transitividade é uma propriedade notavel dos gra-
fos de Hamming (cf. [Biggs 1993]), o caso (a) estd garantido. Desta maneira, o desafio
estd nos casos (b) e (c). O grafo 75 ;o € distancia-transitivo, pois seu conjunto de arestas
¢ um emparelhamento. Além disso, se, para cada d € Z, todo par de vértices a distancia
d possui o mesmo indice de coincidéncia, o Teorema 1 garante a distancia-transitividade.

Lema 1. Seja d € {0,1,...,k}. Sei.(u,v) = i.(x,y), para todos (u,v),(x,y) € Vg,
entdo Aut(T, ) age transitivamente em V.

Por uma aplicagido do Lema 1, comprovamos a distancia-transitividade dos 7, 2 o.
Ademais, mostramos que essa estratégia se estende para grafos desconexos, uma vez que
Aut(G) age transitivamente sobre V;, com d = oo, em todo grafo vértice-transitivo.

Lema 2. Seja G um grafo vértice-transitivo. Se todo componente conexo de G induz um
grafo distancia-transitivo, entdo G é distdncia-transitivo.

Através dos Lemas 1 e 2, comprovamos a distancia-transitividade de 156 2, 15 1,1
e 15 x—2, fornecendo bije¢oes do conjunto dos indices de coincidéncia entre vértices no
mesmo componente no conjunto das distancias finitas no grafo, para cada caso. Essa
estratégia, entretanto, nao funciona para 7559, 7573, T541 € Ty 31, nos quais hé indices
de coincidéncia distintos que resultam em pares de vértices a mesma distancia. Nesses
casos, comprovamos a distancia-transitividade através de uma busca computacional. A
existéncia de automorfismos que relacionam pares de vértices com diferentes indices de
coincidéncia confirma que, ao menos para esses grafos, Aut(T,, xx—1) 7# Aut(Ty rr)-

Agora, vamos mostrar que nenhum outro grafo timbral € distancia-transitivo. Para
isso, comparamos o tamanho de N (u,v) = N(u) N N(v) entre dois pares de vértices a
distancia 2, mas com diferentes indices de coincidéncia.

Lema 3. Sejam (u,v) e (x,y) pares de vértices de T,, i, tais que d(u,v) = d(z,y) = 2.
Se |N(u,v)| # |N(z,y)|, entdo ndo existe automorfismo que leva (u,v) em (x,y).

Para aplicar essa estratégia em nossas demonstracdes, determinamos uma formula
para obter | N (u, v)| em fung@o de i.(u, v), aplicando métodos cldssicos de contagem.

Lema 4. Sejam u,v € V(T,, 1) e ¢ = i.(u,v). Entdo, o tamanho do conjunto N (u,v) é
dado pela funcdo cn : {0,1, ..., k — 1} — N, definida por:

) =3 () () (e e e

a=0

Os grafos timbrais que ndo se encaixam nos casos do Teorema 2 sdo: (i) 0s 75 j 4,
para 2 < ¢ < k — 3, com excegdo de Tr 73,1569 € o525 (i) 0s T}, ¢, paran > 3 e
¢ <k—2 comexcecdode T3 41 €Ty3;.

Demonstramos que esses grafos ndo sdo distancia-transitivos escolhendo indices
de coincidéncia ¢, ¢’ tais que 0 < cn(c) < cn(c’), provando esse fato pela manipulagdo
algébrica das férmulas. Por exemplo, para 75 3 confirmamos que cn(2) = 12 < 20 =
cn(0). No caso especifico dos 7}, ;. x—2, mostramos que, exceto em 7 51, hd diferengas
estruturais entre os subgrafos induzidos por N (u, v), a depender do indice de coincidéncia
entre u ¢ v. Combinando esses resultados, temos a prova do Teorema 2.
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3. Hamiltonicidade de grafos timbrais

Em [Akhmedov and Winter 2014], a hamiltonicidade de 7T;, ¢, para n > 3, é demons-
trada a partir de condi¢des ndo triviais para a hamiltonicidade de produtos tensoriais de
grafos hamiltonianos. No entanto, utilizando um resultado classico a respeito de grafos
de Cayley, obtemos a hamiltonicidade como consequéncia da conexidade de T, . .

Teorema 3. [Chen and Quimpo 1981] Todo grafo de Cayley conexo de um grupo abeli-
ano de ordem pelo menos 3 é hamiltoniano.

Como o tnico grafo timbral com menos de 3 vértices € 0 151 = K e os grafos
timbrais sdo grafos de Cayley de ZF, podemos nos preocupar apenas com a conexidade
de T}, i.¢. De fato, para n > 3, mostramos como construir um caminho entre dois vértices
com indice de coincidéncia c, para todo ¢ € Zj.

Proposicao 2. T, ;o é conexo, para todo n > 3.

Examinamos com mais aten¢do o caso n = 2, que estava em aberto. Nosso prin-
cipal resultado pode ser formulado da seguinte maneira.

Teorema 4. 15 . , é hamiltoniano se, e somente se, k — { é impar e { # Q.

Quando n = 2, ha diversos exemplos de grafos timbrais desconexos, como 0s
T5 1 0, que mencionamos na Se¢do 1.1. Considere que uma palavra bindria € par ou impar
a depender da paridade da soma de seus termos. Por exemplo, 01101 é impar, pois a soma
de seus termos é 3. Quando k — ¢ € par, vértices adjacentes possuem a mesma paridade e,
portanto, ndo existe caminho entre dois vértices de paridades distintas.

Proposicao 3. Se k — ( é par ou { = 0, entdo T, j, o ndo é hamiltoniano.

Quando k£ — ¢ é impar, toda aresta representa uma mudanga na paridade, cons-
tituindo um grafo bipartido. Nesse caso, fornecemos uma constru¢do indutiva de um
ciclo hamiltoniano em 7, . ¢, considerando esta uma melhor abordagem no contexto de
proximidade com a teoria dos cédigos de Gray. Assim, provamos que 75 9,,—14¢¢ € ha-
miltoniano para todo ¢ > 1 e m > 1, comecgando pelo caso base de ¢ = 1.

Seja u € Z5. Os prefixos de u sdo as palavras da forma ugu; - - - u,, para todo
r < k. Além disso, denotamos por © o complemento de u, isto €, a palavra que difere
de u em todas as coordenadas. Provamos que 75 9,,1 € hamiltoniano por indu¢do em
m > 1, aplicando a hipdtese de inducdo no subgrafo H, induzido pelos vértices pares
com prefixo a e pelos vértices impares com prefixo @, para € {00,01,10,11}.

Lema 5. Sejam > 2 e o € Z3. O subgrafo H, em T3 2m,1 € isomorfo a T3 3(m—1),1-

Considere um caminho hamiltoniano P em 755,11 € seu dual P obtido pelo
complemento de cada vértice em P, com suas versodes P, e P, em cada H,. Construimos
um ciclo hamiltoniano em 75 5,, ; ligando os extremos dos caminhos Py, Fo1, P11 € Po.

Proposicao 4. 15 5, 1 € hamiltoniano, para todo m > 1.

Para o caso geral de G = T}, 2,140, aplicamos uma estratégia semelhante. Con-
sideramos o subgrafo H; = G[V], onde V; = {v € V(T,, x¢) : vo = i}.

Lema 6. Seja i € {0,1}, e m > 1. O subgrafo H; em T59,y_1400 é isomorfo a
T3 9m—240,0-1-
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Aplicando a hipétese de indugd@o, tomamos um caminho hamiltoniano P em
Ty om—24+00-1. Nesse caso, obtemos um caminho P’ a partir de P pela aplicagdo da
operagdo que altera o simbolo nas & — /¢ dltimas coordenadas de cada vértice. Assim,
construimos um ciclo hamiltoniano de 7% 9,,—14¢ ¢ ligando os extremos dos caminhos F
e P, isto é, as versdes de P e P’ em H, e Hy, respectivamente.

Proposicao S. 15 9,140 € hamiltoniano, para todom > 1 e { > 1.

Combinando as Proposi¢des 3 e 5, temos uma prova para o Teorema 4. Conside-
rando também a Proposi¢ao 2, o que demonstramos € que os tnicos grafos timbrais que
ndo sdo hamiltonianos sdo os grafos 75 j ¢, com k — ¢ par ou ¢ = 0.

4. Numero clique de grafos timbrais

Nesta se¢@o, examinamos o nimero clique w(7}, ;¢), isto €, o tamanho de uma clique
maxima no grafo. Em especial, fornecemos novos limites superiores para o caso geral e
aplicamos esses limites ao caso particular de w(7,, k1)

4.1. Limites gerais para w (T, k)

Iniciamos por w(7, o), cuja andlise é mais simples, e que aparece como subgrafo indu-
zido de grafos timbrais maiores.

Proposicao 6. w(7,, o) = n.

O conjunto dos vértices que possuem um determinado prefixo a € Z; induz uma
copia de T, j—¢—,, para todo r < (. Para o caso de r > ¢ + 1, o subgrafo induzido ndo
tem arestas, de onde concluimos que 7T}, 1., € um grafo n‘*!-partido. Isto garante o que
chamamos de limites triviais para w(1}, . ¢).

Teorema 5. n < w(T}, ) < n'tl

Agora, seja K C V(T,,x,) uma clique, S um conjunto de ¢ coordenadas e seja
u € K. Definimos Kg(u) = {v € V(Thxs) : I.(u,v) = S} e Px(u) a familia dos
conjuntos .S para os quais Kg(u) #. Observe que { Kg(u) : S € Pk (u)} é uma particio
de K \ {u}. Além disso, Kg(u) corresponde a uma clique de 7, s_¢0, 0 que leva ao
seguinte limite superior.

Teorema 6. Seja K uma clique de T,, .o e u € K. Entdo, |K| < |Pg(u)|(n — 1) + 1.
Consequentemente, w(T,, j.¢) < (’;) (n—1)+ 1.

O caso |Px(u)| = 1 corresponde as cliques maximais de tamanho n, previstas
no Teorema 5. Se existem ao menos duas partes ndo distintas em Py (1), por outro lado,
obtemos uma cota superior para cada parte Kg(u).

Lema 7. Sejam S, S’ dois conjuntos distintos em Pg (u). Entdo, temos que
l{:—2£+|SﬂS’|J
C—|SNY|

Ks(u)l < |

Ademais, como o lado direito da inequagdo cresce com |S N S’|, o limite mais
estrito para |Kg(u)| € dado pelo conjunto S” € Pg(u) que minimiza |S N S’|. Assim,
definindo p(u) = min{|S N S| : S € Pk (u)}, obtemos um novo limite superior.
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Teorema 7. Seja K uma clique e u € K. Se |Px(u)| > 2, entdo
— 204 pu(S
K| <14+ > {—“()J
SEPK (u) (S)
x(u)
Consequentemente, w(T, . ¢) < max{1+ (§)(k — ¢ —1),n}.

Os limites formalizados nos Teoremas 6 e 7 ainda ndo sdo satisfatérios em boa
parte dos casos, como em 75 4 5, em que w(7 42) = 4, mas ambos os teoremas estipulam
um limite superior de 7 (cf. [Cardoso 2025]). No entanto, para ¢ = 1, o limite pode ser
atingido, como examinamos a seguir.

4.2. Numero clique de T, ; 1

Comparando os limites estipulados nos Teoremas 5, 6 € 7, reduzimos o problema a andlise
de trés casos, indicados na Tabela 1.

Tabela 1. Melhor limite superior para w(7,, ;1) conforme a relacao entre n e k — 1.

Caso Condigao sobre n Melhor limite Teorema
1 n<k-—1 W(Thp) < n? Teorema 5
2 k—1<n< (k=12 w(Thr1) <(k—1)* Teorema?7
3 (k=12 <n wW(Thr1) <n Teorema 7

Para o Caso 3, o limite inferior no Teorema 5 implica w(7}, 1) = n, restando-nos
os Casos 1 e 2. Nos aplicamos ao Caso 2, em que nosso principal resultado é:

Teorema 8. Seja k — 1 < n < (k — 1)% Entdo, w(T, 1) > (k — 1)? se, e somente se,
existe um plano afim de ordem k — 1.

Um plano afim é uma estrutura A = (B3, £, I), onde P € o conjunto de pontos, £
¢ o conjunto de linhas e I C 3 x £ € a relacdo de incidéncia, que satisfaz os axiomas:

(AP1) Para todo par de pontos, existe uma tnica linha incidente a ambos.

(AP2) Dados uma linha € um ponto P que ndo incide em 7, existe uma unica linha s
que ndo intersecta r e € incidente a P.

(AP3) Existem ao menos trés pontos nao-colineares.

A ordem de um plano afim € o niimero de pontos incidentes a cada linha. Um plano afim
de ordem n possui n? pontos € n(n + 1) linhas, que podem ser particionadas em n + 1
classes de linhas paralelas (cf. [Dougherty 2020]).

Separamos a prova do Teorema 8 em dois lemas. Primeiro, mostramos que uma
clique K com n? vértices em T}—1 11 corresponde a um plano afim de ordem k& — 1, onde
B = K, cada linha é um conjunto L;; = {u € K : u; = j} e a incidéncia é dada pela
relac@o de pertinéncia em conjuntos.

Lema 8. w(Tj_141) >

(k — 1)2 se, e somente se, existe um plano afim de ordem k — 1.

Em seguida, mostramos que existe uma bije¢do entre uma clique K com (k — 1)?
vértices em 1), 1, 1 € uma clique de 7},_; ;1. Essa bijecdo se da por um automorfismo do
tipo ay, (cf. Defini¢do 3), a partir da observacdo de que R; = {v; : v € K} possui k — 1
elementos, para todo i € Zy. O lema a seguir conclui a prova do Teorema 8.

8
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Lema 9. Seja k — 1 < n < (k —1)% Entdo, w(T,x1) > (k — 1)? se, e somente se,
W(Th-1p1) = (k= 1)%

Se k — 1 é uma poténcia de primo, entdo existe um plano afim de ordem k& — 1,
derivado do corpo finito [F;_;. Como consequéncia, temos:

Coroldrio 2. Se k — 1 é uma poténcia de primo e k — 1 < n, entdo w(T, 1) > (k—1)%
Além disso, como T}, ;. , contém uma c6pia de 7}, ,_¢+1 1, para ¢ > 1, temos:

Corolario 3. Sejal > 1 e k—{ < n. Se k—{ é uma poténcia de primo, entdo w(T, x¢) >
(k —0)2

Por fim, como a existéncia de um plano afim de ordem k£ — 1 € um problema em
aberto, ndo sabemos se existem outros valores de k — 1 para os quais w(7T}, 1) > (k—1)%

5. Aplicacao musical

O conjunto ZF, dos vértices dos grafos timbrais, € frequentemente associado ao conjunto
das fungdes de Zj, em Z,,, onde uma palavra z € ZF representa o mapeamento i — ;. Na
interpretagdo motivadora apresentada em [Akhmedov and Winter 2014], Z;, corresponde
a um acorde fixo de k alturas e Z,, um conjunto de instrumentos para os quais o acorde
¢ orquestrado. Em [Cardoso 2025], propomos outras perspectivas sobre Z,, € Zj, através
das interpretacoes:

harmonico-timbral, em que Z; é uma escala e Z,, € um conjunto de n — 1 instrumentos,
com um simbolo adicional representando o ato de silenciar uma das alturas;

melddica, em que Z; € um intervalo de tempo discretizado em k pontos e Z, € um
conjunto de n — 1 alturas, com um simbolo adicional representando uma pausa;

ritmica, uma variacdo da interpretagdo melddica para 75 j o, em que os simbolos em Z,
indicam articular ou ndo um determinado instante de tempo;

harmonico-ritmica, em que Z; é um conjunto de alturas e Z,, € um intervalo de tempo
discretizado em n pontos.

As interpretacdes harmonico-timbral e harmonico-ritmica foram empregadas na
composi¢do da peca Amadlgama [Cardoso et al. 2023], através da geracdo computacional
de fragmentos musicais correspondentes a caminhos em grafos timbrais com parametros
variados. A obra consiste em uma colagem desses fragmentos, com sua macroestrutura
organizada de acordo com parametros em comum entre os grafos que originaram cada
fragmento. Em [Cardoso 2025], analisamos trechos da peca, investigando se a relagdo de
adjacéncia nos grafos timbrais reflete a no¢do de parcimonia — ou, até mesmo, disrupti-
vidade — nas transicdes entre os elementos musicais correspondentes.

6. Perspectivas

Além de resolverem alguns problemas deixados em aberto, os resultados descritos neste
trabalho abrem diversas perspectivas de investigacdo sobre grafos timbrais. Com relagao
as propriedades algébricas, ainda resta examinar mais a fundo os automorfismos que ga-
rantem a distancia-transitividade de 7552, To73, T34 € Ty 31, para os quais ndo dispo-
mos de uma descricao algébrica adequada — passo importante para uma caracterizagao
de Aut(T}, ). Quanto a hamiltonicidade, nossos resultados sugerem investigar os 7}, . ¢
pelo prisma dos cédigos de Gray combinatorios, examinando os ciclos hamiltonianos nes-
ses grafos e suas propriedades (cf. [Miitze 2023]). Nesse sentido, os ciclos hamiltonianos

9



46° Congresso da Sociedade Brasileira de Computacéo (CSBC 2026), Gramado/RS
39° Concurso de Teses e Dissertacdes (CTD 2026): Dissertacles de Mestrado

de T5 1 ¢ obtidos através da construgdo apresentada na Se¢do 3 podem ser de especial in-
teresse. A respeito do nimero clique, os limites obtidos no caso geral ainda podem ser
aprimorados. Em particular, para w(7T,, x1), permanece em aberto o Caso 1 da Tabela 1,
enquanto o Caso 2 depende da andlise dos subcasos em que nao existe plano afim de
ordem k£ — 1. Além disso, uma melhor compreensao das cliques maximais de grafos tim-
brais pode esclarecer como essas estruturas interagem na construcao de cliques de grafos
de Hamming-distancia. Por fim, o detalhamento das conexdes entre grafos timbrais e
outras estruturas combinatdrias — realizado neste texto e em [Cardoso 2025] — permite
integrar resultados conhecidos em diferentes campos, ampliando a perspectiva sob a qual
essas estruturas sao tradicionalmente investigadas.
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