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Abstract. The modularity maximization is the most used approach to detect
communities in networks. Nevertheless, it can fail to find small sized commu-
nities, due to a scale problem. In order to overcome this problem, an adjusted
version of modularity was proposed in literature. Despite presenting good po-
tential, studies that use this measure to find clusterings in an automatic fashion
were not found. In this paper, it is proposed a method to automatically deter-
mine, by means of the concept of consensual clustering, clusterings by using the
adjusted modularity. Computational experiments using several graphs attested
that the proposed strategy outperformed several graph clustering algorithms
from literature.

Resumo. A maximização da modularidade é a abordagem mais utilizada para
detectar comunidades em redes. Contudo, ela pode falhar em encontrar comu-
nidades pequenas, devido a um problema de escala. Para superar esse prob-
lema, uma versão ajustada da modularidade foi proposta na literatura. Apesar
de seu potencial, não foram encontrados estudos que utilizassem essa medida
para encontrar agrupamentos de maneira automática. Neste artigo, é proposto
um método para determinar automaticamente comunidades por meio da mod-
ularidade ajustada, usando o conceito de clustering consensual. Experimentos
com diversos grafos atestaram um melhor desempenho da estratégia proposta
sobre diversos algoritmos de agrupamento em grafos da literatura.

1. Introdução

Grafos constituem uma forma bastante utilizada para representar diversos sistemas reais
como, por exemplo, redes sociais [Traud et al. 2008]. Muitas redes reais possuem uma
propriedade conhecida como estrutura de comunidade [Girvan and Newman 2002] que
pode ser entendida como a tendência de agrupamento dos vértices, ou seja, de existirem
grupos de vértices altamente relacionados. Detectar comunidades em redes1 consiste,
portanto, em identificar essa estrutura, de modo a agrupar vértices fortemente conectados
[Schaeffer 2007] e formar um clustering.

Métodos baseados na maximização da modularidade são os mais comumente
utilizados [Girvan and Newman 2002, Aloise et al. 2012, Noack and Rotta 2009] para
detecção de comunidades em redes. Entretanto, [Fortunato and Barthélemy 2007] apon-
tam a existência de um limite de resolução na modularidade. Isso implica que comu-

1Agrupamento em grafos tem o mesmo significado de detectar comunidades em redes.



nidades menores que uma escala definida pelo tamanho do grafo e do número de comu-
nidades presentes nele podem não ser devidamente encontradas. [Newman 2012] con-
firmam essa dependência, porém afirmam que o ajuste na modularidade, proposto por
[Reichardt and Bornholdt 2006] e [Arenas et al. 2008], pode superar essa dependência.
A medida com o parâmetro de ajuste é chamada, neste artigo, de modularidade ajustada.

O potencial de encontrar boas soluções, principalmente, para os casos nos quais
a maximização da modularidade apresenta limite de resolução, por meio da modulari-
dade ajustada, não tem sido explorado na literatura. Mais especificamente, não se con-
hece nenhuma maneira de ajustar automaticamente a modularidade ajustada, que é de-
pendente de um parâmetro. Dessa maneira, neste artigo, um algoritmo que encontre
um clustering consensual dentre as comunidades encontradas a partir de um intervalo
de valores para o parâmetro da modularidade ajustada é proposto. Algoritmos de clus-
tering consensual foram propostos na literatura por [Lancichinetti and Fortunato 2012]
e por [Topchy et al. 2005]. Nos testes computacionais, é verificada a superioridade
dos resultados obtidos pelo algoritmo proposto não só sobre métodos baseados na
maximização da modularidade, mas também sobre outras estratégias bem conheci-
das de detecção de comunidades em redes: spinglass [Reichardt and Bornholdt 2004,
Reichardt and Bornholdt 2006] , edge betweeness [Newman and Girvan 2004] , label
propagation [Raghavan et al. 2007] e infomap [Rosvall and Bergstrom 2008].

2. Caracterização do Problema

A medida conhecida por modularidade, proposta por [Girvan and Newman 2002] avalia
a qualidade de um clustering obtido a partir de uma dada partição do conjunto de vértices
de um grafo. Um grafo é definido por , sendo seu conjunto de vértices
e o seu conjunto de arestas. Neste artigo, elementos de são representados
por números naturais de a , e elementos de por tuplas tais que e

. Um clustering é definido por , em que
representam os seus clusters. Para avaliar a qualidade de um clustering, estima-se a quan-
tidade total de arestas dentro dos clusters2 em relação à quantidade esperada de arestas
em um grafo aleatório com a mesma sequência de graus dos vértices do grafo estudado.
Dessa maneira, quando houver mais arestas dentro dos clusters que o esperado em um
grafo aleatório com a mesma sequência de vértices, é considerado que os clusters avali-
ados tenham uma tendência de agrupamento. Uma formulação para essa medida é apre-
sentada na Equação (1).

(1)

Na Equação (1), indica a quantidade total de arestas do grafo, indica um clustering,
indica a presença ou ausência de uma aresta entre os vértices e e indica o

grau do vértice , definido por .

[Brandes et al. 2008] provam que os valores possı́veis para a modularidade per-
tencem ao intervalo . Valores mais altos, próximos ao valor máximo 1, indicam

2Este artigo utiliza a nomenclatura cluster com o mesmo sentido de comunidade.



clusterings de melhor qualidade. O problema da maximização da modularidade obje-
tiva encontrar um clustering com modularidade máxima, ou seja, dentre o conjunto de
todas as partições de um conjunto de vértices, aquela que possua a maior modulari-
dade. Contudo, o problema de decidir se uma partição tem modularidade máxima é
NP-Completo, de acordo com [Brandes et al. 2008]. Métodos de solução para resolver
esse problema de forma aproximada encontrados na literatura são as heurı́sticas, como,
por exemplo, metaheurı́sticas [Aloise et al. 2012, Arenas et al. 2008] e algoritmos espec-
trais [Newman 2006].

2.1. Limite de resolução

Apesar de uma boa fundamentação teórica, a medida de modularidade apresenta falhas.
Segundo [Fortunato and Barthélemy 2007] a modularidade possui um limite de resolução,
ou seja, podem ocorrer falhas em detectar comunidades menores que uma escala definida
pelo tamanho do grafo e pelo grau de interconectividade entre pares de comunidades.
[Fortunato and Barthélemy 2007] apresentam, ainda, casos em que subgrafos de um
grafo, conectados por apenas uma aresta, podem não ser identificados como clusters se
não respeitarem o limite de resolução. Ainda segundo [Fortunato and Barthélemy 2007],
ao ignorar comunidades pequenas, a medida de modularidade é tendencionada a encontrar
comunidades grandes.

[Reichardt and Bornholdt 2006] mostram que o problema de encontrar o estado
fundamental de um vidro de spin com alcance infinito pode ser utilizado para mapear o
problema da detecção de comunidades em redes. Os autores concluem que existe uma
relação entre esses dois problemas, considerando o aparecimento de um parâmetro que
ajusta a escala que a modularidade avalia as comunidades. Essa medida, modularidade
ajustada, é apresentada na Equação (2). Nela, indica o parâmetro que controla o ajuste
da modularidade, que quando é 1, nada mais é do que a modularidade em sua forma
original.

(2)

Encontrar uma partição que maximize a modularidade ajustada requer a escolha de
um valor apropriado para o parâmetro . Este artigo propõe que sejam obtidas partições
usando diversos valores de para que, em seguida, seja obtido um clustering consen-
sual das mesmas. De acordo com [Topchy et al. 2005], a ideia do clustering consensual
é combinar diferentes partições, de forma a obter um clustering final de boa qualidade.
[Lancichinetti and Fortunato 2012] aplicam uma estratégia de clustering consensual em
diversos algoritmos da literatura e concluem que essa estratégia melhora os resultados
obtidos pelos algoritmos. Mais detalhes da estratégia para obtenção do clustering con-
sensual e do algoritmo proposto neste artigo são apresentados na seção seguinte.

3. Estratégia Multi-nı́vel adaptada para GRASP

Estratégias multi-nı́veis são métodos para encontrar partições em grafos de forma efi-
ciente compostos por três fases: de contração, na qual os vértices são sucessivamente
contraı́dos, de particionamento, na qual o clustering é realizado, e de refinamento, na



qual os vértices contraı́dos são expandidos e buscas locais são realizadas. Em partic-
ular, [Noack and Rotta 2009] propuseram algoritmos multi-nı́veis para o problema da
maximização de modularidade.

Neste artigo, é proposto um algoritmo multi-nı́vel baseado em uma metaheurı́stica
Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) [Feo and Resende 1995], aqui
denominado GRASPML, para resolver o problema de maximização da modularidade
ajustada. O GRASP é um método no qual cada iteração é composta por duas fases: a con-
strutiva e a de busca local. A fase construtiva é caracterizada por sua aleatoriedade contro-
lada, no qual adapta-se um algoritmo guloso para gerar soluções pseudo-aleatórias. Para
isso, ao invés de construir a solução escolhendo dentre uma lista de melhores candidatos,
a melhor opção, considera-se uma lista das melhores opções de inserção na solução. Após
a construção de uma solução aplica-se a ela uma busca local, que consiste em, a partir da
solução construı́da, encontrar uma solução melhor no espaço de busca.

A primeira fase do GRASPML consiste em uma modificação da estratégia gulosa
de contração do algoritmo em [Noack and Rotta 2009] para uma estratégia semi-gulosa.
A busca local da GRASP será realizada durante a fase de refinamento do clustering da
estratégia multi-nı́vel. No intuito de diminuir tempo de convergência da heurı́stica, assim
como oferecer um mecanismo de memória para o GRASP, pares de vértices que estejam
frequentemente no mesmo cluster nos clusterings de um conjunto elite de soluções são
contraı́dos. Isso permite que o tamanho do grafo seja reduzido, diminuindo o custo com-
putacional da fase construtiva. O Algoritmo 1 apresenta o pseudocódigo do GRASPML.

Algoritmo 1: GRASPML
Entrada: grafo , maxIter , iterContr,
Resultado: clustering

1 := preProcessamento( )
2 para iter=1 até maxIter faça
3 := faseContracao( )
4 := faseRefinamento( )
5 atualizaMelhorSolucao( )
6 atualizaElite( )
7 se iter iterContr então
8 := contracaoDefinitiva( , )
9 fim

10 fim
11 retorna

As entradas do Algoritmo 1 são o grafo , o número máximo de iterações da
GRASP, , a iteração que as contrações definitivas são efetuadas, , e
um valor para o parâmetro da modularidade ajustada. Na linha 1, algumas situações
especiais, como vértices desconexos no grafo, entre outras, são tratados pela função
preProcessamento( ). Na linha 3, a fase de contração é aplicada ao grafo . Nela, suces-
sivas contrações de vértices são efetuadas, gerando uma sequência
com um número decrescente de vértices e arestas. Partindo do grafo , que é o grafo
original, é obtido o grafo [Blum et al. 2011]. Para determinar quais vértices serão



contraı́dos, a faseContracao( ) parte de uma lista de pares de vértices, ordenados de
acordo com o maior ganho de modularidade. A partir dessa lista, o algoritmo semi-
guloso de contração determina os pares de vértices que serão contraı́dos. Ao fim da
contração, cada um dos vértices do grafo é considerado um cluster. Na linha 4,
a faseRefinamento( ) é responsável por, a partir de , realizar a expansão do grafo
atribuindo a cada um dos vértices de o cluster do supernó3 no qual foram contraı́dos
em [Dhillon et al. 2005]. Após cada expansão, é aplicada uma busca local no clus-
tering, a fim de melhorar a sua qualidade. Na busca local procura-se repetidademente
pelo melhor movimento de transferência de vértices de um cluster para outro. Esses
movimentos são realizados até que não seja possı́vel nenhuma melhora na modularidade
e o ótimo local seja garantido. Na linha 5, a melhor solução é atualizada, por meio
da função atualizaMelhorSolucao( ), caso . Na linha 6, a função
atualizaElite( ) atualiza o conjunto de soluções de elite , com o clustering caso
seja necessário. Na linha 8, caso já tenham sido executadas mais de iterações,
é executada a função contracaoDefinitiva( ). Nela, são contraı́dos os pares de vértices
que estejam no mesmo cluster em todos os clusterings de , com uma probabilidade de

. A solução retornada é o clustering com o maior valor encontrado.

A fim de validar a GRASPML como um método eficiente para o problema
maximização da modularidade, foram realizados experimentos com diversos grafos
clássicos da literatura, comparando a modularidade obtida pelo GRASPML em relação ao
estado da arte. A GRASPML encontrou valores de modularidade próximos aos melhores
reportados na literatura, apesar de não superá-los 4.

4. CGRASPML

Para definir o clustering final de maneira automática, apenas fornecendo um conjunto
finito de valores de para o GRASPML, utilizou-se a ideia de clustering consensual
[Topchy et al. 2005]. Um clustering consensual consiste em um clustering obtido a partir
da análise de componentes em comum de um conjunto de clusterings. É com essa filosofia
que se propõe a estratégia para determinação de um clustering consensual neste artigo.

Para isso, foram obtidos clusterings para a maximização da modularidade ajus-
tada, utilizando o GRASPML, com variando de a , em intervalos de . Esse
intervalo foi estabelecido após um estudo teórico que indicou que esses valores abrangem
a maior parte dos tipos dos grafos, independente de seu tamanho ou escala. Um clustering
consensual foi obtido ao colocar no mesmo cluster os vértices que apareciam no mesmo
cluster em mais de das partições por todos os do intervalo.

5. Experimentos Computacionais

Esta seção apresenta três experimentos realizados para a validação da estratégia pro-
posta, o CGRASPML. No experimento I, um grafo benchmark conhecido por afoot-
ball é analisado segundo resultados obtidos pelo CGRASPML. No experimento II, um
grafo em forma de anel, para o qual a maximização da modularidade apresenta limite

3Um conjunto de vértices contraı́dos para formar outro vértice, no nı́vel seguinte de contração do grafo,
é chamado de supernó [Dhillon et al. 2005].

4Detalhes a respeito dessa experimentação, assim como dos resultados obtidos, podem ser encontrados
no sı́tio:



de resolução, segundo [Fortunato and Barthélemy 2007], é analisado. No experimento
III, utiliza-se um conjunto de grafos caracterizados por terem pequenos clusters, gera-
dos por meio do software de [Lancichinetti et al. 2008], por [Nascimento 2013]5. Nos
experimentos I, II e III, os resultados obtidos pelo CGRASPML são comparados com
os algoritmos clássicos de detecção de comunidades em redes: um muti-nı́vel baseado
na maximização da modularidade, aqui chamado de Blondel [Blondel et al. 2008] ,
spinglass [Reichardt and Bornholdt 2004, Reichardt and Bornholdt 2006], label propa-
gation (LP) [Raghavan et al. 2007], edge betweeness [Newman and Girvan 2004] e in-
fomap [Rosvall and Bergstrom 2008]. De acordo com os experimentos realizados por
[Lancichinetti and Fortunato 2009] com diversos algoritmos de detecção de comunidades
em redes, o infomap foi o que obteve os melhores resultados.

Adicionalmente, utiliza-se o GRASPML com , que aqui é chamado apenas
de GRASPML. Em ambos GRASPML e CGRASPML, os valores de seus parâmetros
são: e . Para comparar resultados entre clusterings, uma
medida conhecida por NMI (Normalized Mutual Information) [Danon et al. 2005], que
avalia a proximidade entre dois clusterings, será utilizada. Os valores do NMI vão de a

e quanto maiores, mais parecidos são os clusterings avaliados. Todos os experimentos
foram realizados em um computador com processador Intel Core i7 2600 3.4 GHz, com
16 GB de memória principal e com sistema operacional Windows 7.

5.1. Experimento I

O grafo clássico afootball, compilado por [Girvan and Newman 2002], possui vértices
representando times de futebol americano. Arestas entre esses vértices existem se
os pares de vértices jogaram repetidamente na temporada do ano 2000. Segundo
[Girvan and Newman 2002], esse grafo é caracterizado por possuir 12 grupos de times,
que os autores chamam de conferências, bem balanceados. Por ser um grafo com 115
vértices e 12 comunidades, esse grafo pode ser enquadrado na classe de grafos com co-
munidades pequenas. O resultado obtido por meio do CGRASPML aplicado a esse grafo
é apresentado na Figura 1. Nessa figura, os rótulos numéricos indicam os clusters do
grafo.

O NMI encontrado por meio do clustering encontrado por CGRASPML e o clus-
tering esperado, que consiste nas conferências dos times, foi de 0,92. O algoritmo in-
fomap também obteve um valor de 0,92 para o NMI. Dentre os demais algoritmos, o
maior NMI foi encontrado pelo algoritmo spinglass, com um valor de 0,90. Em particu-
lar, o NMI encontrado por GRASPML foi de 0.86. Esse resultado indica um bom desem-
penho do CGRASPML para um grafo benchmark amplamente usado como referência de
redes de relacionamento.

5.2. Experimento II

O grafo considerado neste experimento consiste de 30 cliques de 5 vértices cada, total-
izando 150 vértices. Um clique é definido por um grafo simples no qual seus vértices
possuem arestas para todos outros vértices do grafo. No caso de um clique de 5 vértices,
seu número total de arestas é 10. Logo, nesse estudo de caso com 30 cliques, haverão 300

5Detalhes a respeito desses grafos podem ser encontrados no sı́tio:
.
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Figure 1. Grafo afootball com vértices rotulados segundo o algoritmo
CGRASPML.

arestas totais internas aos cliques. Além disso, neste estudo de caso, cada um dos cliques
é conectado a outro clique por apenas uma aresta. Portanto, haverá um total de 30 arestas
externas aos cliques. Esse grafo está ilustrado neste artigo na Figura 2.

Figure 2. Grafo com 30 cliques de 5 vértices cada.

O clustering esperado para esse grafo é aquele no qual cada clique corre-
sponde a um cluster, totalizando 30 comunidades no clustering. De acordo com
[Fortunato and Barthélemy 2007], a solução ótima para a maximização da modularidade
é um clustering de 15 comunidades, em que pares de cliques pertencem a uma mesma
comunidade. Esse resultado é consequência do já mencionado limite de resolução da
medida.

Neste experimento, o CGRASPML foi aplicado ao grafo em questão e, como
resultado, obteve sucesso ao classificar cada clique em um cluster. Portanto, o NMI
entre o clustering esperado e o clustering encontrado pelo CGRASPML é, obviamente,
1. Dentre os algoritmos considerados na experimentação, o label propagation e o in-
fomap também obtiveram sucesso. Como esperado, o GRASPML com o valor 1 para o
parâmetro , que caracteriza a modularidade pura, encontrou a solução ótima para o prob-
lema de maximização da modularidade que é o clustering de 15 clusters. Esse resultado
aponta um bom indı́cio do CGRASPML que encontrou o clustering desejado por meio de
sua estratégia consensual.



5.3. Experimento III

Neste experimento, um conjunto maior de grafos foi usado para validação dos resultados
do CGRASPML. Um total de 80 grafos foram gerados artificialmente com um coeficiente
de mistura variando de até , sendo 10 grafos para cada ı́ndice de mistura. O
coeficiente de mistura indica o quão definidas estão as comunidades de um dado grafo.
Para valores menores de , as comunidades podem ser ditas bem definidas, e para val-
ores maiores, elas são mais dispersas no grafo. Os grafos gerados tem a tendência de
formar comunidades pequenas, que é um caso especial no qual algoritmos baseados na
maximização da modularidade tendem a falhar. A Figura 3 apresenta um gráfico com
os valores de NMI médio dos resultados obtidos pelos sete algoritmos de detecção de
comunidades em redes utilizados neste experimento. Essa média é em função de hou-
verem 10 grafos diferentes para cada . A Figura 4 apresenta um gráfico com os tem-
pos de execução, em segundos, dos algoritmos GRASPML e CGRASPML, propostos
nesse artigo. Os resultados do GRASPML e do CGRASPML correspondem a média de 3
execuções independentes dos algoritmos.
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Figure 3. NMI médios para cada
conjunto de grafos.
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Figure 4. Tempos de execução do
GRASPML e o CGRASPML.

A análise do gráfico apresentado na Figura 3 mostra que o CGRASPML obteve
valores de NMI próximos a 1 para os grafos com até . A partir desse , os valores
de NMI começam a diminuir, apresentando uma queda brusca de para .
O CGRASPML obteve maiores valores de NMI que todos os outros métodos considera-
dos, exceto para , que obteve um valor de NMI ligeiramente inferior ao obtido
pelo edge betweenness. É importante considerar o comportamento imprevisı́vel do edge
betweeness que, ao contrário dos outros métodos, tem um pico de NMI com valor baixo
em . Nesse experimento, observa-se que algoritmo infomap obteve valor 0 de
NMI para os grafos com e .

Em particular, o CGRASPML obteve maiores valores de NMI do que o
GRASPML e o Blondel. Como o CGRASPML obteve um clustering a partir da mod-
ularidade ajustada e os outros dois a partir da modularidade pura, esses resultados são
um indicativo de que a modularidade ajustada detecta melhor a estrutura de comunidade
de grafos caracterizados por pequenas comunidades. Com isso, pode-se inferir que obter
um clustering consensual por meio de clusterings gerados a partir da maximização da



modularidade ajustada com diversos valores de ajuste supera, ao menos em parte, o lim-
ite de resolução da modularidade. Em relação ao custo computacional do CGRASPML,
observa-se, de acordo com a Figura 4, que é consideravalmente maior do que o custo
computacional do GRASPML.

6. Considerações Finais

Este artigo apresenta uma maneira eficiente de se considerar uma medida de detecção
de comunidades em redes que, até o momento, tem sido pouco utilizada apesar de
seus indı́cios de bom potencial. Essa medida se trata de uma variação da modulari-
dade [Girvan and Newman 2002], que, na sua forma original, é uma medida amplamente
utilizada para encontrar comunidades. [Reichardt and Bornholdt 2006] propuseram um
ajuste para a modularidade devido a um evento indesejável que afeta a medida sem ajuste,
que se trata de comunidades pequenas não serem devidamente avaliadas. Esse erro de es-
cala é conhecido por limite de resolução [Fortunato and Barthélemy 2007].

Neste artigo, uma estratégia para encontrar clusterings consensuais, chamada aqui
de CGRASPML, por meio da maximização da modularidade ajustada, foi proposta. Para
avaliar seus resultados, algoritmos para a detecção de comunidades em redes além dos
baseados na maximização da modularidade foram usados neste experimento. Como con-
sequência, o CGRASPML apresentou resultados significativamente melhores do que os
demais algoritmos, considerando um grafo benchmark de redes sociais, um grafo con-
hecido por consistir de um caso no qual a modularidade apresenta limite de resolução,
além de 80 grafos gerados pelo software de [Lancichinetti et al. 2008]. Entretanto, o
CGRASPML é bastante custoso computacionalmente, de forma que trabalhos futuros de-
vem propor alterações que diminuam seu custo computacional.
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