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RESUMO

Existe uma grande intersecdo entre a matematica e a computacdo
que muitas vezes néo é perceptivel ao aluno do curso de computa-
¢do. Uma abordagem utilizada para tornar essa relacdo mais visivel
e aumentar o engajamento dos alunos com as disciplinas matemati-
cas é a exemplificagdo. Neste artigo, apresentamos uma biblioteca
em Julia construida para facilitar a exemplificacdo em situagdes
praticas dos conceitos de algebra linear. A biblioteca atua como
uma camada de abstragdo, encapsulando objetos matriciais mais
complexos, como imagens e sinais. Como resultado, apresentamos
implementacdes das interacdes desses objetos com os conceitos
da algebra linear, abstraindo esse trabalho dos usuarios, em sua
maioria, iniciantes. Dessa maneira, é possivel com poucas linhas de
codigo demonstrar a aplicabilidade da teoria vista em sala de aula,
transformando um exemplo feito com vetores e pontos (tedrico) em
um exemplo aplicado a imagens e sinais (pratico).
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1 INTRODUCAO

Existe uma grande interse¢io entre matematica e computacéo, dado
que o nascimento de computadores foi motivado pela necessidade
de resolver problemas matematicos complexos. Com o avanco da
ciéncia da computacio, tais intersecdes acabam sendo ocultadas
por camadas sobrepostas de abstragdo, camuflando o conceito mate-
maético de resolver problemas contidos no ato de criar softwares [5].
Esses niveis de abstraces sdo essenciais para o avanco tecnologico,
visto que facilitam a interacdo homem-maquina. Um exemplo disso
é como a adicdo de uma interface grafica em sistemas computacio-
nais conseguiu facilitar sua utilizacio criando uma abstracio em
cima do que antes era linha de comando [26]. Com este aparente
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distanciamento entre a computacdo contemporanea e sua origem
matematica, ndo fica claro para os novos estudantes da area de
computagéo a necessidade de tantas cadeiras de matematica em seu
curso [3]. Sob este pretexto, existem alunos que nao se motivam a
estudar tais temas durante suas graduagdes e podem com isso ter
seus desempenhos académico e profissional prejudicados [3].
Torna-se um desafio ao corpo académico diminuir o distancia-
mento entre matematica e computacdo. Para demonstrar a impor-
tancia da algebra linear na area de computacéo, principalmente no
contexto atual de popularizacéo de aplicagdes que utilizam inteli-
géncia artificial, apresentamos trés exemplos de aplicacdes:

e Aplicativos de “GPS” que fornecem célculo de melhor rota,
onde se utiliza da resolugio de problemas de caminhos mini-
mos e otimizacdo [4] para recomendar o trajeto mais rapido.

e A computacio grafica, é uma area de pesquisa que tem como
fundamento a algebra linear. Alguns produtos construidos
com base na computacio grafica sdo jogos eletrénicos, fil-
mes, simuladores, imagens médicas e visualizacdes cientifi-
cas [24].

o Aplicagdes de aprendizado de méaquina utilizam algebra li-
near como ferramenta de sua construgio [1], entdo aplica-
¢des como processamento de linguagem natural, detecgio
de fraudes e tantos outros topicos tém suas bases na algebra
linear.

No entanto, nas disciplinas iniciais nos cursos de graduagio em
computagdo, os alunos ainda ndo conectam a aplicabilidade com as
disciplinas tedricas, obtendo a percep¢io de um desalinhamento do
curso com o mercado de trabalho [20]. Um segundo desafio para
os professores das cadeiras matematicas em cursos de graduacéo
em computagdo é a dificuldade de aprendizado dos alunos nestas
disciplinas [14]. Historicamente, os jovens do Brasil apresentam
déficits na competéncia matematica quando comparado a média da
Organizagdo para a Cooperagéio e Desenvolvimento Econémico [9],
sendo este um dos motivadores que cria nos professores a percep-
¢éo da dificuldade no ensino de matematica para o ensino superior
[8, 14]. Aliado a este déficit, ha uma falsa impresséo da ndo necessi-
dade da matematica na formacao da computacgdo. Alunos entram no
curso atraidos pelas ofertas do mercado de trabalho [11] e mantém
seu foco em entender quase exclusivamente programacéo. Assim,
acabam realizando as cadeiras matematicas apenas por obrigacio,
pois néo percebem ou nio dao a devida importancia as suas aplica-
¢des na computagdo. Estas cadeiras matematicas se tornam grande
parte da dificuldade do curso, fato este, evidenciado pelos grandes
indices de reprovacédo das cadeiras de calculo diferencial e integral
da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) [15].
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Uma abordagem que pode ser utilizada para aumentar o engaja-
mento e interesse dos alunos de computacdo nas disciplinas mate-
maticas é a exemplificacdo [2], trazendo significado aos conceitos
aprendidos pelos estudantes [12]. Neste artigo apresentamos o re-
curso educacional EasyLinalg, uma biblioteca em Julia! construida
para facilitar a exemplificacdo dos conceitos abstratos comumente
utilizados em &lgebra linear, focando em avancar nas seguintes
questoes:

Q1 Como agilizar a construcido de exemplos praticos e comple-
xos de algebra linear em sala de aula?

Q2 Como prover autonomia a alunos iniciantes na construcio
de exemplos praticos e complexos de algebra linear?

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Na década de 90, havia uma preocupacéo de que o curriculo ensi-
nado de algebra linear nas universidades americanas néo estava
adequado as demandas dos diferentes campos do conhecimento que
utilizam esta disciplina na solucédo de problemas, como engenharias,
ciéncia da computagdo, estatistica, entre outros [6]. Entdo, em 1993,
o Linear Algebra Curriculum Study Group se reuniu e publicou um
conjunto de recomendacdes para o ensino de algebra linear em um
curso introdutério. Entre as recomendacdes se encontra: valorizar
a importancia das aplicacdes da algebra linear aos alunos, o uso de
tecnologia para apoiar o curso e o curso ser orientado a matrizes [6].
Em 2022, essas recomendacdes foram revisadas [27], destacando
ainda mais a importancia desta disciplina em areas da computagéo
como ciéncia de dados, processamento de sinais, criptografia, entre
outras, e reforcando a utilizagdo de tecnologia no seu ensino.

A partir das recomendagdes iniciais, o projeto ATLAST (ainda
na década de 90) desenvolveu e publicou um conjunto de projetos
de computador adequados para aulas de algebra linear. Tanto nesse
projeto como na verséo atualizada das recomendagdes, é sugerido
que os alunos utilizem programas com extensas rotinas simbdlicas,
geométricas e exatas como o GeoGebra?, MATLAB3, MAPLE? e
SAGE” para a resolucio desses problemas. A utilizagio desses pro-
gramas permite que alunos criem seus proprios exemplos, explorem
e descubram os teoremas e consigam verificar resultados de forma
rapida e correta [13], interagindo e investigando os objetos de es-
tudo [17]. Ainda, a utilizacdo dessas ferramentas para resolucéo de
problemas de baixas dimensdes (com facil visualiza¢do) pode ajudar
na compreensdo dos conceitos pelos alunos. As recomendacdes
atualizadas ainda incentivam a utilizacdo de aplicagdes como uma
forma de aumentar o interesse dos alunos pela disciplina, motivar
o ensino dos conceitos e contextualizar os problemas através de
exemplos praticos [27].

Uma pesquisa [19] realizada com 28 alunos (da “Geracgdo Z”) de
um curso de engenharia, onde o curso utilizou o aplicativo GeoGe-
bra como ferramenta didatica, indicou que esses alunos acreditam
que tém mais facilidade em aprender fazendo em comparagio com
outras modalidades como assistindo, ouvindo, escrevendo ou lendo.
Ainda, uma combinagio de aula que envolva a voz, o quadro e
softwares/aplicativos obteve 53.6% da preferéncia entre os alunos.

!https://julialang.org/
Zhttps://www.geogebra.org/
3https://www.mathworks.com/
“4https://www.maplesoft.com/products/maple/
Shttps://www.sagemath.org/
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Essa pesquisa aponta que incorporar recursos didaticos interativos
nas aulas matematicas sdo um caminho para mitigar a dificuldade
de aprendizado dos alunos em tais cursos.

3 TRABALHOS RELACIONADOS

Macédo et al. [16] descrevem softwares livres para auxiliar no en-
sino de matematica. Entre os recomendados para algebra linear,
se encontram o Winmat (desativado), GeoGebra e Winplot®. O
Winmat e o Winplot sdo aplicativos disponiveis para a plataforma
Windows enquanto o Geogebra esta disponivel em inumeras plata-
formas, inclusive online. O Winmat fazia somente célculos matrici-
ais. O Winplot pode ser utilizado na resolucéo visual de sistemas
lineares [16]. Dentre as ferramentas encontradas, o GeoGebra é o
recurso educacional mais utilizado, permitindo a visualizagdo e ma-
nipulacio de vetores e pontos em espacos bi e tridimensionais. Sua
versatilidade permite sua utilizacdo em aulas de algebra linear para
resolucdo de problemas no contexto de engenharias [12, 17, 19],
fisica, meteorologia [17], e oficinas para capacitagio de alunos do
bacharelado e licenciatura matematica e professores da Educagéo
Basica e Ensino Superior [23].

Complementando a pesquisa, foi buscado no Portal de Periédicos
da CAPES e no Google Scholar pelos termos “ferramenta algebra
linear”, “software algebra linear” e “biblioteca algebra linear” em
outubro de 2023. Foram encontradas ainda trés ferramentas. A pri-
meira é o LineAlg [25], um aplicativo de celular para estudo de
algebra linear no ensino médio, onde é possivel fazer calculos com
matrizes como inversa, determinante e transposta, além de solucio-
nar um sistema linear. A segunda é o AlgLin [18], um software web
(desativado) que propde exercicios e faz opera¢des matriciais. Por
fim, foi encontrada a ferramenta LinA [7], um aplicativo para celu-
lares Android (desativado) que simula uma calculadora matricial
passo a passo, fazendo operacdes de escalonamento, determinantes
e inversdo de matrizes. A Tabela 1 apresenta uma comparagéo entre
as ferramentas apresentadas e a biblioteca proposta.

Os exemplos comumente utilizados em sala de aula, como os
construidos com o GeoGebra, sdo algébricos com sua complemen-
tacdo geométrica. Apesar de serem importantes para construcdo
da intuicdo do conceito, esses exemplos ndo contribuem para o
entendimento da aplicacdo da algebra linear. Linguagens de pro-
gramacdo como MATLAB, Python, Julia entre outras, permitem
criar exemplos mais praticos e complexos. No entanto, é preciso
entender, manipular e transformar os diferentes tipos de entrada
para conseguir realizar as operac¢des aprendidas em sala de aula.

Portanto, no contexto atual de aplicacdes que utilizam grandes
volumes de dados n-dimensionais e tipos de dados diversos, princi-
palmente no campo de inteligéncia artificial, se tornou necessario
um recurso que permita ao usuario a manipulagio e visualizacéo
de tipos de dados complexos e contextualizados em suas aplicagoes.
A exemplo de outras ferramentas, como o Scikit-learn [28], que
traz um conjunto de componentes de aprendizado de maquina em
Python onde algoritmos de alto grau de complexidade estdo abs-
traidos por tras de chamadas de funcdes, este artigo apresenta a
biblioteca EasyLinalg. Esta é uma biblioteca criada em Julia que
utiliza uma abordagem de abstracdo dos tipos de entrada para de-
monstrar como um software pode lidar com a generalizagio das

®https://winplot.softonic.com.br/
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Tabela 1: Comparacio entre os softwares que auxiliam o ensino de algebra linear

Software Operacgoes glzp;e rzzlzizziao Tipos de entrada Z;s;z;l{lizctgsao
Winmat [16] Célculos matriciais Software desktop (D) Matriz Nio
Winplot [16] EZi?iltlsr?l(;:iisr?:ellres Software desktop Equacoes Sim
GeoGebra [16] Visualizagéo e manipulagdo Software desktop; Ponto e vetor Sim
de vetores e pontos Software web
LineAlg [25] Calculos matriciais Aplicativo de celular Matriz; Equacoes Nao
AlgLin [18] Célculos matriciais Software web (D) Matriz Nio
LinA [7] Célculos matriciais Aplicativo de celular (D) | Matriz Nio
Calculos matriciais;
visualizacdo e manipulacéo
. de diferentes tipos de dados; Biblioteca para Matriz, Ponto, Vetor, .
EasyLinalg ~ . . . . . Sim
resolugdo de sistemas lineares; | linguagem Julia Imagem e Sinal
combinagio convexa;
iteracdo de Cadeia de Markov

aplicacdes de algebra linear de uma maneira alto nivel. Ela se difere
das ferramentas anteriores por abstrair tipos de dados mais comple-
xos, além de vetores e matrizes, para realizar operagdes aprendidas
no curso de algebra linear, aproximando a aplicacdo da teoria e
visando proporcionar um aprendizado significativo aos alunos.

4 METODOLOGIA PARA DESENVOLVIMENTO
DA BIBLIOTECA

Esta se¢do apresenta cada etapa da metodologia agil utilizada para
o projeto e desenvolvimento da biblioteca. No desenvolvimento
agil, a ideia principal é fornecer protétipos funcionais para serem
testados pelos usuarios em versdes iterativas de quatro etapas [22]:
planejamento, projeto, implementacéo e validagéo.

4.1 Planejamento

A etapa do planejamento consiste em definir o publico-alvo e os
objetivos que se deseja alcancar com a construcéo da ferramenta. A
EasyLinalg é uma biblioteca cujo objetivo é facilitar a demonstra-
¢éo de exemplos de algebra linear, buscando aproximar a teoria da
pratica em uma tentativa de melhorar a absor¢ao de conhecimento
dos estudantes. Atua criando uma camada de abstracéo, reduzindo
os conhecimentos necessarios de programagéo para realizar exem-
plificacdes de contetidos da matéria. Portanto, a biblioteca deve:

e Facilitar demonstracdes de aplicacoes da algebra linear uti-
lizando tipos de dados matriciais que tenham utilizages
conhecida para os alunos, como imagens, sinais e vetores.

e Abstrair todo o trabalho de carregar e imprimir essas cate-
gorias de dados no computador.

Com isso, objetiva-se que uma pessoa com pouco conhecimento
de programagcéo possa explorar essas estruturas da algebra linear de
maneira visual e proxima a aplicagdes reais. Ainda, deve ser possivel
promover a autonomia do aluno para testar e experimentar novas
possibilidades independentemente dos exemplos dados em sala de
aula, ficando a cargo de sua imaginacgao usar novos parametros e
valores nos exercicios.

4.1.1 Usuarios. Entender o publico alvo é um ponto crucial para
criar uma biblioteca que tenha potencial de utilizacdo. Para isso,
foram definidas trés proto-personas [10] de utilizacdo do projeto: o
Professor, o Aluno e a Desenvolvedora.

(1) Proto-persona do Professor A proto-persona do Professor
é caracterizada como aquele que esta ensinando algebra li-
near. Seu conhecimento de programacéo é, ao menos, basico
e seu conhecimento de algebra linear é avancado. Seu caso
de uso na EasyLinalg é desenvolver exemplos de maneira
rapida, onde facilmente ele possa alterar as caracteristicas
de seu exemplo, trazendo dinamicidade para aula. A Easy-
Linalg para o professor deve ser um otimizador de tarefas e
um simplificador de exemplos, tornando-os mais palpaveis e
atraentes.

(2) Proto-persona do Aluno O Aluno é aquele que esta apren-
dendo. Seu conhecimento de algebra linear ainda é pequeno,
seu conhecimento de programacio é basico e nunca teve con-
tato com a linguagem Julia. Para o Aluno, seu maior ganho
é a simplicidade que a EasyLinalg trara, fazendo com que os
exemplos dados pelo professor sejam mais simples de serem
entendidos. Essa simplicidade também pode ser convertida
em autonomia, assim facilitando o aluno a explorar sozinho
os topicos da algebra linear. Por dltimo, os exemplos dados
para os alunos podem ter mais conexdo com aplicacdes reais,
elevando o seu nivel de interesse.

(3) Proto-persona da Programadora A Programadora se ca-
racteriza por uma pessoa com conhecimento pelo menos
mediano em programacio e algebra linear e com interesse
em evoluir a biblioteca. A Programadora é ou ja foi uma das
personas anteriores, e agora ajudara na evolucéo do projeto.
Para a Programadora, seu caso de uso é ajudar a melhorar
a experiéncia do aluno e do professor, buscando fazer com
que a EasyLinalg se desenvolva e seja mais utilizada.

4.1.2  Exemplo de aplicagdo. Para demonstrar as abstragdes que a
biblioteca deveria implementar, definiu-se que a EasyLinalg deveria
oferecer uma exemplificagdo proxima a demonstracéo a seguir:
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e Exemplo algébrico de reflexdo de um ponto Ao explicar
uma transformacéo linear de reflexio, por exemplo, podemos
dizer que a matriz [(1) _01 ] espelha um ponto do R? ao redor
do eixo X, ou seja, se multiplicarmos um ponto do R? por

essa matriz, ele tera sua coordenada Y invertida:

poaly b0 -

e Exemplo geométrico de reflexdo de um ponto Apés o
exemplo numérico da reflexdo, podemos enriquecé-lo com
um grafico 2D do que aconteceu. As Figuras 1 e 2 apresen-
tam a representacdo geométrica em R? do ponto e do ponto
resultante apds a reflexdo.

1.00 125 150 175 200
Figura 1: Ponto (1,2) no R?

o Exemplo pratico de utilizacio de reflexio Por fim, en-
tendida as partes algébrica e geométrica, é possivel realizar
uma exemplificacio de utilizacdo deste conceito. Para isso
utilizaremos a imagem da Figura 3. Uma imagem é computa-
cionalmente representada por uma matriz de pixeis, sendo
um pixel um ponto no R? com uma intensidade de cor asso-
ciada a ele. Pode-se entéo aplicar em cada pixel da imagem a

100 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 2: Pontos (1,2) e (1,-2) no R?

Hryniewicz et al.

reflexdo vista anteriormente e o resultado sera a reflexdo da
imagem toda, considerando o centro da foto como origem de
um plano cartesiano. Seguindo com o exemplo, aplicaremos
em cada pixel da imagem a matriz de reflexdo, obtendo o
resultado da Figura 4. Entretanto, existe uma particularidade
quando se trata de imagens. Quando falamos geometrica-
mente do ponto [1, 2], é entendido que a coordenada X deste
ponto vale 1 e a coordenada Y vale 2. J4 no ambito de com-
putacdo grafica, a representacdo dos eixos X e Y do plano
cartesiano convencional é invertida. Quando falamos do pixel
de posicdo [1, 2], estamos falando de um pixel de coordenada
X com valor 2 e coordenada Y de valor 1. Esse é o padrdo
da representacio de imagens em computadores, e dado este
padréo, ao aplicar a mesma matriz anterior nos pixeis da
imagem, teremos uma reflexio ao redor do eixo Y e ndo no
eixo X.

Figura 3: Figura original

4.2 Projeto

O projeto define como sera a interacdo do usuario com o sistema e
as tecnologias utilizadas para seu desenvolvimento.

Figura 4: Figura apos reflexio
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4.2.1 Interagdo com o usudrio. Durante o estudo da algebra li-
near, em seu processo de exemplificacdo, sdo geralmente utilizados
objetos como pontos no espago, vetores e matrizes. Porém, compu-
tacionalmente existem muitos outros objetos com caracteristicas
matriciais que podem ser muito mais ilustrativos para o ensino.
A maneira de realizar a entrada e depois exibir esses objetos em
linguagens de programacéo é uma barreira a utilizacdo de exemplos
como imagens e sinais. Se pudermos encapsular estes objetos de
maneira a manter sua semantica e caracteristica, e dentro deste
encapsulamento ja estiver pré-estabelecido como fazer a entrada
de dados, como realizar operacdes com esses dados e como mostrar
essas informacdes, serd muito reduzido o nivel de complexidade ne-
cessaria para realizar a entrada e saida de um dado, além de agregar
informagdes semanticas para facilitar a interpretacéo dos resultados.
Essa reducédo de complexidade pode entdo ser extrapolada para se
trabalhar com objetos matriciais mais complexos sem aumentar a
complexidade para quem utiliza. Foram entdo definidos os tipos
de dados que seriam uteis para exemplificagdo dos conceitos. O
diagrama da Figura 5 mostra a interacéo planejada do usuario com
a biblioteca. O usuério define o tipo de entrada e a operacio a ser
realizada. Internamente, a biblioteca traduz essas entradas, criando
os objetos com os tipos correspondentes, realizando conversoes
entre tipos complexos (como vetores, imagens e sinais) e tipos sim-
ples (como uma matriz) e realizando as operagdes necessarias. A
biblioteca atua como uma camada de abstragéo da criacdo e conver-
sdo entre esses tipos. A interpretacdo do objeto ocorre na entrada
do dado, entdo o objeto é carregado no tipo de dado especifico do
seu dominio. Um exemplo pratico é o caso de uma imagem. Para
carregar essa imagem dentro da EasyLinalg, deve-se utilizar o tipo
de dado “Image”, e entdo todo o comportamento de imagem im-
plementado pela biblioteca ja estara disponivel para esse objeto. A
Tabela 2 apresenta os tipos implementados e o comando necessario
para a construcio de seus objetos.

4.2.2 Operagdes. Para o escopo inicial da EasyLinalg, foram pre-
vistas as seguintes operacdes: soma (+) e subtracéo (-) entre objetos
do mesmo tipo, multiplicacdo de um tipo por um escalar ou por
uma matriz numérica (*), divisdo de um tipo por um escalar (/)
e divisdo pela esquerda (\) de uma matriz numérica por um tipo,
representando a resolucéo de um sistema linear. A resolucéo do
sistema linear é a operacio inversa da multiplicagéo por uma matriz
numérica. Operag¢des mais complexas como a combinacédo convexa
e iteracdo da cadeia de Markov também foram adicionadas. A com-
binagdo convexa consiste na transformacio gradual de um objeto
em outro. J4 a operagdo em cadeia de Markov aplica uma matriz
varias vezes a um tipo, normalmente utilizado para representar
transi¢des de estados em sistemas lineares dindmicos. As operagdes
mencionadas devem ocorrer entre dois objetos de tipos iguais ou
entre um objeto de tipo da EasyLinalg e uma matriz numérica ou
vetor. Um resumo dessas operagdes pode ser visto na Tabela 3.

4.3 Implementacao

O projeto foi construido utilizando Julia como linguagem de progra-
macéo por esta possuir sintaxe préxima a notacdo matematica, o
que se adéqua ao objetivo de simplificar demonstragdes de algebra
linear. Esse ndo é o unico aspecto dessa decisdo, pois seguindo a
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mesma linha de raciocinio, o MATLAB apresenta a mesma aborda-
gem e, segundo o Stack Overflow Survey 2021 [21], ele possui uma
popularidade cerca de 3 vezes maior do que Julia. O segundo grande
fator para a escolha da linguagem vem do fato de Julia ser cédigo
aberto, sendo esse um fator que democratiza o acesso a ferramenta
e permite uma maior colaboracgio entre individuos interessados em
desenvolver o projeto, tendo entdo um grande peso para a decisdo
da escolha da linguagem.

4.4 Validacao

A validag¢io da biblioteca ocorreu através da cria¢do de um roteiro
de aula em que se utiliza os tipos e operacdes descritas, alternando
entre a notagio algébrica, geométrica (tipo tedrico) e um tipo pratico.
A validacéo buscou responder as perguntas de pesquisa verificando
a quantidade de linhas de c6digo necessaria para criar um exemplo
novo, transformar um exemplo teérico (com vetores e pontos) em
um exemplo pratico (imagens e sinais) — investigando a Q1 — e
a facilidade de leitura e entendimento dos coédigos apresentados,
relacionada a Q2. Esses resultados serdo detalhados na se¢io a
seguir.

5 RESULTADOS

Nesta secédo sera refeita a demonstragido da exemplificagdo dese-
jada descrita na secdo 4.1.2 utilizando a EasyLinalg, com intuito de
mostrar a simplicidade da utilizagio da biblioteca. Outros exemplos
utilizando diferentes tipos e aplica¢des também serdo apresentados.
Um ponto a se observar é como um par de exemplos tedrico e pra-
tico utilizam sempre o mesmo c6digo, mudando apenas os tipos de
entrada.

5.1 Transformacio linear de um objeto

Uma transformacéo linear é uma operagdo que move um objeto
entre dois espagos vetoriais. Sua aplicacdo é muito importante no
ambito da computagio grafica, onde é muito utilizada para mani-
pular imagens. Basicamente uma transformacéo linear é dada por
AXB = C, onde A é o objeto de origem, B é a matriz que transforma
esse objeto e C o resultado. A reflexdo apresentada na secio 4.1.2 é
um exemplo de transformacio linear.

Ao explicar uma transformagcéo linear de reflexao, podemos dizer
que a matriz A definida no cédigo abaixo a esquerda espelha um
ponto do R? ao redor do eixo X, ou seja, se for multiplicado um
ponto do R? por essa matriz, ele tera sua coordenada Y invertida. O
codigo ilustra como essa operacéo seria feita utilizando a biblioteca
proposta, resultando nos graficos das Figuras. 1 e 2. Agora, para
melhor exemplificar, podemos ilustrar onde isso pode ser aplicado
na computacao. Para isso o codigo abaixo a direita pode ser utilizado
para exemplificar utilizando imagens ao invés de pontos. Repare
que o codigo se mantém o mesmo, exceto pelo tipo utilizado na
criacdo do objeto. Esse codigo gera as imagens das Figuras 3 e 4.
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Usuario

EasyLinalg

—

Funcdes de entrada e saida

]

Operadores de agebra linear

Julia Lang l

!

!

Construcdo de objetos
especificos para cada tipo fipos

Conversdes especificas entre

cada tipo

Operacbes especificas para

Figura 5: Interacao do Usuario com a EasyLinalg.

Hryniewicz et al.

Tabela 2: Tipos atualmente desenvolvidos na EasyLinalg, com sua descri¢ao e exemplo de construcio em codigo

Tipo do
Categoria | dado de | Descricao Construcao
entrada
Setas, de duas ou trés dimensoes, sao
Seta 2D representacgdes vetoriais do R? ouR3 Arrow2D(x, y)
respectivamente, centradas na origem.
Suas construg¢des recebem como
Seta 3D parametro os valores das respectivas Arrow3D(x, y, z)
- coordenadas.
Teorico
Ponto 2D Pontos, de dNuas ou trés dimenszf)es, sé3o Point2D(x, y)
representacdes de pontos do R® ou R
respectivamente. Suas construcdes
Ponto 3D recebem como parametro os valores Point3D(x, y, 7)
das respectivas coordenadas.
Sinais sdo representacdes de duas
dimensdes de fungdes. Podem ser SignalBuildU(Funcéo,
construidos a partir de uma funcéo e um Inicio:Incremento:Fim)
. intervalo numérico onde essa fungio
L. Sinal . . , .
Pratico serd avaliada, ou através 2 objetos
vetoriais, onde um contém as coordenadas | SignalBuild([X1, X2,...,Xi],
do eixo X e o outro, as coordenadas do [Y1, Y2,....Yi])
eixo Y do sinal.
Imagem Imagens sao.construldas a partir de Image(“caminho/do/arquivo.formato”)
arquivos de imagens.
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Tabela 3: Operacdes implementadas na EasyLinalg

Operacao Descricao Exemplo de declaracio
+ Adicao Point2D(1,2) + Point2D(4,9)
- Subtrac¢io Point3D(2,2,3) - Point3D(1,2,5)

Mulplicacéo por escalar

Arrow2D(1,2) * 4

Multiplica¢do por matriz

Arrow2D(1,2) * [1 2; 3 4]

/ Divisdo entre tipo e escalar

Point2D(8,7) / 3

\ Resolugdo de sistemas

[Arrow2D(2,2); Arrow2D(6,4)] \Arrow2D(4,9)

convex_combination | Combinacdo convexa

convex_combination(Array, step)

RunMarkovChain | Iteragdo de cadeia de Markov

RunMarkovChain(signal, A, n)

Cadigo 1: Transformacio linear de um ponto 2D

Caédigo 4: Multiplicacao por escalar e soma de dois sinais

5.2 Multiplicacao por escalar e soma

A fim de demonstrar a utilizacio das operagdes de multiplicacio
por escalar e soma entre tipos, utilizaremos o exemplo de média
aritmética entre dois objetos de mesmo tipo da EasyLinalg. Neste
exemplo, utilizaremos os objetos que representam um vetor em
2D e um sinal. Os codigos abaixo produzem as Figuras 6 e 7. Essas
opera¢des podem ser demonstradas ao aluno de forma classica,

utilizando vetores e depois exemplificadas em uma aplicacdo com IL é

sinais (por exemplo, uma mixagem de sons) utilizando o mesmo
cddigo e trocando o objeto utilizado por um sinal.

Cadigo 3: Multiplicacao por escalar e soma de dois vetores
2D

using Easylinalg
Al = Arrow2D(2,2)

A2 = Arrow2D(6,4)
Draw ([A1, A2])

B =0.5% Al + 0.5 x A2
Draw(B, false)

( . . using Easylinalg
:si"%f;,sy"lnalg Al = SignalBuildu(
0 -%] X -> cos(100*x),
-10:0.1:10)
B = Point20(1,2) A2 = SignalBuildu(
C =B *x A X => 10xsin(x),
-10:0.1:10)
Draw(B
DrawEC) true) Draw([A1, A21)
\. Y
B = 0.5 % Al + 0.5 % A2
, g ~ . . . Draw(B, false
Codigo 2: Transformacio linear aplicada a uma imagem \ ¢ )
using EasylLinalg
At ?1] 5.3 Resolucio de um sistema linear
A resolucio de sistemas lineares pode ser utilizada para decompor
¢ p p p
B = Image("eniac.jpg") objetos como os das Figuras 6 e 7, onde B = 0.5 * A1+ 0.5 * A2. Para
C=B x A exemplificar com os objetos da EasyLinalg, utilizaremos o seguinte
produto vetorial
Draw(B)
Draw(C) AxP=B
\. Y

Onde A é um vetor de tipos da EasyLinalg e P um vetor coluna
de tipos numéricos (pesos escalares). O resultado B é uma soma
dos itens de A ponderados por P, mantendo o tipo dos itens de A.
Podemos entdo aplicar o operador contra-barra (\) para resolver o
problema de achar P tendo A e B, e descobrindo a por¢io que cada
elemento de A contribui em B. Note que este exemplo é a operagdo
contraria a operacao do exemplo anterior (Se¢do 5.2). Continuando
o codigo anterior, se fizermos a operagao

A1, A21
\

[
A\B

teremos como resultado o vetor

o3

representando o valor da ponderagio de cada vetor (A1 e A2) na
construcio de B. Observe que o codigo pode ser utilizado em ambos
os exemplos apresentados na Secdo 5.2 (ponto 2D e sinal), sendo
independente do tipo de entrada da EasyLinalg.

5.4 Combinacao convexa: morphing

O termo morphing consiste na transicdo de um objeto em outro.
Ele é muito utilizado para produzir efeitos especiais em filmes,
como uma transi¢io entre cenas. Esta transformacio comeca com
100% do primeiro objeto e, a cada iteragio, diminui uma pequena
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Figura 6: Vetores originais em azul e laranja e a resultante
ponderada em verde

10

-10 |
-10 -5 ] 5 10

Figura 7: Sinais originais em azul e laranja e a resultante
ponderada em verde

porcentagem do primeiro objeto e adiciona a mesma propor¢io do

segundo objeto, terminando entdo com 100% do segundo objeto.

No exemplo a seguir, ilustraremos esta aplicagdo em um ponto 3D
e uma imagem. A Figura 8 ilustra em uma mesma figura o ponto
se afastando do inicio e se aproximando do fim em incrementos
de 25%. Ja nas Figuras 9- 13, a imagem resultante “se afasta” da
imagem original e “se aproxima” da imagem final em incrementos
de 25% a cada passo.

Codigo 5: Combinacao convexa entre dois pontos 3D

using Easylinalg
inicio = Point3D(1,1,1)
fim = Point3D(10,10,10)

Draw([inicio, fim])
B = convex_combination(

[inicio, fim], ©.25)
Draw(B)

Hryniewicz et al.

Codigo 6: Combinacio convexa entre duas imagens

using Easylinalg
inicio = Image("ally.jpg")
fim = Image("lion.jpg")

Draw([inicio, fim])
B = convex_combination(

[inicio, fim], 0.25)
Draw(B)

Figura 8: Ponto 3D se afastando do ponto inicial (1,1,1) e se
aproximando do ponto final (10,10,10) em incrementos de
25%

Outras aplicacdes como diferentes transformacoes lineares e
iteracdo de cadeia de Markov podem ser vistas na documentacéo
da biblioteca’ ou no Google Colab de demonstragao®.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho visou diminuir a distancia entre a matematica e a
computagdo em sala de aula focando em exemplificagdes de algebra
linear através do desenvolvimento de uma biblioteca que possibilita
a construcio de exemplos tedricos e praticos. Foram disponibiliza-
dos seis tipos de objetos e oito operag¢des, que podem ser aplicadas a
qualquer um dos tipos. Apés o devido planejamento e implementa-
¢do, foi possivel exemplificar os conceitos utilizando poucas linhas
de cddigo e navegar entre exemplos tedricos e praticos utilizando
o mesmo cddigo, trocando apenas a linha de cédigo que contém o
tipo do objeto apresentado. Essas duas caracteristicas agilizam a
construgdo de diferentes exemplos para um mesmo conceito apre-
sentado, respondendo a questdo de pesquisa 1. O conceito-chave
do trabalho ¢ a tipificagdo dos diferentes objetos que podem ser
representados por uma matriz. Através desses tipos é possivel im-
plementar a interacdo daquele objeto com os conceitos da algebra
linear, abstraindo esse trabalho dos usuarios e provendo autonomia
aos usuarios para a construcgio de exemplos personalizados. Além
disso, foi escolhida a linguagem Julia para a criacdo da biblioteca,
que possui uma sintaxe parecida a utilizada em aulas de algebra

7https://github.com/MachineTeachingEdu/Easylinalg
8https://colab.research.google.com/drive/ IRpRDbjQ_qcIKANMzBbbKkblaeupvpL9-
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Figura 9: 100% de Figura 10: 75% de Figura 11: 50% de Figura 12: 25% de Figura 13: 0% de A1

Ale 0% de A2 Ale 25% de A2

linear e nomes significativos para os tipos dos objetos, tornando a
leitura do cddigo facil e fluida, respondendo a questéo 2. A escolha
da linguagem e organizacdo do projeto permite que novos tipos
possam ser criados e incorporados a biblioteca, para conseguir ge-
rar um portfélio cada vez mais amplo de exemplos. Em resumo, a
vantagem em se utilizar a biblioteca EasyLinalg em comparacéo
com os outros softwares apresentados € a transposicdo entre exem-
plos tedricos e praticos de forma rapida, e que néo sejam exemplos
estaticos.

6.1 Limitacoes

A ferramenta apresentada por ser uma biblioteca para uma lingua-
gem de programacio, possui uma flexibilidade na construcao dos
exemplos, permitindo aos alunos interagir e explorar. No entanto,
essa liberdade possui o custo do usuario ainda necessitar de conheci-
mentos basicos de programacao por parte dos professores e alunos
que a utilizardo. Tendo como publico-alvo professores e alunos da
graduacdo em computacio, tentamos mitigar essa limitacdo dispo-
nibilizando um roteiro de aula ja programado no Google Colab de
demonstragdo. A partir do roteiro, os alunos e professores podem
modifica-lo para investigar as questdes durante a aula, diminuindo
a sobrecarga de construcdo de exemplos desde o inicio.

6.2 Trabalhos Futuros

Os direcionamentos futuros desta pesquisa envolvem o teste e a
utilizacdo do projeto em instituicdes de ensino, ndo se prendendo
somente a salas de aulas fisicas, mas também em cursos online,
mentorias ou bootcamps. Planeja-se a realiza¢do de um workshop
para apresentacdo e demonstracdo da ferramenta, onde os usuérios
terdo a oportunidade de testa-la. Neste workshop sera conduzida
uma pesquisa de opinido de usabilidade sobre sua facilidade de uso
e utilidade em sala de aula. Ainda, os resultados dessa pesquisa
direcionardo os novos tipos a serem incorporados na biblioteca (por
exemplo, grafos) e melhorias nas funcionalidades atuais.
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