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Abstract. This paper presents a proposal for an algorithm for fuzzy clustering
based on maximum likelihood processing over the data stream. The adopted
methodology consists of eliminating initialization problems and mathematical
determinations (convergence), related to the computational implementation, via
the analysis of the distance norm between the data samples and the cluster cen-
ters, as well as the use of fuzzy type-2 interval systems to create realistic prototy-
pes to clusters. Results related to benchmark data clustering and computational
complexity analysis illustrate the efficiency of the proposed methodology com-
pared to other clustering algorithms presented in the literature.

Resumo. Este artigo apresenta a proposta de um algoritmo para agrupa-
mento nebuloso baseada no processamento de mdxima verossimilhanga so-
bre o fluxo de dados. A metodologia adotada consiste em eliminar proble-
mas de inicializacdo e iderteminacdes matemdticas (convergéncia), relativas
a implementagcdo computacional, via andlise da norma de distdncia entre as
amostras dos dados e os centros dos agrupamentos, bem como no uso de siste-
mas nebulosos tipo-2 intervalares para a criacdo de prototipos realisticos aos
agrupamentos. Resultados relacionados ao arupamento de dados benchmark
e andlise da velocidade de convergéncia ilustram a eficiéncia da metodologia
proposta em comparag¢do a outros algoritmos de agrupamento apresentados na
literatura.

1. Introducao

Os algoritmos de agrupamento sao aplicados a classificacdo de dados em grupos de acordo
com algum critério de similaridade, na qual uma analise revela os padroes escondidos
existentes na base de dados. Estas classificacdes podem ser divididas em agrupamentos
hard (cada ponto de dado pertence a um subgrupo) ou soft (cada ponto de dado pertence a
um subgrupo com um valor de pertinéncia) [Babuska 1998, Pedrycz and Gomide 2007].
Para analisar as similaridades dentro de um conjunto de dados, € necessario mini-
mizar uma fungdo de custo baseada em uma norma de vetor. O fuzzy C-means
(FCM) foi o primeiro algoritmo de agrupamento nebuloso proposto na literatura, e,
apos isso, vérias adaptagcdes foram desenvolvidas, criando uma série de algoritmos de
agrupamento nebulosos [Ruspini et al. 2019].  Parti¢des nebulosas permitem ao con-
junto de dados possuir diferentes graus de pertinéncia relacionados a um agrupa-



mento, o que influéncia no formato das particdes. Nesse contexto, foram introduzi-
dos os algoritmos de agrupamento nebuloso com matriz de covaridncia como meca-
nismo de adaptacdo a base de dados, onde os algoritmos Gustafson-Kessel (GK) e
Estima¢do Fuzzy de Maxima Verossimilhanca (EFMV) sdao bem conhecidos na litera-
tura [Trauwaert et al. 1991, Gustafson and Kessel 1978]. O algoritmo de agrupamento
EFMYV apresenta problemas na etapa de inicializagdo devido a sua norma de distincia
exponencial, o que pode ser considerado como um fator limitante para a escolha desta
técnica em aplicagOes praticas, pois esta gera problemas na convergéncia. As principais
contribui¢des relacionadas a originalidade deste artigo sao as seguintes:

* Uma versao nebulosa intervalar tipo-2 do algoritmo de agrupamento EFMV.
* Um nova abordagem que supera os problemas da inicializa¢io e convergéncia do
algoritmo de agrupamento EFMV.

2. Formulacao da problematica

Algoritmos de agrupamento geram uma particdo da base de dados, dividindo todas as
informagdes em conjuntos menores com caracteristicas semelhantes. O conjunto de dados
¢ definido como n varidveis mensuraveis em /N diferentes observagdes; assim tem-se que
7Z = |z]k = 1,2, ..., N], onde z;, € um vetor coluna.

Em uma particdo hard, a funcdo objetivo gera valores unitdrios para alguns
pontos na base de dados e nulo para outros. Em parti¢cdes soft, cada ponto do con-
junto de dados possui um grau de pertinéncia definido por p;; € [0,1]. Nesse
contexto, toda particdo serd considerada nebulosa, a qual é um tipo de particdo soft
[Babuska 1998, Pedrycz and Gomide 2007], desde que atenda as seguintes condi¢des:
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As similaridades sdo avaliadas pela distancia entre um ponto (zj) € o protétipo do
agrupamento ou centro (v.) do agrupamento. A partir de um conjunto de dados arbitrario
(Z), a tarefa de determinagao da colecdo de c agrupamentos é expressa pelo procedimento
de minimizacao da seguinte funcdo de custo [Pedrycz and Gomide 2007]:
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onde o centro ou protétipo do agrupamento v;, na qual m € o fator de ponderagao fuzzy,
¢ definido por:
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A matriz de particdo nebulosa U de dimensao ¢ x N, contém os graus de per-
tinéncia para cada dado em relacdo a cada agrupamento. Estes graus de pertinéncia sdao
computados por:

1
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Na Eq. (6) ha dois termos a serem analisados, o primeiro € o fator de ponderacao m &
[1, 0], que determina o quio nebulosa serd a parti¢do, e o segundo é norma de distincia
cujo valor € dado por:

iy, = (6)
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onde A € uma matriz norma que determina o formato da parti¢do, uma adaptacdo em A
pode ser feita, de forma a seleciona-la como uma matriz de covariancia, permitindo assim
a mudanga no padrdo das parti¢des de acordo com o conjunto de dados.

O algoritmo de agrupamento EFMV € baseado em uma matriz de covariancia,
enquanto sua norma de distancia é uma fungdo exponencial. Em consequéncia destes
aspectos, cria-se a necessidade de uma boa inicializa¢do devido a tendéncia do algoritmo
convergir a um 6timo local [Babuska 1998, Trauwaert et al. 1991]. A norma de distancia
para o algoritmo de agrupamento EFMV € dada por:
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onde F; é a matriz de covariancia dos dados e P; € a probabilidade a priori, computadas
através das seguintes equagoes:

F = El]cvzl(,uik)(zk —v;) (2 — Uz’)T
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Uma vez que a norma de distancia € uma fun¢do exponencial, seu valor tende a
crescer rapidamente. Toda linguagem de programacao possui um valor numérico con-
siderado como maximo, e sua rotina para lidar com operagdes que resultam em valo-
res maiores que este valor maximo. No Matlab, ap6s o valor maximo, todos os valo-
res sdo considerados como infinito (c0). Por este motivo, hd algumas operagdes como
oo x 0 e 22, que ndo pode ser computadas. A fungéo exponencial na norma de distancia
tende a resultar em numeros grandes para pontos de dados relativamente distantes dos
centros dos agrupamentos, podendo violar o valor maximo suportado pela linguagem de
programacao, o que cria operacdes com indeterminacao durante o processo de atualizagao
da matriz de parti¢do. Neste sentido, existem dois problemas: a inicializa¢ao do algoritmo
de agrupamento EFMV que tende a aumentar o custo computacional da implementagao,
e a convergéncia devido a presenca de indeterminagdes matematicas.



2.1. Problemas de indeterminacio matematica e inicializacao do algoritmo EFMV

No algoritmo EFMYV, é comum a apari¢ao de indetermina¢des matemaéticas, o que limita
sua implementacdo. Para observar o surgimento e propagacdo destas indeterminacoes,
considera-se que para um determinado agrupamento ¢ € uma amostra zj, arbitraria, duas
normas de distancia tendem a infinito, conforme segue:

hmz—)zk Diop, = o0

(1)

Assim, ao expandir a equagdo da atualiza¢do da matriz de particdo, obtém-se:
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i () = oo+.‘.+1+...1+£+...+oo = NaN
onde z; ¢ uma norma de distancia com valor inferior a infinito. Como as equagdes (5-10)
sdo funcoes de Z,ivzl ik, tal indeterminacao € propagada para todas as variaveis. Assim,
caso a norma de distancia entre uma amostra ¢ pelo menos dois protétipos tendam a
infinito, o processo resultard em uma indeterminacdo matematica que, consequentemente,
compromete a convergéncia do algoritmo EFMV.

Na literatura, € expresso que o algoritmo EFMV necessita de uma boa
inicializacdo [Babuska 1998, Trauwaert et al. 1991]. Geralmente, o algoritmo EFMV ¢
inicializado pela matriz de particdo de outros algoritmos de agrupamento. Tal necessidade
¢ um problema, pois além de aumentar o custo computacional, ndo hd uma garantia de que
tal inicializa¢do impeca a aparicao de indeterminacOes matematicas. Neste contexto, este
artigo propde um algoritmo de agrupamento nebuloso de méxima verossimilhanga tipo-
2 intervalar, de forma a superar possiveis problemas de inicializacdo e indeterminagao
matemadtica que comumente ocorrem no algoritmo tradicional EFMV.

3. Algoritmo de agrupamento nebuloso de maxima verossimilhanca tipo-2
intervalar

Um conjunto nebuloso tipo-1 apresenta uma incerteza deterministica relacionada a fungao
de pertinéncia. Entretanto, o conhecimento utilizado para construi-la € incerto, seja por
subjetividade seja por ruido, o que torna necessario estender a incerteza para o formato
das funcdes de pertinéncia [Karnik et al. 1999]. Um conjunto nebuloso tipo-2, por sua
vez, aplica incerteza no formato das fungdes de pertinéncia ao permitir que cada ponto
tenha grau de pertinéncia secundario. Entretanto, computar cada grau de pertinéncia é
computacionalmente custoso. Ao assumir um conjunto intervalar, o custo computacional
¢ reduzido, pois, agora, os graus de pertinéncia secundarios sdao zero ou um, criando uma
regido de incerteza [Liang and Mendel 2000].

A importancia dos sistemas nebulosos tipo-2 intervala-
res pode ser vista na variedade de trabalhos propostos na litera-
tura [Gomes and Serra 2021, dos Santos Gomes and de Oliveira Serra 2021,

dos Santos Gomes and de Oliveira Serra 2022, Karagoz et al. 2021, Precup et al. 2021].
Um conjunto nebuloso tipo-2 intervalar € definido por duas funcdes de pertinéncia, co-
nhecidas como limites inferior e superior (subscrito + e — respectivamente). As operagoes



com conjuntos nebulosos tipo-2 intervalares sdo definidas em [Liang and Mendel 2000].
Para iniciar o algoritmo, a sua matriz de parti¢do inicial U° deve ser um conjunto
nebuloso tipo-2 intervalar aleatorio.

3.1. Evitando indeterminacoes

As indeterminagdes se apresentam no denominador de Eq. (12), no formato =2. A fer-
ramenta matematica para lidar com tal indeterminacao € a regra de L’hospital, que para
aplica-la deve-se definir que as variaveis D;;...sejam funcdes de 2. Assim, analisando os
limites no denominador, obtém-se:

Dj; . Dy Dy

lim =00, lim =1, lim
=7z Xy 2=z Dil z=rz Do

= [0, o0] 13)

Como D;k é uma norma de distincia, seu valor é positivo. Assim, qualquer divisao
entre as normas de distincia é definida em [0, oo]. Aplicando-se tais limites na EQ. (12)

obtém-se: )
pin (1) 00+ ...+ 14 ...+ [0,00] + ... + 00 (14

Portanto, caso a norma de distincia entre uma amostra z; ¢ um determinado
prototipo v; tenda a infinito, seu grau de pertinéncia para tal agrupamento € zero, como
demonstrado em (14), evitando-se a aparicao de indeterminagdes.

3.2. Algoritmo

Neste artigo, é proposto um algoritmo de agrupamento nebuloso de maxima
verossimilhancga tipo-2 intervalar, inicializado por uma matriz de particdo aleatéria. A
ideia principal deste algoritmo é ponderar a norma de distancia exponencial da EFMV
descrita na Eq. (8) com uma norma ndo exponencial no formato da Eq. (7), de maneira
que em caso da condi¢do de parada (CP = ||U! — U'"!||) seja alta (préximo a 1) a norma
nao exponencial se sobressaird e, caso contrdrio, a norma de distancia serd influenciada
de forma majoritdria pela norma EFMV.

A fundamentagdo por trds desta proposta, € o fato de que os algoritmos com
norma de distancia ndo exponencial sdo inicializados com matriz de particdo aleatdria
[Babuska 1998, Pedrycz and Gomide 2007, Trauwaert et al. 1991]. Assim, um C'P alto
indica que o algoritmo estd longe de sua convergéncia, ou formato final, regido onde a
atuacdo da norma nao exponencial € mais interessante. J4 um C'P préximo ao critério de
tolerancia indica que o formato da parti¢do esta proximo a convergéncia, podendo assim
ser otimizado pela convergéncia préxima a um 6timo local da norma EFMV. O processo
consiste em definir as zonas de operag@o exclusiva (O;;), onde qualquer C'P superior a
ela implicard em peso 1 na norma ndo exponencial (u, = 1) e qualquer C'P inferior a O,
implicard em peso 1 para a norma EFMV (u,, = 1). Para qualquer valor fora das zonas
de operacgao exclusivas, a ponderacdo serd uma interpolacao linear, de forma que os pesos
sdo complementares.

O algoritmo de agrupamento nebuloso de méxima verossimilhanca tipo-2 interva-
lar € resumido nos seguintes passos:

1. Obtenha o conjunto de dados Z, escolha 1 e inicialize a matriz de parti¢d@o inter-
valar aleatéria U°.



2. Calcule os protétipos ou centros dos agrupamentos v, intervalares.

i = Zk=1(ﬂik )2k 1<i<e
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3. Calcule a ponderacio entre as normas de distancia u,, € u,.

(15)

4. Calcule as matrizes de covariancia para a norma exponencial Fyv endo exponen-

cial FN i, € a probabilidade a priori P
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5. Calcule as normas de distancias intervalares necessarias, onde p € o volume do

conjunto, geralmente € unitario.

det(FMV (Z))O5

Doy (i, k) = 5 exp[0.5(zx — 73) T Fary (1) 7Y (2 — )]

Dyp(i,k)® = (2 — )" [pdet(Fyp(i) /" Fap (i) ™" (2 — ¥)

Dik = UngE(i, k?) + umDMv(i, k?)

6. Atualize a matriz de parti¢do intervalar.
Se Dip >0Oparal <i<c¢,1<kE<N

onde

fip = min]

sendo fi;, = [0, 0].
Se D;,. — 00, u;;, — 0, a mesma relagdo vale para o limite superior.

(19)
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7. Repita do passo 2 ao 6 enquanto ||[U'—U'"!|| > e, onde e é o critério de tolerancia.



4. Resultados computacionais

Para validar a metodologia proposta, testes foram realizados com benchmarks existentes
na literatura. O objetivo € avaliar o formato do agrupamento, o ndmero de iteracdes até
a convergencia, o tempo decorrido durante o processo e a precisdo da parti¢cdo. As bases
de dados selecionadas para os testes foram: modelo espiral, problema de Jain e IRIS.
O modelo espiral e o problema de Jain, obtidas em [Frinti and Sieranoja 2018], contém
duas varidveis, o que facilita a observa¢do do formato da particdo. A IRIS, obtida em
[Fisher 1936], possui quatro varidveis e, portanto, seus formatos ndo serao observados.

O Adjusted Rand Index (ARI) introduzido em [Anderson et al. 2010] é uma
métrica para comparagdo entre parti¢cdes soft e hard. Existem alguns trabalhos na litera-
tura que avaliam o desempenho de diversos algoritmos de agrupamento utilizando o ARI
[Zhou et al. 2022, Rathore et al. 2018], cujas comparac¢des sao feitas com uma matriz de
particao de referéncia. Neste trabalho foi utilizada, como referéncia, a matriz de parti¢cao
hard fornecida pela fonte dos dados. Ainda, neste artigo, o algoritmo proposto foi com-
parado aos algoritmos GK tipo-1, tipo-2 intervalar e o EFMV tipo-1. Para este tltimo,
foi utilizada a matriz de parti¢do obtida no GK tipo-1 como inicializagdo e, além disso,
um procedimento de correcdo para evitar indeterminacdes foi considerada. Os critérios
de ponderagao e convergéncia foram definidos como: expoente de ponderagao nebulosa
m=21em=1[2,1 2,5],zonas de operagdo O;; = 0,45 ¢ O;n = 0, 15, e o critério de
tolerancia e = 0, 0001.

As curvas de nivel das parti¢des sdo apresentadas nas figuras 1- 6. As linhas repre-
sentam niveis de pertinéncia, quanto mais préximo ao roxo, menor o grau de pertinéncia
da regido, quanto mais préximo ao amarelo, maior o grau de pertinéncia associado, tons
de azul ou verde representam graus de pertinéncia intermedidrios.

4.1. Base de dados Jain

As figuras 1- 4 apresentam o formato obtido pelos algoritmos GK-1, EFMV-1 e algoritmo
proposto, considerando-se quatro clusters (c = 4).
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Figura 1. Curvas de nivel da particao para p algoritmo de agrupamento fuzzy
Gustafsson-Kessel tipo 1.
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Figura 2. Curvas de nivel para a matriz de particao obtida no algoritmo EFMV
tipo-1

_ Partigao limite inferior

Figura 3. Curvas de nivel para a matriz de particao inferior obtida no algoritmo
de agrupamento nebuloso de maxima verossimilhanca tipo-2 intervalar

As figuras 1 e 2 apresentam os resultados para os algoritmos de agrupamento
GK-1 e EFMV-1, respectivamente. Observa-se que tais figuras apresentam uma particao
bem diferente do padrdo apresentado pelos dados. A particdo do algoritmo de agrupa-
mento nebuloso de maxima verossimilhanga tipo-2 intervalar apresentou um padrao bem
proximo a estrutura dos dados, mostrando-se visualmente superior para este conjunto de
dados. Considerando-se que um dos objetivos dos algoritmos de agrupamento € dividir
a base de dados em subconjuntos mais simples, o algoritmo de agrupamento proposto €
superior, pois os formatos locais sdo mais simples, podendo-se observar caracteristicas
lineares em cada conjunto. Nas figuras 1 e 2 € notdvel a semelhanca entre as curvas de
nivel. Isto mostra que além da redundancia computacional, o formato da particao obtido
pelo EFMV-1 ¢ dependente da inicializa¢do. J4 no algoritmo de agrupamento proposto,
a ponderacdo € governada pela necessidade da matriz de particdo, resultando assim em
uma formato mais fiel a base de dados.
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Figura 4. Curvas de nivel para a matriz de particdao superior obtida no algoritmo
nebuloso de maxima verossimilhanca tipo-2 intervalar

4.2. Base de dados espiral

Para esta base de dados, por brevidade, apenas as curvas de nivel do algoritmo proposto
serdo apresentadas, e os resultados comparativos com os outros algoritmos de agrupa-
mento GK-1 e EFM V-1 serdo analisados em termos de velocidade de convergéncia.

As figuras 5 e 6 apresentam as particOes para os agrupamentos baseados no
algoritmo de agrupameto nebuloso de maxima verossimilhanga tipo-2 intervalar. Pode-se
observar que seus formatos sdo bem definidos, variam de acordo com a necessidade local
dos dados, adicionando incerteza onde o conjunto de dados sugere, e acompanhando o
fluxo de dados.

= o
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Figura 5. Curva de nivel para a matriz de particao inferior definida pelo algoritmo
de agrupameto nebuloso de maxima verossimilhanga tipo-2 intervalar

4.3. Velocidade de convergéncia

Nesta se¢do, os algoritmos serdo analisados em 3 diferentes aspectos: o numero de
iteracoes, o tempo decorrido durante o processo € o ARI. As tabelas 1- 3 apresentam
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Figura 6. Curva de nivel para a matriz de particao superior definida pelo algo-
ritmo de agrupameto nebuloso de maxima verossimilhanca tipo-2 interva-
lar

tais resultados para as diferentes bases de dados testadas. As matrizes de parti¢do obtidas
pelos agrupamentos nebulosos foram comparadas com uma matriz de parti¢ao hard e, por
isso, € esperado que o ARI ndo seja préximo a um. Nota-se, ainda, que os resultados do
ARI nao estdo disponiveis para a base de dados espiral, pois ndo ha matriz de parti¢ao
para ser usada como referéncia (soft ou hard), de maneira que dificultou a comparacao.

Tabela 1. Analise da velocidade de convergéncia para a base de dados Jain.

Algoritmo Tempo (s) Iteracoes | ARI
GK tipo-1 2,0344480 s | 80 0.2328
EFMV tipo-1 | 3,69346 2s | 94 0.2536
GK tipo-2 3,703922 s | 100 [0.1748 0.2249]
Proposto 5,007393 s | 148 [0.2466 0.3032]
Tabela 2. Analise da velocidade de convergéncia para a base de dados IRIS.
Algoritmo Tempo (s) | Iteragdes | ARI
GK tipo-1 1.315 s 108 0.4507
EFMV tipo-1 | 2.7335 s 227 0.5922
GK tipo-2 1.6390 s 65 [0.2822 0.3427]
Proposto 2.66 s 88 [0.4698 0.6393]

A partir dos dados observados nas tabelas acima, pode-se constatar que o algo-
ritmo proposto possui, em geral, a convergéncia mais lenta, porém ndao muito superior a
de seus concorrentes. No quesito numero de iteragdes, o algoritmo proposto apresenta
um numero compativel (inferior, em alguns casos) a seus concorrentes. Portanto, uma
l6gica de programacgdo diferente nos passos computacionais do algoritmo pode reduzir
consideravelmente o tempo necessario para sua convergéncia. Analisando-se a precisao
pelo ARI, observa-se que o algoritmo proposto possui a melhor faixa de resultados entre
os algoritmos testados. Assim o algoritmo proposto converge em um numero de iteragoes



Tabela 3. Analise da velocidade de convergéncia para a base de dados Espiral.

Algoritmo Tempo (s) | Iteracoes
GK tipo-1 3,63441 s | 213
EFMV tipo-1 | 4,979702 s | 304
GK tipo-2 2.739 s 120
Proposto 5,438501 s | 209

compativel aos algoritmos comparados, porém sua iteracdo pode chegar a ser mais cus-
tosa, computacionalmente, com a garantia de uma parti¢do mais precisa.

5. Comentarios finais

O objetivo deste artigo € propor um algoritmo de agrupamento nebuloso de maxima
verossimilhancga tipo-2 intervalar, de forma a evitar a necessidade de uma inicializagao
e indeterminacdes matemadtica durante o processamento dos dados. Trés bases de da-
dos foram testadas e seus resultados foram analisados em termos do formato da parti¢ao,
velocidade de convergéncia e precisdao. No quesito formato da parti¢do, observou-se a
superioridade do algoritmo proposto, pois a ponderacdo entre as normas de distancia fez
com que o formato da matriz de particdo se adaptasse segundo a necessidade da base
de dados. No quesito velocidade de convergéncia, o algoritmo proposto apresentou uma
iteracdo média mais custosa, devido a computacdo de duas normas de distancia e ma-
trizes de probabilidade, o que resultou em um tempo maior de convergéncia para certos
casos. O algoritmo proposto apresentou a maior faixa de precisdo em rela¢do aos algorit-
mos comparados e, devido as caracteristicas dos conjuntos nebulosos tipo-2 intervalares,
adaptou-se melhor ao fluxo de dados, pois suas funcdes de pertinéncia apresentaram uma
faixa (intervalo) de valores e nao um valor especifico. Como objeto de pesquisas futuras,
considera-se a implementacdo da metodologia proposta no contexto nebuloso evolutivo
como de particular interesse.
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