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Abstract. This work describes the development of a type 2 Fuzzy Inference Sys-
tem by using Genetic Programming for applications in time series forecast. The
resulting model, called GPFIS-Forecast+ is based on the GPFIS-Forecast crea-
ted previously, which made use of Multigene Genetic Programming an provided
good results. Results show that the system with type 2 fuzzy sets improves the
performance, especially for noisy data.

Resumo. Este trabalho descreve um Sistema Fuzzy do tipo 2 desenvolvido au-
tomaticamente com o auxı́lio da Programação Genética para aplicação em pre-
visão de séries temporais. O modelo resultante, denominado GPFIS-Forecast+,
é baseado no GPFIS-Forecast desenvolvido anteriormente, que fez uso da
Programação Genética Multigênica com bons resultados. Os resultados de-
monstram que, conforme o esperado, o sistema com conjuntos fuzzy do tipo 2
melhora o desempenho, principalmente na presença de dados ruidosos.

1. Introdução
Modelos de previsão para séries temporais têm sido aplicados com sucesso em áreas como
logı́stica [Ritzman & Krajewski 2003], gestão de investimentos [Hajek 2018], previsão de
carga energética [Zor et al. 2017], meteorologia, processamento de sinais [Wang & Men-
del 1992], etc. Tais modelos podem ser divididos em [Mahalakshmi et al. 2016]: Modelos
Tradicionais e Modelos Computacionais. O primeiro tipo considera fórmulas e técnicas
estatı́sticas, pressupondo que a série temporal representa um processo estocástico, cujo
comportamento deve respeitar as leis probabilı́sticas. Esta abordagem, normalmente, faz
uso de métodos de tratamento dos dados para enfim se executar a previsão. Exemplos
podem ser encontrados em [Holt 2004, Brown & Meyer 1961, Winters 1960, Box et al.
2015]. A segunda categoria considera modelos gerados a partir de dados existentes e que
são então empregados para prever dados futuros. Neste processo, pode-se fazer uso de
Redes Neurais Artificiais [Zhang et al. 1998], Algoritmos Genéticos [Chai et al. 1997],
Lógica Fuzzy [Wang & Mendel 1992], [Takagi & Sugeno 1993] e de hibridizações de
tais técnicas [Herrera & Magdalena 1997] [Jang 1993, Karaboga & Kaya 2018]. Uma
destas hibridizações é o GPFIS-Forecast [Koshiyama 2014, da Cunha 2015], que, em sua
essência, é um modelo computacional fuzzy-genético do tipo Pittsburgh [Herrera & Mag-
dalena 1997] que utiliza o método evolutivo Programação Genética Multigênica [Koza
1992, Searson et al. 2007] para gerar uma base de regras ótima para um Sistema de In-
ferência Fuzzy Mamdami do tipo 1. O estudos descritos em [da C. Ferreira et al. 2015]
mostraram o bom desempenho deste modelo.



Este artigo descreve a elaboração do modelo GPFIS-Forecast+, cuja estrutura é
também do tipo Mamdani mas que faz uso de conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalares
[Karnik et al. 1999] com o intuito de se obter uma base de regras mais eficiente e e
de aprimorar o desempenho, principalmente na presença de dados ruidosos. Segundo
[Khosravi et al. 2012], o uso de um sistema fuzzy Takagi-Sugeno do tipo 2 intervalar
demonstra uma grande vantagem em termos de acurácia quando comparado a um sistema
fuzzy Takagi-Sugeno tipo 1. Pretende-se constatar que tal afirmação também é válida
quando da comparação entre o GPFIS-Forecast e o GPFIS-Forecast+.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: a próxima seção discorre sobre a
Programação Genética Multigênica, meta-heurı́stica evolutiva na qual o GPFIS-Forecast+
está baseado. A terceira seção apresenta as etapas que configuram o modelo GPFIS-
Forecast+: fuzzificação, inferência, redução de tipo, defuzzificação e avaliação. A seção
4 apresenta o estudo de caso. Os resultados e discussões se encontram na seção 5. A
seção 6 conclui o trabalho.

2. Programação Genética Multigênica
A Programação Genética (PG) [Koza 1992] utiliza o conceito de se evoluı́rem soluções
para problemas. A população é caracterizada por indivı́duos – como programas de com-
putador – que representam possı́veis soluções para o problema proposto. Estes indivı́duos
são estruturados em árvores, que retratam uma combinação de operações (cı́rculo laranja
na Figura 1) e terminais (cı́rculos azuis na Figura 1).

Terminais são as variáveis do problema a ser resolvido, enquanto que as conexões
são funções (operações) matemáticas. O exemplo da Figura 1, mostra um cromossoma
cuja representação como uma função é X*X, ou seja, multiplica-se a variável X por ela
mesma.

À medida que são adicionados diversos tipos de conectores e terminais, a quan-
tidade de indivı́duos possı́veis expressa a complexidade de soluções para o problema. A
programação genética utiliza os conceitos de algoritmos genéticos [Herrera & Magdalena
1997] tais como seleção, cruzamento e mutação, para buscar uma solução ótima.

A Programação Genética Multigênica (PGMG) [Koza 1992] considera que um
indivı́duo possui mais de uma árvore em sua representação. Assim, uma solução é com-
posta pela agregação de árvores. O exemplo da Figura 2 ilustra um cromossoma com dois
genes, cada um com uma árvore.

Gene(1)

*

X X

Figura 1. Exemplo de um cromos-
soma de programação genética

Gene(1)

*

X X

Gene(2)

+

Y *

Y X

Figura 2. Exemplo de um cro-
mossoma como multigênico da
programação genética

Esta estrutura cromossômica abre caminho para outras possibilidades de cruza-
mento: de alto nı́vel (Figura 3) e de baixo nı́vel (Figura 4).



Figura 3. Exemplo de crossover alto nı́vel

Figura 4. Exemplo de crossover baixo nı́vel

O operador de mutação é usado para refazer um gene inteiro ou para mudar parte
de uma árvore de um gene selecionado.

3. Modelo GPFIS-Forecast+

A previsão univariada de uma série temporal utiliza informações da própria série para
determinar valores futuros. Para uma série temporal de tamanho T, a i-ésima janela de
previsão, cujo tamanho é P, é dada por si = {si;1, ..., s1;p}, onde i ∈ [1, (T − P )] ∈ Z. A
janela si é formada por observações si;p em cada p-ésima defasagem Sp, onde p ∈ [1, P ] ∈
Z . O alvo da previsão é denotado por yi ∈ Y .

O GPFIS-Forecast [da Cunha 2015] é um sistema fuzzy genético do tipo Pitts-
burgh [Herrera & Magdalena 1997] que, ao ser adaptado para lidar com conjuntos fuzzy
do tipo 2 intervalares, assume a configuração ilustrada na Figura 5. Descrevem-se a seguir
as funções dos diferentes blocos mostrado nesta figura.
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Figura 5. GPFIS - Forecast+

3.1. Fuzzificação

Para cada defasagem (lag) si,p são associados L conjuntos fuzzy tipo 2 intervalares Ãlp,
cuja mancha de incerteza (FOU) [Mendel & John 2002] é delimitada pelos conjuntos
Alp e Alp que são, respectivamente, as funções de pertinência superior (UMF) e inferior
(LMF) do conjunto fuzzy tipo 2 intervalar Ãlp:

Alp =
{

(si,p, µAlp
(si,p))|si,p ∈ Sp, l ∈ [1, L] ∈ Z

}
(1)

Alp =
{

(si,p, (1− FOU) ∗ µAlp
(si,p))|si,p ∈ Sp, l ∈ [1, L] ∈ Z

}
(2)

A função µAlp
: Sp × [0, 1]→ [0, 1] mapeia cada observação sp a um grau de pertinência

à Alp. O parâmetro de mancha de incerteza (FOU), que define a distância entre UMF e
LMF, pode variar entre 0 (equivalente a um sistema fuzzy tipo 1) e 0,9.

No processo de fuzzificação são utilizados conjuntos fuzzy do tipo triangular
[Unune et al. 2018] e o universo de discurso é delimitado pelo valores de máximo e
mı́nimo dos dados de treino. A Figura 6 mostra um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar,
delimitado pelos conjuntos fuzzy superior (em vermelho) e inferior (em azul).

Figura 6. Exemplo de conjunto fuzzy triangular tipo 2.



3.2. Inferência
Uma regra fuzzy é composta pela combinação de premissas e consequentes. Um exemplo
de regra com P antecedentes e um consequente é:

SE S1 é Ãl,1 E ... E Sp é Ãl,p ENTÃO St é B̃k

A premissa desta regra pode ser expressa matematicamente pela Equação 3, onde
um operador t-norma ∗ representa o conectivo “E” .

µÃd
(si,P ) = µÃl;1

(si,1) ∗ ... ∗ µÃl;P
(si,P ) (3)

onde µÃd
(si,1, ..., si,P ) = µÃd

(si,P ) é o grau de pertinência conjunto das P defasagens de
si em relação à d-ésima de D premissas ( d ∈ [1, D] ∈ Z ).

Do ponto de vista da Programação Genética, a premissa é uma árvore e a base de
regras é um cromossoma de árvores, como visto na Figura 7. A primeira premissa repre-
senta µÃ1

(s1,P ) = µÃ1;1
(s1,1) ∗ µÃ3;2

(s1,2). Esta pode ser expressa de forma linguı́stica
como “SE S1 É Ã1;1 E S3 É Ã3;3”.

Premissas
Premissa 1

E

A1;1 A3;2

Premissa 2

E

A1;1 E

A7;2 A10;3

Figura 7. Exemplo de Premissas de uma base de regras

Na etapa de inferência, os dados fuzzificados passam por uma série de operações
de acordo com as regras criadas em um processo que consiste em duas partes: formulação
e associação.

A formulação, na primeira população da programação genética, cria as premissas
das regras de todos os indivı́duos de maneira aleatória, precavendo-se para que nunca haja
premissas repetidas num mesmo indivı́duo. Conforme a população evolui, as premissas
dos novos indivı́duos são criadas por meio de processos genéticos como cruzamento e
mutação.

A associação é o processo que gera os consequentes para cada premissa criada
na etapa de formulação. Isto pode ser efetuado de duas maneiras: (i) aleatoriamente ou
(ii) utilizando métodos que geram consequentes a partir de informações dos dados. Esta
segunda opção é a adotada nesse trabalho.

A métrica que possibilita a escolha do consequente mais adequado para uma de-
terminada premissa é a dos Mı́nimos Quadrados Restritos (MQR):

min :
T∑
i=1

(µ̂Bk
(yi)−

D∑
d=1

wdµAd
(si,P ))2 (4)

s.a. :
D(k)∑
d=1

wd = 1 e wd ≥ 0



onde wd é o peso ou grau de influência de µAd
(si,P ) para predizer valores associados ao

k-ésimo termo consequente Bk (K conjuntos fuzzy B̃k, onde k ∈ [1, ..., K] ∈ Z, são
associados a Y (variável de saı́da)).

A d-ésima regra fuzzy de um SIF do tipo Mamdani pode então ser expressa da
seguinte forma:

Rd
Mam : µZ̃d

(u) = µÃd
(si;P ) ∗ µB̃k

(u) (5)

onde u ∈ U (universo de discurso da função de pertinência B̃k).

Quando a regra Rd
mam é ativada, o resultado desse processo gera um conjunto

fuzzy de saı́da Z̃d com um intervalo de pertinências para cada valor do universo de dis-
curso U. Caso mais de uma regra fuzzy das D existentes na base de regras seja ativada
ao mesmo tempo, utiliza-se um operador de agregação para que cada valor de u possua
apenas um intervalo de pertinências, ou seja, uma pertinência para a UMF e uma para a
LMF das n regras ativadas.

A função agregadora g efetua a seguinte operação:

µZ̃g
(u) = g(µZ̃1

(u), ..., µZ̃D
(u)) (6)

Existem diversos operadores de agregação disponı́veis na literatura [Calvo et al. 2002],
sendo o “máximo” o mais utilizado.

No final do processo de agregação o resultado é um conjunto fuzzy tipo 2 interva-
lar Z̃g definido como:

Z̃g = 1/
[
Zg, Zg

]
(7)

Observe-se, na equação (7), que a função de pertinência secundária [Mendel & John 2002]
é unitária para todo o universo de discurso.

3.3. Redução de Tipo

Para se realizar a defuzzificação em um SIF do tipo 2, é necessário efetuar, anteriormente,
uma redução de tipo. Para tal é empregado o método de KM [Karnik et al. 1999], apre-
sentado na Tabela 1, e considerando o conjunto fuzzy tipo 2 intervalar definido pelas LMF
e UMF µZg(u) e µZg(u), respectivamente. Na tabela, wr é o r-ésimo valor do universo de
discurso de µZg(u) e µZg(u). Considera-se também que v1r = µZg(wr) e v2r = µZg(wr).



Tabela 1. Método KM
Calcula-se o HL: Calcula-se o HR

Iteração 1:
Passo 1: calcula-se c′ :

c′ =
∑R
r=1wr∗

v1r+v2r
2∑R

r=1
v1r+v2r

2 ,
Passo 2: encontra-se k tal que wk ≤ k ≤ wk+1

Passo 3: calcula-se cl(k): Passo 3: calcula-se cr(k):
cl(k) =∑k

r=1 wr∗v1i+
∑R

r=k+1 wr∗v2r∑k
r=1 v1r+

∑R
r=k+1 v2r

cr(k) =∑k
r=1 wr∗v2r+

∑R
r=k+1 wr∗v1r∑k

r=1 v1r+
∑R

r=k+1 v2r
,

Passo 4: verifica-se se cl(k) = c′ Passo 4: verifica-se se cr(k) = c′

Se sim então HL = k e inicia-se o
cálculo de HL, caso contrário se se-
gue para o passo 5.

Sesim então HR = k e inicia-se o
cálculo de HR, caso contrário se se-
gue para o passo 5.

Passo 5: Faz-se “ c’ = cl(k)” . Con-
tinua para a próxima iteração

Passo 5: Faz-se “ c’ = cr(k)” . Con-
tinua para a próxima iteração

Da segunda iteração em diante, segue-se o caminho a partir do passo 2,
até que a verificação do passo 4 seja verdadeira.

O resultado é o seguinte conjunto fuzzy tipo 1 intervalar:

C(x) =
1⋃

∀Ae

cÃ(Ae)
=

1⋃
∀Ae

∑N
i=1 xiµAe (x)∑N
i=1 µAe(x)

=
1{

cl(Ã), ..., cr(Ã)
}

cl(Ã) = min
∀θ∈[LMF (x),UMF (x)]

∑N
i=1 xiθ∑N
i=1 θi

cr(Ã) = max
∀θ∈[LMF (x),UMF (x)]

∑N
i=1 xiθ∑N
i=1 θi

(8)

Nesta equação, Ae indica o conjunto fuzzy encapsulado de Ã [Mendel & John
2002].

3.4. Defuzzificação

Após a redução de tipo, a defuzzificação é realizada por:

Output =
cl(HL) + cr(HR)

2
(9)

3.5. Avaliação

O procedimento de Avaliação no GPFIS-Forecast+ é definido por um objetivo de
minimização de erro. Tal objetivo é responsável pela ordenação dos indivı́duos na
população.

Uma das métricas utilizadas para comparação entres as configurações é o Erro
Médio Simétrico Absoluto Percentual (SMAPE):



SMAPE =

∑T
t=1

|yt−ŷt|
(yt+ŷt)/2

T
(10)

O Erro Médio Quadrático (RMSE), descrito na Equação 11, é a métrica utilizada
para avaliação em todos os processos de previsão do experimento, incluindo as etapas de
treinamento e de de teste.

RMSE =

√∑N
1 (yt − y

′
t)

2

N
(11)

4. Estudo de caso

Deseja-se observar como as bases de regras evoluem com a adição da mancha de incer-
teza. Para tal, os parâmetros do GPFIS-Forecast+ descritos na Tabela 2 foram utilizados
nos experimentos.

Tabela 2. Parâmetros das configurações do GPFIS-Forecast+

Parâmetros Config. 1 Config. 2 Config. 3
Qtd. de previsões 10 10 10
Tipo do SIF 1 2 intervalar 2 intervalar
Janela 8 8 8
Horizonte de previsão 18 18 18
Gerações 100 100 100
Tam. máx. da BR 50 50 50
Profund. da árvore 3 3 3
Tam. da População 49 49 49
Qtd de termos 5 5 5
Parâmetro FOU 0.00 0.90 0.50

A série temporal Mackey-Glass [Mackey et al. 1977], descrita pela Equação 12,
foi utilizada nos experimentos.

dx(t)

dt
= a

x(t− τ)

1 + x(t− τ)n
− bx, a, b, n > 0, (12)

Adotaram-se os seguintes valores para os parâmetros: τ = 70; β = 0, 1; γ = 0, 2;
n = 10; x(0) = 1, 2; ∆t = 10, número de amostras κ = 145 e tamanho do intervalo
ξ = 1.

A Figura 8 mostra a série para τ = 70 e suas divisões de treinamento, validação e
teste.

Para cada uma das três configuração do GPFIS-Forecast+, foram geradas 10 pre-
visões. A melhor previsão na etapa de validação, para cada configuração, foi considerada
para a execução da previsão com a base de teste.



5. Resultados e Discussões
A Figura 9 mostra as previsões das configurações 1 (Previsão T1) e 2 (Previsão T2).
As colunas da Tabela 3 mostram os resultados obtidos com o GPFIS-Forecast+ usando
sistemas fuzzy do tipo 1, do tipo 2 com bastante incerteza e do tipo 2 com incerteza
intermediária. Nota-se que as três configurações proporcionam resultados muito similares
na etapa do treinamento. No entanto, na etapa de teste a base de regras gerada pelo GPFIS-
forecast+ com o SIF tipo 2 com muita incerteza obtém uma melhor generalização.

Figura 8. Série Temporal Mackey-
Glass

Figura 9. Previsão da série tempo-
ral Mackey-Glass para τ = 70

Tabela 3. Resultados: GPFIS-Forecast+
Parâmetros Config. 1 Config. 2 Config. 3
Qtd. de previsões 10 10 10
Tipo do SIF 1 2 intervalar 2 intervalar
Janela 8 8 8
Horizonte de previsão 18 18 18
Gerações 100 100 100
Tam. máx. da BR 50 50 50
Profund. da árvore 3 3 3
Tam. da População 49 49 49
Qtd de termos 5 5 5
Parâmetro FOU 0.00 0.90 0.50
Resultados
Treino SMAPE 0.171698 0.171882 0.168916
Treino RMSE 0.088474 0.085984 0.086360
Validação SMAPE 0.108982 0.203182 0.131101
Validação RMSE 0.067631 0.096191 0.078356
Teste SMAPE 0.279744 0.150133 0.279646
Teste RMSE 0.197588 0.105722 0.195962
Tam. final da BR 10 8 10
Tempo de exec. (h) 8 9 8.1

As Tabelas 4, 5 e 6 apresentam caracterı́sticas importantes do modelo: há poucas
regras na base de regras final, cada regra apresenta no máximo três antecedentes e o
número de termos da variável linguı́stica é suficiente para gerar uma boa precisão, em
conjunto com uma boa interpretabilidade, para uma série temporal caótica. As siglas nas
tabelas significam: “VL” = Muito baixo, “L” = baixo, “M” = médio, “H” = alto e “VH” =



muito alto. O termo “Lag” sucedido de um número (1 a 8) é utilizado para denominar o
elemento da janela de previsão. Cumpre observar que uma janela de tamanho 8 foi a que
proporcionou os melhores resultados para o problema em questão (Mackey-Glass).

Na primeira população, cada um dos 49 indivı́duos possuı́a 25 premissas. A etapa
de Associação estipula quais destas premissas podem gerar regras válidas (premissas as-
sociadas a consequentes), tendo como consequência a eliminação de possı́veis regras em
excesso, proporcionando assim bases de regras mais sintéticas. Observe-se que, nas regras
resultantes, aparecem apenas os lags 2, 3 e 8.

Tabela 4. BR da configuração 1

Antecedentes.1 Antecedentes.2 Antecedentes.3 consequentes
1 L Lag 2 VL Lag 2 VL
2 L Lag 3 H Lag 1 M Lag 2 H
3 L Lag 2 L Lag 2 H
4 M Lag 2 L Lag 2 VH
5 VH Lag 8 VH
6 L Lag 2 M Lag 2 VH
7 H Lag 2 M Lag 2 H
8 M Lag 2 H Lag 2 H
9 H Lag 2 H Lag 2 H Lag 2 M

10 H Lag 2 VH Lag 2 L

Tabela 5. BR da configuração 2

Antecedentes.1 Antecedentes.2 Antecedentes.3 consequentes
1 VL Lag 8 L Lag 2 VL
2 L Lag 2 L Lag 2 H
3 M Lag 2 H Lag 8 M Lag 2 VH
4 M Lag 2 H Lag 2 H
5 H Lag 2 H Lag 2 M
6 VH Lag 2 H Lag 2 VL
7 VH Lag 8 VH
8 VL Lag 2 L Lag 2 VL

Tabela 6. BR da configuração 3

Antecedentes.1 Antecedentes.2 consequentes
1 L Lag 2 VL Lag 2 VL
2 VL Lag 2 L Lag 2 VL
3 L Lag 2 L Lag 2 H
4 M Lag 2 L Lag 2 VH
5 VL Lag 8 VL
6 L Lag 2 M Lag 2 VH
7 M Lag 2 M Lag 2 H
8 H Lag 2 H Lag 2 M
9 VH Lag 2 H Lag 2 L

10 L Lag 1 M Lag 2 VH

O P-valor computado pelo teste de Friedman dos resultados da etapa de validação
foi 0.045049. Isso atesta que existe diferença estatı́stica entre os resultados. Ao efetuar
uma comparação pareada com o teste post-hoc Holm [Garcı́a et al. 2009] (Tabela 7) entre
configurações tem-se as configurações 1 e 2 sem diferença estatı́stica relevante, com estas
duas se destacando na comparação com a terceira.

Tabela 7. Teste post-hoc Holm para α = 0.05 (FRIEDMAN)

Configurações z = (R0 −Ri)/SE p Holm
Config. 2 com 3 2.459675 0.013906 0.025
Config. 2 com 1 0.894427 0.371093 0.05



6. Conclusões e trabalhos futuros
Apresentou-se neste trabalho o modelo GPFIS-Forecast+, destinando à previsão de séries
temporais e com conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. Este modelo apresentou boa
acurácia e boa interpretabilidade. A utilização de um SIF do tipo 2 proporcionou ex-
celentes resultados para uma base dados com ruı́do, quando comparados com os obtidos
pelo congênere do tipo 1.

Trabalhos futuros considerarão estratégias de inicialização do processo de
evolução. Uma estratégia automática de geração da configuração inicial pode permitir
ao GPFIS-Forecast+ começar o processo de evolução com dados mais informativos, faci-
litando e acelerando o aprendizado.
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