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Abstract. This work introduces a quantum formulation of QL-implications that
integrates fuzzy logic and quantum computing, with an application to finan-
cial decision-making. Fuzzy connectives are modeled using quantum states and
circuits, where membership degrees correspond to measurement probabilities.
Experiments with Qiskit show that the model matches theoretical predictions
and approximates expected probabilities. A quantum-classical hybrid credit-
decision case study demonstrates the QL-implication’s ability to build fuzzy de-
cision relations, with more risk-averse inference than the Reichenbach impli-
cation. The results confirm that quantum circuits can represent and compute
fuzzy logic operators, enabling the integration of fuzzy inference into quantum
computational models and hybrid intelligent systems.

Resumo. Este trabalho apresenta uma formulacdo qudntica de implicacoes QL,
integrando logica fuzzy e computagdo qudntica, com uma aplicagdo a tomada
de decisoes financeiras. Conectivos fuzzy sao modelados usando estados e cir-
cuitos qudnticos, em que os graus de pertinéncia correspondem as probabilida-
des de medicdo. Experimentos com o Qiskit mostram que o modelo corresponde
as previsoes tedricas e se aproxima das probabilidades esperadas. Um estudo
de caso hibrido quantico-cldssico de decisdo de crédito demonstra a capaci-
dade da implicacdo QL de construir relacoes de decisdo fuzzy, com inferéncia
mais avessa ao risco do que a implicacdo de Reichenbach. Os resultados con-
firmam que circuitos qudnticos podem representar e computar operadores de
logica fuzzy, possibilitando a integracdo da inferéncia fuzzy em modelos com-
putacionais qudnticos e sistemas inteligentes hibridos.

1. Introducao

A l6gica fuzzy prové uma formalizagdo matematica para a incerteza do raciocinio humano
e para a imprecisao inerentes as linguagens naturais e computacionais [Zadeh 1975]. A
computacao quantica [Nielsen and Chuang 2003], por sua vez, representa a informagao
por estados quanticos cujos resultados de medi¢do sdo probabilisticos.

A exploragdo de propriedades como o emaranhamento, a sobreposicao e a inferén-
cia quantica permite formas alternativas de computacdo para problemas complexos. E, de



forma sinérgica, o novo conhecimento sobre a informagdo quantica também se propaga
por meio de simulacdes em computadores classicos, utilizados para desenvolver e validar
algoritmos quanticos antes de sua execu¢ao nos atuais e mais restritivos hardwares quan-
ticos [Avila et al. 2023]. Essa evolugdo, mais restrita a pesquisa em grandes laboratérios,
pode ser visualizada, de forma diddtica, nas atuais interfaces graficas [Qiskit 2023].

Nesse contexto, métodos relacionados a aplicacdes quantum-fuzzy tém sido pro-
postos [Kreinovich et al. 2009, Botelho et al. 2025]. Neste trabalho, a simulacao quantica
de sistemas flexiveis baseados em logica fuzzy considera a codificacio de valores fuzzy
por estados quanticos e de conectivos fuzzy por registradores quanticos, no contexto do
modelo de circuitos quanticos. A motivacao para investigar essa representacdo hibrida,
que envolve a fusdao de dados quantum-fuzzy, € que ambas as abordagens operam com
graus continuos de pertinéncia ou de amplitude dos dados. Circuitos quanticos formali-
zam um modelo que estende a nocdo intuitiva da abordagem cldssica, no qual graus de
pertinéncia podem ser codificados como amplitudes de probabilidade e operacdes fuzzy
podem ser mapeadas em portas unitdrias. Estudos anteriores relataram a interpretacio
de conectivos fuzzy (de negacao, conjuncao, disjuncdo, X(N)or, overlapping e grouping)
por meio de computagdo quantica, incluindo operadores modais e suas construcdes du-
ais [Buss et al. 2024, Buss et al. 2025, Botelho et al. 2025].

Implicacdes quantum-fuzzy vém mostrando um papel fundamental no raciocinio
aproximado, formalizando o mecanismo de inferéncia baseado em regras condicionais,
“se antecedente, entdo consequente”, modelando incerteza e gradualidade em sistemas
flexiveis [Acampora et al. 2022]. Em particular, classes especificas de implicacdes fuzzy,
como as S-implicagdes, exemplificadas pela implicacdo de Reichenbach, também foram
exploradas nesse contexto. Dentre as diversas classes propostas na literatura, as QL-
implicacdes (quantum-implicagdes) distinguem-se pela representabilidade definida por
meio da composicao de t-conormas, negagdes fortes e t-normas. E, apesar de sua relevan-
cia tedrica, ainda nao estd estabelecido como essas implicagdes podem ser representadas e
processadas em arquiteturas de computacao quantica, o que justifica esta pesquisa. Além
da interpretagdo em circuito, este trabalho apresenta uma aplicagao ilustrativa em decisao
de crédito, na qual a QL-implicacdo constréi, de forma quantica, a relagdo de decisdo de
um sistema de inferéncia hibrido quantico-classico.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. A Secdo 2 apresenta a revisdo da
literatura. A Secao 3 introduz os conceitos fundamentais da 16gica fuzzy e da computagao
quantica. A Secdo 4 descreve a representacdo de conjuntos fuzzy por meio de transfor-
macoes quanticas, e a Secdo 5, a interpretacdo quantica das QL-implicacdes. A Secdo 6
analisa as simulagdes realizadas no Qiskit e a comparacdo com a implicagdo de Reichen-
bach. A Sec¢do 7 apresenta um estudo de caso de decisao de crédito em um modelo hibrido
quantico-classico. Por fim, apresentam-se as conclusdes e os trabalhos futuros.

2. Trabalhos Relacionados

A presente Revisdao Sistematica da Literatura (RSL), conduzida entre 2019 e 2026, ob-
jetivou verificar se a literatura existente aborda essa lacuna, identificando os trabalhos
que tratam da implementacdo de QL-implicagdes em circuitos quanticos e suas possiveis
aplicagdes. Aplicou-se a string de busca “fuzzy implication” AND “quantum” aos titulos
e resumos nas bibliotecas digitais da IEEE Xplore, ACM Digital Library, ScienceDirect,



Wiley Online Library e SBC OpenLib. A busca foi realizada em junho de 2026 e recupe-
rou 29 itens no total. Apds a remocgdo de 3 entradas de indice e sumério de conferéncia, 26
artigos foram analisados por titulo e resumo com base nos seguintes critérios de exclusao:

C1 Auséncia de implementacdo em circuito quantico: trata de implicacdes fuzzy sem
propor ou avaliar um circuito quantico.

C2 Revisdo ou capitulo de livro sem proposta original de circuito.

C3 O termo “quantum” refere-se a nomenclatura histérica das QL-implicacdes na
16gica fuzzy cléssica, ndo a circuitos quanticos computacionais.

C4 Aplicagdo de l6gica fuzzy em um dominio especifico, sem componente de circuito
quantico.

CS Formalismo quantico que ndo implementa implicagdes fuzzy, como o circuito
quantico padrao.

A aplicacdo dos critérios resultou na exclusao de 25 artigos: 10 por C1, 5 por C2,
3 por C3, 6 por C4 e 1 por CS5. O tnico trabalho selecionado, proposto por [Dai 2026],
sintetiza circuitos quanticos para os esquemas RCI e BKS de inferéncia relacional fuzzy,
com demonstracdo na plataforma OriginQ, e considera a implicacdo de Reichenbach.
Os graus de pertinéncia sdo codificados por meio de representacio de amplitude, e a
composi¢io relacional é implementada por portas quanticas controladas. E o precedente
mais proximo do presente trabalho e, simultaneamente, delimita a lacuna que ele preen-
che: nenhum trabalho identificado na literatura implementa QL-implica¢des em circuitos
quanticos. Nosso trabalho estende a fundamentagdo a abordagem quantum-fuzzy de regra
composicional de inferéncia (RCI), capaz de representar comportamentos de inferéncia
distintos.

3. Preliminares

Esta se¢do apresenta os principais conceitos da logica fuzzy e computacio quantica.

3.1. Conectivos fuzzy

Uma funcéo de pertinéncia f,(x): X — [0, 1] define o grau de pertinéncia de um ele-
mento x € X ao conjunto fuzzy A, tal que 0 < f4(x) < 1. Um conjunto fuzzy A sobre
um conjunto ndo vazio X é definido como A = {(z, fa(x)) : x € X'}.

Uma fungéo N: [0,1] — [0, 1] é uma negacdo fuzzy se as seguintes condi¢des
sdo satisfeitas: N(0) = 1e N(1) = 0,ese z < y, entdo N(z) > N(y) Vx,y € [0, 1].
Uma negacéo fuzzy é chamada forte se satisfaz N(N(x)) = x para todo = € [0, 1]. Um
exemplo é a negacdo padrio, expressa por: Ng(z) =1 — x.

Neste trabalho, sdo consideradas func¢des de agregacdo denominadas normas tri-
angulares (t-normas) e conormas triangulares (t-conormas), que estendem a modelagem
de operadores, como a interseccdo e a unido cldssicas. Uma norma triangular 7' e uma
conorma triangular S sio fungdes de [0, 1]? em [0, 1] que sdo comutativas, associativas e
monotonas. O elemento neutrode 7' é 1 e o de S é 0. Consideram-se o produto algébrico
e a soma algébrica, definidos por:

Tp(a:,y)zmy, SP($7y):$+y_$yv Va:,ye[(),l] (1)

Uma fungdo bindria 7: [0,1)> — [0, 1] é um implicador fuzzy se satisfaz as con-
di¢des de fronteira: 1(1,1) = 1(0,1) = 1(0,0) = 1e I(1,0) = 0. Uma implicacio fuzzy



¢ um implicador fuzzy que também satisfaz: (i) se x < z, entdo I(x,y) > I(z,y); e (ii)
se y < z, entdo I(x,y) < I(z,2). Uma fungdo Is nr: [0,1]* — [0, 1] € uma implicagdo
QL se existem uma t-conorma S, uma negagao fuzzy forte /N e uma t-norma 7', tais que:

]S,N,T(l",y) = S(N(‘T):T(:E7y))’ ‘v’x,y € [O’ 1]' (2)

Sejam Sp a soma probabilistica, Ng a negacdo fuzzy padrdo e Tp a t-norma produto,
entdo tem-se a QL-implicagdo /g, n, 7 € a R-implicacdo g, ng, as quais sdo definidas,
respectivamente, pelas seguintes expressoes:

Isp Nerp(T,y) =1 -2+ 2% € Ispng(z,y)=1—2z+ 1Y, (3)

E, suas correspondentes construgdes duais, as QL e R coimplicagdes, sdo definidas por:
2 2
Jsp Nep (T, y) =0 +y —a”+ a7y — 22y e Jspng(T,y) =y —ay )
A seguir, estes conceitos sao aplicados as suas interpretacdes quanticas.

3.2. Conceitos Basicos de Computacao Quantica

Na computacdo quantica, o qubit € a unidade bésica de informacao e representa o sistema
quantico mais simples, descrito por um vetor unitario bidimensional. Utilizando a notagao
de Dirac [Nielsen and Chuang 2003], um qubit € escrito como |¢)) = «|0)+|1), onde ce
B sdo amplitudes complexas associadas aos estados de base. Essas amplitudes satisfazem
a condi¢do de normalizagdo |a|* + || = 1, e o estado pode ser representado como
(a, B)* [Kaye et al. 2007].

O espaco de estados de um sistema quantico com multiplos qubits € obtido pelo
produto tensorial dos espacos de estados de seus subsistemas. Para um sistema com dois
qubits, [¢) = «|0) + B|1) e |¢) = v]|0) + J|1), o produto tensorial é dado por |II) =
) @) = ay|00) + ad]01) + B~[10) + B6[11).

A evolucdo de um sistema quantico € descrita por transformacdes unitdrias repre-
sentadas por matrizes de ordem 2V, onde N é o nimero de qubits. Essas transformacdes
preservam a normalizacdo e as amplitudes de probabilidade.

A transformacdo Pauli X aplicada a um sistema de dois qubits € expressa por:

0 0 0 1 ay ay

@2 | 0 0 1 0 ad | | od
XTM=119 10 o gy | = | 8s )

1 000 B By

A operacao controlada de Toffoli opera sobre um sistema de trés qubits, aplicando
NOT (Pauli X) ao terceiro qubit se os outros dois qubits estiverem no estado |1).

1 0 00O 0 0O « «
01 00 0 0 0 O B 8
001 00 0 O0 O ¥ ¥
00 01 0 0 0 O 1 19
T‘X> - 00 00O 1 0 O0 O € - €
00 0O0O 0O 1 0O 0 0
00 00 0 0 0 1 v o
0o 0 0 0 0 o 1 o0 o v



Operadores de medigdo sdo descritos por {M,,}, com > M} M,, = I. Para um
estado [¢), o resultado m ocorre com probabilidade p(m) = (| M M,,|v), produzindo
o estado M,,|v)/+/p(m). Na base computacional, My = |0)(0| e M; = |1)(1], de modo

que p(0) = |a* e p(1) = |B]>.

4. Interpretacio Quantica de Operacoes sobre Conjuntos Fuzzy

Conjuntos fuzzy (CF) podem ser interpretados como a superposi¢do de CF classicos as-
sociados a estados quanticos. Interpretacdes de operagdes fuzzy, como complemento,
intersec¢do e unido, sdo obtidas pelas transformagdes quanticas NOT', AND e OR.

Sejam f,, f5: X — [0, 1] fungdes de pertinéncia em A e B. Os estados quanticos
formalizando os valores fuzzy de uma entrada x, em A e B, sdo dados pelos registradores:

19720 = V1= Fa®)I0) + VEaE), 187,) = V1= f)[0) + VFs(x)[1).(6)
Considerando a negacdo padrdo, o complemento € obtido pelo operador NOT":
NOT(S1,)) = v/ fa()l0) + /1 = fa(x)[1). )
Para um sistema multidimensional, com /N elementos, tem-se:
NOT* N5 ) = @) (VI= Fatlo) + VaGln)
1<i<N

preservando a estrutura de superposi¢ao.

A interse¢do e a unido de conjuntos fuzzy sdo modeladas pelos operadores AN D
e OR, definidos por meio da porta Toffoli como:

AND(|S1,),155,)) = Tot3*(|S1,), [S5,), [0)), (8)
OR(|Ss,),|Ss,)) = NOTy 93 0 Tofy* oNOT: 5(]S1,), 1S4, 0)).- ©))

5. Interpretacio Quantica das QL-Implicacoes

Para cada z; € X, denotam-se por f; = fa(z;) e g; = fp(x;) os graus de pertinéncia
de z; aos conjuntos fuzzy A e B, respectivamente. O operador /g x 7, aqui denominado
I'M Pg,, promove a interpreta¢do quantica da QL-implicag¢do dada na Eq. (3):

[S,N7T(‘Sfi>7 ’S z)) = S<NOT|sz>7T<|sz>7 ‘S z>))
— NOTH(T(85), NOTHTE(1S;), 18,0, [0, [0)).  (10)

A Fig. 1 mostra o circuito quintico associado a Is 7, com portas Toffoli e NOT.

Na Tabela 1, cinco estados quanticos descrevem a evolugdo temporal do sistema,
de T, a T);. Cada estado de dimensdo 2° corresponde as sobreposicdes na base computaci-
onal. Mas apenas os coeficientes ndo nulos (totalizando 8 estados cldssicos) sdo relevantes
e sdo apresentados algebricamente por meio de suas amplitudes, correlacionando valores
fuzzy de uma entrada x, f4(x) = x e fp(x) =y, aos conjuntos A e B.
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Figura 1. Circuito quéntico correspondente ao operador IM Pg ..

Tabela 1. Evolugéo temporal do operador IV Py,

Meméria T0 T1 T2 T3 T4

(I—fa)VI—Fs 00000 | 00000 | 00010 | 00010 | 00011
Vfa( = fa) (1 — fz) | 00100 | 00100 | 00110 | 00110 | 00111
(1= faTfs 01000 | 01000 | 01010 | 01010 | 01011
VIafs(l = fa) 01100 | 01110 | 01100 | 01100 | 01101
VIa( = fa)(1—fz) | 10000 | 10000 | 10010 | 10011 | 10010
Favi— s 10100 | 10100 | 10110 | 10111 | 10110
VIafe(l— fa) 11000 | 11000 | 11010 | 11011 | 11010
FavTs 11100 | 11110 | 11100 | 11100 | 11101

Notagdo: fa = fa(x) e fB = fB(x).

A partir do estado final na Tabela 1, obtém-se a seguinte expressao:

Isnr(1S1).185)) = (1 = fa)3/T = f5l00011) + (1 — fa)\/f5]00111)
+ /(1= fa) fa(l = f5)[01011) + /(1 — fa) faf5|01101)
+/fa(l = fa)(1 = f5)]10010) 4+ /fa(1 — fa)f5|10110)
4 fan/T— F5[11010) + far/fs|11101). (11)

A medig¢do realizada no quinto qubit no estado |1) é dada por:

/1 f1+f2f (1= fa)V/1 = f5|00011) + (1 = fa)/f5[00111)
Sy Vv

+ V(L= fa) fa(l = fp)]01011) + /(1 = f4) f4/Bl01101) + fay/fp[11101)).

|151) =

Assim, p;(x) = 1 — fa(x) + f%(x)fs(x) representa a probabilidade de que x;
pertenga ao conjunto fuzzy associado a implicagdo QL entre A e B. Tomando f4(x) = x
e fp(x) =y, segue que p; (x) = 1 — z + 2%y = Is, N1 (7, 7y), de acordo com a Eq. (3).

De forma andloga, a medi¢do realizada no quinto qubit, no estado |0), fornece
po(fa(x)) = z — 22y, indicando a probabilidade de que f(x) pertenga ao conjunto com-
plementar, pela negagdo fuzzy padrdo Ng, associada a implicacdo QL entre A e B. Mas
po(x) # Is, ne1p(fa(x), fB(x)), 0 que mostra que a dualidade ndo corresponde a inter-
pretacdo da operacdo de complemento de conjuntos fuzzy. Uma interpretacdo quantum-
fuzzy andloga a implicacdo de Reichenbach € apresentada em [Botelho et al. 2026].

6. Analise das Simula¢oes Quanticas

Para avaliar a formulacdo quantica proposta da implicacdo QL, foram realizados experi-
mentos com o framework Qiskit [Qiskit 2023]. Dois modos de execu¢do foram considera-



dos: uma abordagem por vetor de estado para estimativa deterministica de probabilidades
e outra, baseada em disparos, shots, para aproximar os resultados de medicao sob amos-
tragem finita.

A Tabela 2 apresenta a comparacao entre as probabilidades simuladas a partir do
vetor de estado e os valores tedricos obtidos pela expressdo analitica I (x,y) = 1—z+x2y.
Como observado, os valores simulados coincidem exatamente com os resultados tedricos,
confirmando a correcdo da construcdo quantica proposta.

Tabela 2. Comparacao entre valores simulados e teéricos da implicacdo QL

T y | Simulado Teérico

0,20 0,30 0,81 0,81
0,20 0,60 0,82 0,82
0,50 0,30 0,58 0,58
0,50 0,60 0,65 0,65
0,80 0,30 0,39 0,39
0,80 0,60 0,58 0,58

Os valores de entrada x e y foram codificados em estados quanticos por amplitude,
em que cada valor v € [0, 1] ¢ mapeado em um estado de qubit tnico por meio da porta
de rotacdo R,(6), com § = 2arcsin(y/v). Essa codificacdo garante que a probabilidade
de medir o estado |1) é proporcional ao grau de pertinéncia.

O circuito na Figura 1 € implementado com cinco qubits, sendo o dltimo o qu-
bit de saida da implicacdo QL. A simula¢@o considerou o método de vetor de estado e
a abordagem baseada em shots, com 10.000 medi¢Oes. Adicionalmente, apresenta-se o
comportamento estatistico do circuito sob amostragem finita. A Figura 2 mostra os re-
sultados das medicoes, apds simulagc@o na plataforma Qiskit/IBM [Qiskit 2023], para os
casos z = 0,6 e y = 0,4, nos quais a probabilidade de medir o estado |1) aproxima-se do
valor tedrico.

QL implication circuit: x=0.6, y=0.4
10000

8000

6000

Counts

4000

2000

0 1

Figura 2. Histograma de medic6es para o circuito da implicacdo QL com z = 0,6 e y = 0,4.

Os resultados demonstram que o circuito quantico reproduz com precisio a ex-
pressdo analitica da implicacdo QL. Enquanto a simulagdo por vetor de estado fornece
concordancia exata, a simulacao baseada em shots aproxima os valores tedricos com um
desvio estatistico desprezivel, confirmando a robustez da abordagem proposta.



6.1. Comparaciao com a Implicacao de Reichenbach

A fim de avaliar melhor o comportamento da formulagdo quantica proposta, uma compa-
racdo com a implicacdo de Reichenbach foi realizada no mesmo cenério de simulagdo. A
implicacdo de Reichenbach é definida como Ir(x,y) = 1 — x + zy [Dai 2026], enquanto
a implicagdo QL adotada neste trabalho é dada por Iy (z,y) =1 — z + 22y.

Ambas as implicacdes foram implementadas no mesmo circuito quantico € com a
mesma estratégia de codificagdo, o que permite uma comparacgdo direta entre suas saidas.
Os resultados numéricos foram obtidos por simulacdo com vetor de estado, para garantir
uma estimativa exata das probabilidades.

Esses resultados sugerem que a implicagdo de Reichenbach produz, consistente-
mente, valores de saida mais altos do que a implicacdo QL para os mesmos pares de
entrada (z,y). Esse comportamento indica que a formula¢do de Reichenbach é menos
restritiva, enquanto a implicacdo QL introduz uma dependéncia mais forte em relacdo ao
antecedente por meio do termo quadratico 2y, o que leva a resultados mais seletivos. Es-
sas diferencas podem impactar a inferéncia na escolha da implicacao em aplicagdes como
sistemas de tomada de decisdo, nos quais se requer um comportamento de inferéncia mais
estrito ou mais suave.

A Tabela 3 apresenta uma comparacido numérica entre ambas as implicacdes para
valores de entrada selecionados.

Tabela 3. Comparagao entre as implicacoes QL e de Reichenbach

T y ‘ QL (I(z,y) =1 — x4+ x*y) Reichenbach (I(z,y) =1 — z + xy)

0,20 0,30 0,81 0,86
0,20 0,60 0,82 0,92
0,50 0,30 0,58 0,65
0,50 0,60 0,65 0,80
0,80 0,30 0,39 0,44
0,80 0,60 0,58 0,68

Esses resultados indicam que ambas as implicacdes podem ser implementadas
no mesmo arcabouc¢o quantico, sem modificagdes estruturais no circuito. No entanto,
suas diferentes formas algébricas conduzem a comportamentos de inferéncia distintos.
Enquanto a implicacido de Reichenbach fornece saidas mais suaves e menos restritivas,
a formulacdo QL enfatiza a contribuicdao do antecedente, o que pode ser desejavel em
aplicagdes que requerem fronteiras de decisdo mais estritas.

7. Estudo de Caso: Inferéncia de Crédito Hibrida Quantum-Fuzzy

Para ilustrar a aplicabilidade da formulagdo proposta, esta secdo apresenta um estudo de
caso de decisdo de crédito baseado em um modelo hibrido quantico-cldssico. A relagdo
fuzzy de decisdo € construida quanticamente por meio do operador /M Fg;, introduzido
na Sec¢do 5, ao passo que a etapa de inferéncia emprega a Regra Composicional de Infe-
réncia (RCI) [Acampora et al. 2022]. A construcio € uma recodificacdo quantica exata
do operador fuzzy clédssico e ndo estabelece vantagem computacional; sua contribui¢do é
tornar a QL-implicagdo compativel com o modelo de circuitos € com uma futura composi-
cdo inteiramente quantica. Nesse sentido, a constru¢ao generaliza o estudo de [Dai 2026],



que aplica o esquema de RCI quantico a implicacdo de Reichenbach, ao caso das QL-
implicacoes.

7.1. Modelagem do Problema

Considera-se o universo de entrada X = {z1,..., 25}, em que cada x; corresponde a
uma condicdo crediticia (renda alta, idade estdvel, pontuacdo adequada, baixo endivi-
damento e garantia suficiente), e o universo de saida Y = {y1, 2,93}, associado aos
termos de decisdo: “aprovado”, “revisar” e “rejeitado”. O conjunto fuzzy A codifica o
perfil favoravel de referéncia da regra “se o perfil é A, entdo a decisdo é B”, com graus
A; = pa(x;), ao passo que o conjunto fuzzy B codifica o consequente, com graus de
pertinéncia B; = pp(y;). Os dados de cada cliente sdo representados por uma observagao
C = A, comgraus ¢; = A/(xj). Avaliam-se trés clientes de perfis distintos: C'; (favo-
ravel), Cy (limitrofe) e C5 (desfavoravel). Trata-se de uma aplicagdo ilustrativa, na qual
X € interpretado como um indice de aptidao discretizado em condi¢des heterogéneas.
Os valores do antecedente A, do consequente B e das observacdes constam da Tabela 4.
Em uma modelagem completa, cada critério seria tratado como uma varidvel linguistica
propria, exigindo fuzzificacdo, uma base de regras e a representacdo conjunta dos ante-
cedentes por meio de produtos tensoriais. Neste trabalho, essas etapas sdo simplificadas
para isolar a implementagdo da QL-implicacao.

Tabela 4. Antecedente A com observacgoes dos clientes (C1, C2, C3) e consequente B.

Antecedente e observacoes Consequente
Condicao z; A; Gy Co Cs Decisaoy;  B;
renda alta 09 0,70 035 0,15 aprovado 0,8
idade estavel 0,7 0,60 030 0,10 revisar 0,5

pontuacdo adequada 0,8 0,62 0,30 0,15 rejeitado 0,2
baixo endividamento 0,6 0,50 0,20 0,10
garantia suficiente 0,5 055 028 0,10

7.2. Construcao Quantica da Relaciao de Decisao

A relagio fuzzy de decisio R € [0, 1]>*? é obtida aplicando-se a QL-implicagdo a cada
par condi¢do—decisao,

Rji=1IqL(A;,B) =1—A; + A B;, 1<j<5,1<i<3, (12)

na qual cada entrada corresponde a probabilidade p(]|1)) medida no qubit de saida do
circuito da Figura 1. Cada valor v € {A;, B;} é codificado em amplitude no estado
S,y = +/1 — v]0)++/v |1) por meio da porta de rotagdo R, (6,), com §, = 2arcsin(,/v),
de modo que p(|1)) = v, conforme a codificagdo descrita na Segdo 6.

A relacdo foi obtida em dois modos de execugdo: a simulacdo por vetor de es-
tado (deterministica), que fornece R*", e a execucdo com N = 10000 shots, que for-
nece a estimativa k. Com as linhas na ordem das condi¢des da Tabela 4 e as colunas
(aprovado, revisar, rejeitado), obtém-se

0,748 0,505 0,262 0,752 0,508 0,261
0,692 0,545 0,398 0,700 0,549 0,401

R =072 0520 0328, R=]0721 0524 0,330]. (13)
0,688 0,580 0,472 0,697 0,584 0,475

0,700 0,625 0,550 0,708 0,630 0,556



A concordancia entre R°Y e R é coerente com o erro de amostragem esperado: a es-
timativa p de uma probabilidade p a partir de N medi¢des possui desvio-padrio o; =

Vp(1—=p)/N < #ﬁ = 5 x 1072 para N = 10%. Os desvios observados entre as

duas matrizes, no maximo de ~ 9 x 1073, situam-se em torno de 2 ¢, confirmando que a
execucao por shots reproduz a relacao exata dentro da flutuacdo estatistica prevista.

7.3. Inferéncia por Composicao e Decisao

A classificacdo de cada cliente segue o método de RCI modificado de [Dai 2026], em
duas etapas. Na primeira, a regra € traduzida na relacdo R (Secdo 7). Na segunda, a
observagdo C' é realizada com R pela composi¢do soma—produto [# (t-conorma da soma
probabilistica Sp), produzindo o conjunto fuzzy de saida D sobre Y, cuja pertinéncia em
cada decisao y; €

5 5

D)= (¢ BY)=1-J[ (- RY), ie{1,23} (14)

j=1 j=1

Cada produto ¢; - R} pondera a compatibilidade do cliente com a condi¢do x; pela
forca da regra, e a soma—produto acumula essas cinco contribui¢des: D(y;) sé é baixa
se nenhuma condicdo sustentar a decisdo y;. Para o cliente C, e a decisdo de aprovacio
Y1, o célculo ocorre em trés passos. Primeiro, as contribuigdes por condigdo ¢; - RJ}:
(0,262; 0,208; 0,214; 0,138; 0,196). Em seguida, os complementos 1 — ¢; - I3, cujo
produto é 0,319; por fim, D(y;) = 1 — 0,319 = 0,681.

A decis@o final aplica duas faixas sobre a pertinéncia de aprovagdo D(y;) (sendo
y1 a decisdo “aprovado”): o crédito é aprovado se D(y1) > T,, rejeitado se D(y;) < 7., €
encaminhado a revisdo manual no intervalo [7,, 7,), com 7, = 0,70 e 7, = 0,50. Quanto
maior a aderéncia do cliente ao perfil favoravel A, maior é D(y,) e mais permissiva é
a decisdo. A Tabela 5 reune as saidas inferidas: as trés primeiras linhas correspondem
aos clientes sob a relacdo QL, que recaem, respectivamente, em aprovagao, revisao e
rejei¢do; a ultima linha apresenta, para o cliente limitrofe (', a inferéncia sob a relagdo
de Reichenbach Rﬁ = 1—- A, + A;B;. Para o mesmo (5, Reichenbach resulta em
D(y;) = 0,756 > 7, (aprovagdo), enquanto a QL-implicacgo (0,681 < 7,) o encaminha a
revisdo: a escolha do operador altera a decisao final, ainda que o circuito e a codificacio
permanec¢am inalterados.

Tabela 5. Saidas RCI D(y;) e decisao final (7, = 0,70, 7 = 0,50). As trés primeiras linhas usam a
relacao QL; a ultima, a de Reichenbach para C-.

Cliente Implicacido aprovado revisar rejeitado  Decisdo
C'1 (favoravel) QL 0,937 0,863 0,736 aprovado
C's (limitrofe) QL 0,681 0,576 0,448 revisar

C'5 (desfavoravel) QL 0,361 0,288 0,210 rejeitado
C's (limitrofe) Reichenbach 0,756 0,638 0,479 aprovado

Tal comportamento ndo € particular ao cliente em questdo, mas decorre de uma
propriedade estrutural das duas implica¢des, formalizada a seguir.

Proposicao 1. Para quaisquer conjuntos, antecedente A e consequente B, e uma obser-
vacdo C, a inferéncia baseada em QL-implicacdo é uniformemente mais conservadora
do que a baseada em implicacdo de Reichenbach, isto é, D9* (y;) < DE(y;), Vi.



Demonstra¢do. Como 2%y < xy, Va,y € [0,1], tem-se Io.(A;, B;) < Ir(4;, B) e,
portanto, RJC%L < Rﬁ para cada entrada em (A;, B;). Multiplicando por ¢; > 0, preserva-
se a desigualdade, chg‘%L < chﬁ. Como T'p e Sp sdo ambas operacdes mondtonas, nao
decrescentes, em cada argumento, segue que DL (y;) < DE(y;), Vy;. O

Sob a ética do risco de crédito, a Proposicdo 1 formaliza que a politica QL aprova
um subconjunto dos clientes aprovados pela politica de Reichenbach, reduzindo a exposi-
¢do a falsos positivos (inadimpléncia). O termo quadritico 22y traduz-se, assim, em uma
politica de concessao avessa ao risco, desejavel em cendrios que requerem fronteiras de
decis@o mais estritas, ao passo que a implicacdo de Reichenbach favorece uma concessao
mais permissiva.

8. Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou uma formulagdo quantica de implicacdes QL, baseada na inte-
gracao entre l6gica fuzzy e computacdo quantica. A abordagem proposta modela conec-
tivos fuzzy por meio de estados quanticos e operagdes em circuitos quanticos, permitindo
a interpretacao de graus de pertinéncia como probabilidades de medi¢ao. Mostrou-se que
a construgdo preserva o comportamento analitico da implicacao fuzzy. Experimentos re-
alizados com o Qiskit validaram o modelo proposto. A abordagem deterministica por
vetor de estado coincide com a formulagao tedrica até a precisao numérica, confirmando
a corretude da construcio quantica.

Uma andlise comparativa com a implicagdo de Reichenbach demonstrou, ainda,
que o arcabougo quantico proposto ndo se limita a um unico operador de implicacao.
Os resultados mostraram que diferentes implicagdes fuzzy podem ser implementadas na
mesma estrutura de circuito, produzindo comportamentos de inferéncia distintos, con-
forme sua formulagdo algébrica. Adicionalmente, um estudo de caso de decisdo de cré-
dito ilustrou a aplicabilidade da abordagem em um modelo hibrido quantico-cldssico, no
qual a relacao de decisdo € construida quanticamente pela QL-implica¢do e composta por
inferéncia relacional (método RCI), evidenciando, inclusive de forma analitica, o com-
portamento mais conservador da QL frente a implicacdo de Reichenbach. Conclui-se que
circuitos quanticos podem representar e computar operadores 16gicos fuzzy, fornecendo
uma base para a integracao de mecanismos de inferéncia fuzzy em modelos computacio-
nais quanticos. A formulacdo proposta contribui para o desenvolvimento de abordagens
quantum-fuzzy e sistemas inteligentes hibridos.

Como limitacdes, a validacdo restringe-se a simula¢des sem ruido e a um estudo
de caso ilustrativo, ndo demonstrando vantagem computacional ou generalizacdo para
outros dominios. Trabalhos futuros incluem execucao em hardware quantico, andlise de
escalabilidade, profundidade e custo dos circuitos, além da implementacdo quantica de
modelos de inferéncia simplificados e da etapa de composi¢do (RCI).
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