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Resumo. O presente trabalho compreende a andlise e avaliacdo de
implementagcoes do método Runge-Kutta em interface de programacdo para-
lela CUDA. Foram testadas 3 implementagées de segunda e quarta ordem do
método. Como resultados, foram feitas medicoes de performance e qualidade
das solugcoes numéricas das implementagoes encontradas na literatura.

1. Introducao

A maioria dos problemas matematicos ndo pode ser resolvida em uma sequéncia finita de
operacdes elementares, conforme demonstrado em [Chatterjee 2011]. Assim, a anélise
numérica entra como uma alternativa vidvel para calcular resultados aproximados com
precisdo suficiente para uso em aplicagdes cientificas e de engenharia, além de colaborar
nos estudos sobre programacao de modo geral.

Dentre os diversos métodos utilizados para a resolugdo numérica computacional
de equacdes matematicas, tem-se o método de Runge-Kutta [Butcher 2016]. Além de
calculos utilizados para dreas como construgdo civil, por exemplo, o algoritmo pode ser
utilizado para comparagdes e praticas em programac¢do sequencial ou paralela, além de
levantar dividas em como melhor constituir uma versao de cédigo paralelo.

Assim, o objetivo principal deste trabalho € reunir e analisar implementacdes de
versoes de codigo do Método de Runge-Kutta paralelizados em CUDA. A computagdo
sequencial do método pode ter um tempo computacional expressivo. Assim, usar o poder
computacional de GPUs torna-se um fator atrativo, sendo CUDA uma das interfaces de
programacdo de placas graficas amplamente difundida.

Implementacdes deste tipo ndo estdo disponibilizadas em pacotes de software
classicos, diferente de outros métodos numéricos, como os de resolucdo de sistemas line-
ares. Desta forma, o trabalho retine algumas implementa¢des encontradas, apresentando
resultados de tempo de execucdo para as mesmas.

2. Algoritmo de Runge-Kutta

O Método de Runge-Kutta serve para a resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordindrias
(EDO) [Butcher 1987]. Uma EDO pode ser definida por dy/dt = f(t,y). O método de
Runge-Kutta é representado pela igualdade:
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com a;j, b;, ¢; constantes proprias do esquema numérico. Caso a;; = 0 diz-se que o
esquema € explicito.

Cada método de Runge-Kutta consiste em comparar um polindmio de Taylor apro-
priado para eliminar o cédlculo das derivadas, fazendo-se varias avaliacdes da funcdo a
cada passo. Isso se deve porque o método de Runge-Kutta pode ser entendido como
um aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor estimativa da derivada da
funcado [Novotny et al. 2012].

O método de Runge-Kutta pode usar diferentes coeficientes ou pesos para os
calculos. Assim, pode-se utilizar algoritmos de segunda ordem (RK2) e de quarta or-
dem (RK4), por exemplo, sendo estes os mais populares. Os esquemas destas duas
implementagdes estd comparativamente apresentadas abaixo.

(RK2) (RK4)
at = f(t,y),y(t0) = y0 x' = f(t,y), y(t0) = y0
yn+1=yn+h/2(k1+k2) || yn+1=yn+ h/6(k1l + 2k2 + 2k3 + k4)
in+1=tn+nh in+1=tn+h
k1 = f(tn,yn) k1 = f(tn,yn)
k2 = f(tn+ kl,yn + h) k2 = f(tn+ h/2,yn + h/2k1)
k3 = f(tn+ h/2,yn + h/2k2)
k4 = f(tn + h,yn + hk3)
inclinagdo = tn + (k1 + k2)/2 || inclinagdo = (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6

3. Metodologia

Para a efetivacdo do trabalho foram buscados em repositérios de artigos. Entre os tra-
balhos encontrados, muitos nao disponibilizam o codigo-fonte das implementacdes. Por
causa disso foram pesquisados em repositorios no Github em busca de implementacdes
do método de Runge-Kutta usando CUDA. Os 3 cédigos selecionados foram:

Cédigo A': E um algoritmo eficiente, que exibe uma precisdo global de quarta
ordem, utilizando linguagem C++. A simulacdo de processos coloca altas demandas em
precisdo numérica, 0 que torna atraentes esquemas eficientes de alta ordem. O algoritmo
apresentado € uma adaptacdo para uso de campos vetoriais. Ele exibe a precisdo glo-
bal esperada de quarta ordem para ambos os problemas estudados e € o mais preciso e
eficiente dos métodos testados.

Cddigo B?: Este c6digo tem uma execugio parecida ao do Cédigo 1. Todas as
threads possiveis do sistema sao utilizadas. O programa ¢ eficiente, porém, tem alguns
problemas como a forma que ele trata os dados. Para isso, foi utilizada como alternativa
o uso de arquivos como bindrios e, portanto, sempre entrardo em conflito e exigirdo do
usudrio a intervengao a cada mesclagem. Isso faz a aplicagc@o néo ser tdo boa, porém, nao
faz ela ser menos eficiente.

IDisponivel em: https://github.com/rafamanzo/runge-kutta
Disponivel em: https:/github.com/Gwzlchn/CUDA-RUNGEKUTTA
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Figura 1. Tempo de execugao para RK2 e RK4 de 3 diferentes implementacoes

Cédigo C*: O cédigo foi desenvolvido em linguagem Python. O esquema Runge-
Kutta Fehlberg (RKF) foi especialmente desenvolvido para fornecer uma estimativa do
principal erro de truncamento local em cada etapa, conhecido como técnica de estimativa
de incorporacao [Wo et al. 2013]. Dois modelos de EDOs sdo executados para mostrar a
aceleracdo alcancdvel em comparacdo com a implementacao da CPU. Foi utilizado inici-
almente RK4, depois 0 EDO do Oscilador de Van der Pol [Dorodnitsyn 1953] e Atractor
de Lorenz [Sparrow 2012]. A precisao e eficiéncia do método implementado € perceptivel
para cada implementagdo. A precisdo alcancada por ambos os sistemas EDOs € altamente
desejavel. Portanto, pode-se concluir que a precisdo ndo ¢ um problema no GPU. O re-
sultado pode variar conforme os sistemas ODE variam. O cddigo utiliza aritmética real
do tipo float para resolver dy(i)/dt = F(t,y(1 : NEQN)) onde sdo passados os valores
iniciais de Y e das derivadas iniciais.

Uma vez identificados os pacotes, estes foram instalados e testados, sendo feitas
comparacoes, a fim de obter-se resultados numéricos e de execu¢do computacional. Em

todas as aplicagdes foi utilizada uma GPU Quadro M5000 de 8 GB de memodria RAM,
onde conseguiu-se obter diversos resultados.

4. Resultados

Os resultados de tempo de execugdo obtidos para as trés implementacdes testadas sdao
mostrados na Figura 1. No grafico é apresentado uma comparacao entre as operacoes de
RK2 e RK4 dos 3 cddigos escolhidos. Para fim de maior exatidao, 20 testes foram feitos
para obter-se um tempo médio de cada uma das trés aplicacdes.

E importante lembrar que os trés c6digos resolvem problemas distintos embora
os tempos de processamento sejam relativamente parecido entre as 3 implementacoes.
Também observa-se RK2 possui um tempo de computacao menor que RK4 para todas as
implementagdes, uma vez que o nimero de célculos a serem computados é menor.

3Disponivel em: https:/github.com/HajimeKawahara/grkf45



O cddigo A foi executado com dimensdes igual a x = 512, y = 512 e z = 128
usando lines, x = 256, y = 256 e z = 256 usando gaussiane xr = 128,y = 128 e z = 20.
usando rotation como campos vetoriais. O codigo B utiliza = 1000.000 e y = 9, ndo
utilizando um valor de z =. O cédigo C foi testado com uma dimensdo x = 10.000.

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados e comparados os dados provindos de implementag¢des
de Runge-Kutta paralelizados em CUDA, visando experimentar cddigos diferentes e
aplicagdes distintas aplicadas em vérias formula¢des matemadticas. Foram apresentados,
por meio de testes, resultados numéricos e visuais. Como resultado, obteve-se que a
implementagdo de aplicagcbes Runge-Kutta de segunda e quarta ordem, podendo assim
fazer célculos maiores em menor tempo.

Em célculos sequenciais pesados é possivel obter uma grande melhora utilizando
programacao paralela CUDA. A placa grafica, por ja ter um nimero grande de unidades
de computacao para carregamento, agiliza muito o tempo de execugdo e processamento
do cddigo, além de ter um impulso na eficicia do desempenho. Como trabalhos futu-
ros, pretende-se aplicar estas implementacdes de Runge-Kutta. Neste caso poderdo ser
incluidas versoes paralelas implementadas também em outras interfaces de programacao
paralela.
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