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Abstract. With the increase in the degree of parallelism in computer systems,
interest in parallel implementations to reduce execution times for the most
varied problems also increases. Knowing this, in this article we present two
parallel versions for the Gaussian Elimination problem, one in a multi-core
environment and the other using a GPU. The results obtained show parallelism
is advantageous in this case, with greater gains obtained with GPU.

Resumo. Com o aumento do grau de paralelismo nos sistemas
computacionais, aumenta-se também o interesse por implementacgoes
paralelas para reduzir os tempos de execucdo dos mais variados problemas.
Sabendo disso, neste artigo foram feitas duas versées paralelas para o
problema da Eliminac¢do Gaussiana, uma em ambiente multi-core e outra em
GPU. Os resultados obtidos mostram que o paralelismo € vantajoso neste
caso, com maiores ganhos obtidos com GPU.

1.Introducao

Sistemas lineares estdo entre os mais importantes problemas matematicos encontrados
em aplicagdes cientificas e industriais, sendo o método da eliminag@o de Gauss uma das
mais populares formas para resolvé-los. O sistema € resolvido com sucessivas operagdes
elementares sobre as linhas do sistema, “eliminando” todos os nimeros que ficam nas
colunas abaixo da diagonal principal ao zerar estes, o que transforma o sistema original
em um de mais facil resolucdo. Isso € explicado em detalhes em [Grcar 2011].

Sabendo da importancia deste algoritmo, € natural que ja existam inimeras
versdes de codigo para automatizar este problema. Dada a complexidade exponencial
para sua realizacido sequencial, contudo, torna-se interessante explorar estratégias para
sua execug¢do com menor tempo de execucdo. Tomando como base o cédigo sequencial
em C da Gauss Elimination, apresentado na maratona de programacao paralela [IEEE,
2010], este artigo apresenta os resultados de um estudo para a paralelizacdo do c6digo
com duas estratégias: usando OpenMP em ambiente multiprocessado com memoria
compartilhada, e usando CUDA para programagdo em GPU.

2. Aspectos gerais do problema

Para efeitos de sua resolucdo, um sistema de equacdes lineares pode ser representado
como um conjunto de matrizes em que Ax=B.

O objetivo de resolver esse sistema de equacdes € encontrar valores para as
incognitas de X, dados os valores de A e de B. Para sua resolugdo, o algoritmo de
Eliminacdo de Gauss utiliza a caracteristica das equagdes lineares de que qualquer linha
pode ser substituida pela mesma linha somada a outra linha multiplicada por uma
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constante, conseguindo assim, zerar todos os elementos de uma coluna abaixo de uma
linha de referéncia com a seguinte propriedade:
Aji = Aji+ Aii( —Aji/AiLi ) =0 (Eql)
Para minimizar problemas com decimais, esse procedimento € modificado para o
chamado pivoteamento parcial, em que uma linha é substituida pela pela linha abaixo
dela que possui o maior elemento absoluto na coluna que serd usada na eliminagdo.

2.1. Trabalhos relacionados

Dada a relevincia da resolu¢do de sistemas de equagdes, vdrios trabalhos ja foram
realizados procurando paralelizd-lo. Em [McGinn and Shaw 2002], foram apresentadas
duas solugdes de implementacdo paralelas para a eliminacdo de Gauss, a primeira
utilizando um ambiente com memdria compartilhada, com OpenMP. Nesta, as iteracoes
foram distribuidas de forma dynamic e static e depois comparadas, chegando a
conclusdo que a distribuicado dynamic funciona melhor por conta de sua habilidade de
distribuir novas iteragdes enquanto outras threads continuam ocupadas. Neste estudo,
também foi utilizada a distribuicao dinamica.

J4 em [Facci and Gongalves 2011], o objetivo foi implementar e analisar
algoritmos paralelos que resolvem sistemas de equagdes lineares. Foram feitos 2
experimentos, com os algoritmos de eliminacdo de Gauss e relaxamento Gauss-Seidel.
A estratégia de paralelizacdo utilizada para a elimina¢do de Gauss foi a de obter os
dados do sistema de equacdes (coeficientes e resultados) e os alocar em uma matriz,
para depois conseguir o nimero de threads e as criar. Cada thread se responsabiliza por
um subconjunto das equagdes a processar, associado ao seu nimero de identificacdo. Ao
comegar uma iteragdo, a thread verifica se a equacdo pivd que serd usada esta pronta,
para isso verificando o valor da varidvel barreira; caso contrario, a equagao ainda nao foi
processada ao ponto de poder ser usada como pivd, fazendo com que esta thread espere
na barreira até que a thread responsavel por aquela equacao termine de processa- la.

3. Metodologia

O trecho em que serd trabalhada a paralelizacdo do algoritmo de eliminagcdo de Gauss
utilizado como referéncia € apresentado no Algoritmo 1, com a varidvel a sendo a
matriz de coeficientes, b o vetor de resultados da equagdo, n o tamanho da matriz e m a
constante que serd calculada para zerar as linhas.

Algoritmo 1 Gauss elimination
l:fori=0ton-1do
2: forj=i+1tondo
33 mea[jllil/a[i]li]
4 fork=1tondo
5 a[jllk]le<aljllk]- a[i][k]*m
6: end for
7: b[jleb[j]- b[i]*m
8: end for
9: end for



Versdo em OpenMP":A estratégia de paraleliza¢io utilizada com OpenMP foi a
distribui¢cdo do célculo de cada linha da matriz de coeficientes e de cada posi¢do do
resultado das equacdes do sistema linear para uma thread do time. Nesse sentido, foi
atribuida uma forma de distribuicdo das iteracdes do tipo dynamic, uma vez que a carga
de trabalho em cada linha abaixo da linha atual pode variar em func¢do dos dados
presentes. Considerando as dependéncias de dados, o paralelismo adotado neste caso
consiste em utilizar multiplas threads no tratamento de cada coluna, zerando todos os
indices nesta posicdo em todas as linhas abaixo da linha atual. Para tanto, cria-se um
time de threads exclusivamente para dividir as iteracoes do segundo for no Algoritmo 1,
entre as linhas 1 e 2, como apresentado no trecho de cédigo a seguir. Vale ressaltar a
necessidade de que as varidveis k e m sejam privadas para cada thread, para evitar
manipulagdes indesejadas que podem resultar em erros de cédlculo.

#pragma omp parallel for private (k, m) schedule(dynamic)

Versdo em CUDA":A estratégia de paralelizagdo com CUDA foi semelhante a
escolhida com OpenMP. Com isso, o trecho de cddigo responsavel por esse calculo foi
adaptado para ser compativel com o ambiente de GPU de modo que a matriz de
coeficientes e o vetor de resultados foram alocados em espaco de memoria da GPU e foi
definido um grid e block de threads 1D. O trecho referente a paralelizagdo, a funcao do
kernel e sua invocacdo, € apresentado no Algoritmo 2, com as varidveis d_a e d_b
servindo para alocar a e b, respectivamente, no espago de memoria da GPU.

Devido a dependéncia de dados nos ajustes dos valores das colunas, o
paralelismo possivel esta associado ao nimero de linhas restantes abaixo da linha atual.
Caberd a cada thread usar um valor linearizado do seu indice l6gico (composto pela
identificagdo do bloco e da thread neste bloco) para determinar sua linha de atuagdo.

Outro aspecto importante € manter os dados manipulados na memdoria da GPU.

Algoritmo 2 Eliminacio de Gauss em CUDA

1: __global__ void gElim(double* a, double* b, int n, int 1) { // Funcdo em kernel
2: row < (i+1) + blockldx.x * blockDim.x + threadldx.x;
3: if (row <n) then

... // Mesmo que o Algoritmo 1, utilizando row para calcular a posi¢ao do vetor
4: fori=0ton-1do //Invocacdo da funcdo kernel na funcdo main

5: gElim <<< grid, block >>> (d_a, d_b, n, 1); // block = 64; grid = n / block
6: end for

4. Resultados e discussoes

Testes foram realizados para obter o tempo de execucdo das versdes paralelas e
sequencial, com uma matriz quadrada de tamanho 4000. Um computador com 32 CPUs

'Disponivel em: https://github.com/VMila/GaussElimination.git



foi usado para testar a versdao multi-core. Ja a versao em GPU, foi testada em ambiente
de Google Collab, usando uma GPU Tesla T4.

® OpenMP @ CUDA = 1024x1024 = 2048x2048 4000x4000
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Figura 1. Tempos de execucao e Speedup com OpenMP

A Figura 1, a esquerda, mostra a comparacdo de tempo em segundos de cada
versdo, sendo que 10 execucdes foram feitas para chegar a média de tempo de cada
tamanho diferente. E possivel ver que, na versio em OpenMP, o niimero de threads que
obteve melhor resultado foi com 16. Enquanto isso, na versdao em CUDA o tempo de
execu¢do foi minimo quando o tamanho de bloco era igual a 32. A Figura 1, a direita,
mostra os speedups obtidos para os diferentes nimeros de threads com OpenMP. A
Tabela 1 mostra as aceleragdes (speedups) com CUDA, usando blocos com 32 threads.

Tabela 1: Speedup obtido com CUDA, usando 32 threads por bloco.

Speedup / Tamanho 1024 x 1024 2048 x 2048 4000 x 4000
CUDA 4.49 7.84 6.27

5. Conclusoes

Este trabalho investigou a paralelizacdo do algoritmo de elimina¢do de Gauss para a
resolucdo de um sistema de equagdes lineares. Utilizando dois ambientes diferentes,
multiprocessador com memoria compartilhada e GPU, foi possivel obter ganhos de
desempenho com o paralelismo. Os testes mostraram que ambas as implementacoes
paralelas sdo vantajosas quando comparadas a sequencial, mas a execu¢do em CUDA
demonstrou melhor desempenho. Quando comparados aos trabalhos de [McGinn and
Shaw 2002] e [Facci and Gongalves 2011], percebe-se que os resultados obtidos foram
melhores, jd que nesses trabalhos, os speedups relatados foram todos inferiores a 5.
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