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Abstract. This study investigates the reduction of the 3-SAT problem to Inde-
pendent Subset in graphs, preserving the NP-complete complexity of the original
problems. The methodology uses the 3-SAT mathematical structure to translate
Boolean clauses into graphical relationships, enabling the verification of inde-
pendent sets. The results show that this approach can offer efficient and scalable
solutions, useful in consistency checks in specialized systems, optimization of di-
gital circuits and other complex computational challenges.

Resumo. Este estudo investiga a reducdo do problema 3-SAT para Subconjunto
Independente em grafos, preservando a complexidade NP-completa dos proble-
mas originais. A metodologia utiliza a estrutura matemdtica do 3-SAT para tra-
duzir cldusulas booleanas em relagées grdficas, viabilizando a verificacdo de
conjuntos independentes. Os resultados mostram que esta abordagem pode ofe-
recer solugoes eficientes e escaldveis, iiteis em verificacoes de consisténcia em
sistemas especialistas, otimizagdo de circuitos digitais e outros desafios compu-
tacionais complexos.

1. Introducao

A reducdo de problemas e a complexidade de software desempenham papéis fundamen-
tais na resolugdo de desafios computacionais no mundo contemporaneo. Para estudar a
eficiéncia computacional de problemas computacionais quaisquer existe a area da Com-
plexidade Computacional [Papadimitriou 1994]. Em um contexto onde a tecnologia per-
meia todos os aspectos da vida, desde a comunicagado até a gestdo de recursos criticos, a
eficiéncia e a confiabilidade dos sistemas sdo cruciais. A complexidade excessiva pode
resultar em sistemas dificeis de entender, manter e escalar, aumentando significativamente
os custos e o risco de falhas. Portanto, a simplificacao ndo apenas melhora a qualidade
do software, mas também reduz os potenciais pontos de falha, promovendo maior esta-
bilidade. Complexidade significa o nivel de dificuldade em compreender e verificar um
software programa ou um determinado componente de software [Committee et al. 1990].

Na prética, a reducdo de problemas envolve identificar e eliminar redundancias,
simplificar algoritmos e arquiteturas, e adotar abordagens mais elegantes e eficientes. Os
beneficios da teoria da reducdo de problemas na complexidade do algoritmo incluem me-
nor custo computacional, maior eficiéncia de pesquisa e abordagem da sobrecarga cog-
nitiva para os tomadores de decisdo [Sinha et al. 2013]. A reduc¢do objetiva na teoria da



complexidade do algoritmo pode tornar problemas com muitos objetivos solucionéveis,
removendo objetivos ndo essenciais, melhorando a eficiéncia da pesquisa, o custo com-
putacional e a tomada de decisdes [Saxena et al. 2013].

O problema de Satisfatibilidade de ordem 3 (3-SAT) € um problema bem co-
nhecido como NP-completo e possui muitas aplicagdes praticas, como verificacdo de
consisténcia em bases de conhecimento de sistemas especialistas e sintese de circuitos
assincronos [Fallah et al. 1998]. A verificagdo de consisténcia € crucial para garantir que
nao existam conflitos entre as regras e fatos armazenados em uma base de conhecimento.
A complexidade deste problema pode ser abordada de forma mais eficiente ao transforma-
lo em um problema de Subconjunto Independente, facilitando a aplicagcdo de algoritmos
gréificos para encontrar solucdes consistentes.

Além disso, o 3-SAT € amplamente resolvido pelo mapeamento do algo-
ritmo de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) [Cané et al. 2023]. Outros ca-
sos de utilizacdo incluem a Inteligéncia Artifical por meio da rede de Hopfi-
eld [Hopfield and Tank 1989], automacdo de projeto eletronico [Pan and Chu 2023] e
computacdo molecular, como demonstrado por Lipton [Lipton 1995] para aproveitar o
paralelismo proporcionado pela computagdo de DNA [Braich et al. 2002]. Este trabalho
examina a viabilidade de solu¢do do problema 3-SAT por meio da redugdo para o pro-
blema de Subconjunto Independente, demonstrando como essa transformagao preserva a
complexidade original e pode ser uma alternativa de solu¢do de problemas comuns do
3-SAT.

O artigo € estruturado em cinco se¢des, além da introducgdo, divididos da seguinte
forma. A Secdo 2 discute conceitos chave para a compreengdo deste trabalho.A Secao 3
descreve os procedimentos e técnicas utilizadas na pesquisa. Na Secao 4, sao apresentados
os dados obtidos e suas andlises. E por fim, a Se¢ao 5 resume as principais descobertas e
implicacdes do estudo, sugerindo possiveis direcdes para futuras pesquisas.

2. Fundamentacao Teérica

2.1. Reducao entre problemas

A reducdo entre problemas é uma técnica fundamental no projeto de algoritmos, per-
mitindo a transformac¢@o de um problema em outro, de modo que uma solucdo efici-
ente para o problema transformado possa ser utilizada para resolver o problema origi-
nal. A ideia intuitiva € utilizar um algoritmo que ja existe para um certo problema,
ou qualquer algoritmo que venha a ser criado para ele, para resolver outro problema
[Lintzmayer and Mota 2020]. A principal técnica usada para demonstrar que dois pro-
blemas sao relacionado € o de “reduzir’um ao outro, dando uma transformacgdo que ma-
peia qualquer instancia do primeiro problema em um instancia equivalente do segundo
[Garey and Johnson 1979].

Do ponto de vista matemaético, a reducdo entre problemas € formalizada pela
existéncia de uma fungdo computavel f que mapeia instancias sim de A para instancias
sim de B e, por consequéncia, instancias ndo de A para instincias ndo de B. Fazer
redugdes com essa garantia nos permite usar um algoritmo para o problema B sobre
f(14) de tal forma que se tal algoritmo responder sim, teremos certeza de que /4 € sim,
e se ele responder nao, teremos certeza de que /4 € ndo [Lintzmayer and Mota 2020]. A
Figura 1 ilustra o fluxograma de solucdo de um problema A por meio de um problema B.
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Figura 1. Fluxograma de ilustracao de solugcao de um problema A por meio de
reducao para um problema B. Fonte: [Lintzmayer and Mota 2020].

2.2. Classes de complexidade

A Complexidade Computacional caracteriza a complexidade de um problema a par-
tir da quantidade de recursos computacionais, como espaco € tempo, para resolvé-lo
[Moreira 2016]. Na complexidade computacional classificamos os problemas compu-
tacionais em classes de complexidade [Papadimitriou 2003]. Essas classes nos ajudam
a entender quais problemas podem ser resolvidos de forma eficiente e quais sdo in-
trinsecamente dificeis, requerendo mais recursos computacionais conforme aumenta a
complexidade dos problemas. Uma classe de complexidade € especificada pelo mo-
delo de computacdo e representa um conjunto de problemas relacionados aos recursos
computacionais baseados em complexidade na Teoria da Complexidade Computacional
[Rocha 2014].

Conforme definido por Cook [Cook 2021], P é a classe dos conjuntos re-
conheciveis em tempo polinomial, significando que existe um algoritmo que re-
solve o problema de entrada em um tempo que € uma funcdo polinomial do tama-
nho da entrada [Sipser 1996]. Informalmente, P pode ser definida como a classe
dos problemas de reconhecimento resolviveis por um algoritmo de tempo polinomial
[Papadimitriou and Steiglitz 2013].

NP € a classe das linguagens decididas por maquinas de Turing ndo deter-
ministicas em tempo polinomial [Papadimitriou 2003], contendo todos os problemas de
decisdo para os quais uma solucao pode ser verificada por uma mdaquina de Turing de-
terministica em tempo polinomial [Lucchesi 1979]. A classe NP-completo é um sub-
conjunto de NP, sendo os problemas mais dificeis dentro dessa classe. Um problema ¢é
NP-completo se todos os outros problemas em NP se reduzem a ele em tempo polino-
mial [Papadimitriou 2003]. Se um problema NP-completo puder ser resolvido em tempo
polinomial, entdo todos os problemas em NP também poderiam ser [Sipser 1996].

A classe NP-dificil inclui todos os problemas que sdo, pelo menos, tdo dificeis
quanto os problemas mais dificeis em NP, mas ndo precisam necessariamente estar em
NP [Sipser 1996]. Milhares de problemas sdo conhecidos por serem NP-dificil, e para
determinar se um problema € NP-dificil, deve-se verificar se alguém ja provou sua difi-
culdade ou usou um problema NP-dificil conhecido para isso [Tovey 2002].

2.3. Satisfabilidade de ordem 3 (3-SAT)

O problema SAT é um protétipo de problema NP-completo de fundamental importancia
na teoria da complexidade computacional, com muitas aplicacdes em ciéncia e engenha-
ria [Zhang et al. 2024]. Hipoteticamente, o problema de trés satisfatibilidades (3-SAT)
pode ser classificado como um problema NP-Hard classico [Choi 2011]. O problema de
satisfatibilidade considerard como uma tarefa de busca de uma atribuicdo de verdade que
satisfaca a expressao logica como verdadeira [Mansor and Sathasivam 2016]. Geralmente



SAT € uma logica booleana composta por trés literais que permitem escolhas de valores
para cada literal[Mansor et al. 2018].

Este problema tem sido hd muito tempo um cendrio combinatorial padrdao para
estudos algoritmicos e tedricos. A densidade d é um indicador crucial que caracteriza o
espaco de solucdes e sua dificuldade computacional. Para uma instancia 3-SAT com d
pequeno, o problema € subdeterminado e provavelmente satisfazivel, enquanto que com d
grande, ele é superdeterminado e provavelmente insatisfazivel [Zhang et al. 2024]. Dada
uma instancia ¢ de 3-SAT em forma normal conjuntiva (CNF), o problema é dado pela
Formula 1. De modo que cada [;; representa um literal booleano. A saida do problema
¢ determinar se existe uma atribuicdo de valores booleanos para as varidveis de modo a
formula seja satisfeita. Logo, ha uma atribui¢do de valores booelanos que deve tornar a
formula ¢ verdadeira.

gb = (111 vV l12 V llg) A (lgl V 122 vV lgg) VANV (Zml V lmz V lmg) (1)

2.4. Subconjunto Independente

Um Subconjunto Independente (SI) de um grafo € um conjunto de vértices tal que nenhum
par de vértices do conjunto € adjacente, ou seja, nao hd aresta conectando qualquer par
de vértices no subconjunto [Garey and Johnson 1979]. O Subconjunto Independente € o
problema no qual, dado um grafo G e um inteiro k, o objetivo € determinar se existe um
conjunto independente de G com tamanho pelo menos k [Iwata and Yoshida 2015].

O problema do Subconjunto Independente em grafos € um problema fundamental
em teoria dos grafos, onde o objetivo é encontrar o maior conjunto de vértices em um
grafo tal que nenhum par de vértices esteja conectado por uma aresta. Um conjunto [1, k]
independente em um grafo é um subconjunto onde cada vértice v V S € adjacente a pelo
menos um, mas nao mais que k vértices em S, e o problema de decisdo relacionado a este
conjunto é NP-completo [Chellali et al. 2014].

Formalmente, dado um grafo G = (V, E'), um subconjunto S C V' é considerado
independente se para todo par de vértices u, v € S, ndo existe uma aresta (u,v) € E. O
problema busca encontrar S maximizando |S|, o tamanho do conjunto independente. Um
conjunto independente de um grafo G = (V, E) € um conjunto S C V' tal que G[S] ndo
tem arestas [Iwata and Yoshida 2015].

3. Trabalhos Relacionados

Nesta se¢do, revisamos estudos relevantes que exploram a aplicagdo de algoritmos e teo-
rias de redu¢do em problemas NP-completos, com um foco especial em 3SAT e problemas
de grafos. Embora tenhamos procurado por trabalhos relacionados ao problema do Sub-
conjunto Independente, ndo encontramos material significativo. Por isso, concentramos
nossa analise em pesquisas que abordam problemas de grafos, onde a literatura existente
oferece diversas abordagens para a compreensao e reducao desses problemas complexos.

O artigo de [Gibney et al. 2020] foca em redugdes rigidas do problema de sa-
tisfatibilidade de férmulas booleanas gerais (Férmula-SAT) para dois novos problemas:
correspondéncia de padrdes em graficos rotulados (PMLG) e isomorfismo de subarvore.
Destaca-se que as redugdes da Formula-SAT sdo mais plausiveis e trazem consequéncias



até para melhorias logaritmicas nos limites superiores de um problema, ao contrério das
reducdes usuais da CNF-SAT. Além disso, o artigo utiliza técnicas semelhantes as usa-
das em redugdes anteriores, mas aplicadas em um contexto mais simples, facilitando a
compreensao das técnicas envolvidas.

O artigo de [Kusper et al. 2020] foca na comparagdo de diferentes modelos de
conversao de problemas 2-SAT e 3-SAT em grafos direcionados, com destaque para o
Modelo Balatonboglar e sua versao simplificada. O estudo inclui a apresentagdo de exem-
plos e resultados de benchmarks utilizando o CSFLOC, analisando como o tamanho dos
arquivos e o nimero de cldusulas ndo utilizadas variam com a densidade do grafo repre-
sentado.

O artigo de [Karve and Hirani 2021] tem como objetivo explorar a intersecao entre
a satisfatibilidade e a teoria dos grafos por meio do problema de decisao GraphSAT. A me-
todologia empregada envolve uma anélise aprofundada das relacdes entre esses dois cam-
pos, buscando estabelecer conexdes significativas. Os autores apresentam informagdes
sobre como a satisfatibilidade e a teoria dos grafos se relacionam, culminando em um
resultado que contribui para a compreensao e avanco dessas areas de estudo.

O artigo de [Marchetti and Bodily 2022] apresenta uma ferramenta visual para
ajudar os alunos a entender o processo de reducdo entre 3SAT e CLIQUE, abordando
os desafios no ensino de conceitos tedricos de ciéncia da computagdo.A ferramenta de
visualizagdo serve como um recurso pratico para educadores para facilitar o aprendizado e
a compreensao de topicos tedricos complexos, como NP-completude e teoria da redugio.
As conclusdes ressaltam a importancia de ferramentas interativas em ambientes educa-
cionais para tornar os conceitos abstratos mais acessiveis e melhorar a compreensdo e
reteng@o dos alunos dos principios tedricos da Ciéncia da Computacao.

Tabela 1. Comparacao de Trabalhos Relacionados

Trabalho I 1I 111 IV

[Gibney et al. 2020] Sim Sim Nao Sim
[Kusper et al. 2020] Nao Sim Nao Sim
[Karve and Hirani 2021] Sim Sim Nao Sim
[Marchetti and Bodily 2022] Sim Sim Nao Sim
Este artigo Sim | Sim | Sim | Sim

I - Faz reducdo entre problemas; II - 3-SAT; III - Subconjunto Independente; e IV -
Grafos;

A Tabela 1 compara este trabalho com outras pesquisas, destacando sua di-
mensdo ao cobrir todas as dimensdes consideradas: I-Reducdo entre problemas, II-3-
SAT, IlI-Subconjunto Independente e IV-Grafos. Este trabalho se diferencia dos estudos
[Gibney et al. 2020], [Karve and Hirani 2021] e [Marchetti and Bodily 2022], que nao
abordam o subconjunto independente, e de [Kusper et al. 2020], que nao inclui a redugao
entre problemas. Ao oferecer uma cobertura completa, este artigo apresenta uma solugao
mais robusta e integrada, potencialmente promovendo avangos na teoria dos algoritmos e
suas aplicacoes praticas.



4. Metodologia

Esta secdo apresenta a metodologia deste trabalho que consiste na andlise de algoritmos e
em investigar a redu¢cdo de problemas NP-completos. O principal objetivo deste trabalho
€ analisar a viabilidade de solu¢@o do problema 3-SAT por redugdo para o Subconjunto
Independente de modo que possam ser aplicados no contexto de utilizacdo do mundo real.
A Figura 2 apresenta a visao geral da metodologia utilizada neste trabalho.

Converter formula Resolver
booleana para Subconjunto
grafo Independente

Férmula 3-SAT

Figura 2. Fluxograma da metodologia aplicada a este trabalho.

O Algoritmo 1 converte uma férmula 3-SAT em um Grafo G(V, A), de modo a
permitir a visualiza¢do e manipulacdo das relacdes entre varidveis e clausulas de forma
grafica. Inicialmente, o conjunto de vértices V' e o conjunto de arestas A sdo iniciados
como vazios. Para cada clausula na féormula, sdo extraidos os literais e adicionados ao
conjunto de vértices, caso ainda nao estejam presentes (Linha 6 a 10). Em seguida, arestas
sdo adicionadas entre os vértices correspondentes aos literais, estabelecendo conexdes
que refletem a estrutura da cldusula (Linha 11 a 15). Adicionalmente, para cada varidvel
da férmula, sdo criadas arestas de incompatibilidade entre os vértices que representam a
varidvel e sua negacdo, garantindo que estas relacdes sejam mantidas no grafo resultante.
Ao final, o algoritmo retorna o grafo G(V, A), que encapsula a estrutura 16gica da férmula
3-SAT em um formato adequado para anélise gréfica.

O Algoritmo 2 visa determinar a existéncia de um Subconjunto Independente de
tamanho £ em um grafo G(V, A). Inicialmente, o algoritmo itera sobre todos os subcon-
juntos de vértices de tamanho k, verificando se cada subconjunto satisfaz a condi¢do de
independéncia (Linha 2). Para isso, verifica-se se hd alguma aresta conectando quaisquer
dois vértices dentro do subconjunto (Linha 5 a 8). Caso nenhum par de vértices esteja
conectado por uma aresta, o subconjunto € considerado independente. Se um conjunto
independente de tamanho % € encontrado durante a iterag¢do, o algoritmo retorna TRUE
(Linha 11); caso contrario, retorna FALSE (Linha 14), indicando a ndo existéncia de tal
Subconjunto no Grafo.

A combinagdo dos algoritmos apresentados permite resolver eficientemente o pro-
blema 3-SAT quando hd uma correspondéncia com o problema do subconjunto indepen-
dente em grafos. No contexto do problema 3-SAT, uma férmula é considerada satisfativel
se existe uma atribuicdo de verdade as varidveis que a torna verdadeira. A estratégia
de conversao da férmula 3-SAT em um grafo, conforme descrito no primeiro algoritmo,
transforma o problema em uma representacdo grafica onde as clausulas sdo mapeadas
como conexoes entre vértices.



Algorithm 1 Transformacdo de uma férmula 3-SAT em um grafo

1: function SAT3PARAGRAFO(F)
2 Entrada: Formula 3-SAT F
3 Saida: Grafo G(V, A)
4 G <+ Graph()

5: for each clause € F do
6

7

8

9

for each literal € clause do
if literal ¢ G then
G.add_node(literal)

: end if
10: end for
11: for i < 0 to len(clause) — 1 do
12: for j < ¢ + 1 to len(clause) do
13: G.add_edge(clause|i], clause[j])
14: end for
15: end for
16: end for
17: return G

18: end function

Algorithm 2 Verificar Subconjunto Independente de Tamanho &
Entrada: Grafo G(V, A), inteiro k
Saida: TRUE se existe um SI de tamanho k, FALSE caso contrario

1: function VERIFICARSUBCONJUNTOINDEPENDENTE(G, k)
2: for cada subconjunto S C V com |S| = k do

3: independente <— TRUE
4: for cada par de vértices (u,v) € S x S do
5: if (u,v) € A then > Se existe uma aresta entre u e v
6: independente < FALSE
7: break
8: end if
9: end for
10: if independente then
11: return TRUE
12: end if
13: end for

14: return FALSE
15: end function=0




Em seguida, o segundo algoritmo verifica se existe um conjunto independente de
tamanho k nesse grafo. Quando aplicado em conjunto, se o grafo resultante possui um
conjunto independente de tamanho igual ao nimero de clausulas na féormula 3-SAT, isso
implica na existéncia de uma atribuicao de verdade que satisfaz a férmula original. Por-
tanto, essa abordagem combinada oferece uma solucgdo eficaz e escaldvel para o problema
3-SAT, explorando as propriedades estruturais dos grafos para determinar sua satisfatibi-
lidade de maneira computacionalmente viavel.

5. Resultados

Nesta sec¢do, sdo apresentados os resultados obtidos a partir da reducdo do problema 3-
SAT para o Subconjunto Independente. Com base na metodologia adotada neste estudo
foi demonstrado que € possivel realizar a reducao entre os dois problemas de forma que
a complexidade computacional do 3-SAT, sendo NP-completo, é preservada no problema
de Subconjunto Independente.

Os algoritmos desenvolvidos para esta redu¢do, como exemplificado pelo Algo-
ritmo 1 que converte uma férmula 3-SAT em um Grafo, e o Algoritmo 2 que verifica a
existéncia de um conjunto independente de tamanho £, foram fundamentais para demons-
trar a aplicabilidade dessa metodologia. A transformacao da estrutura 16gica das cldusulas
3-SAT para representacdes em Grafos, seguida pela verificagdo estrutural de conjuntos in-
dependentes no grafo resultante, demonstra uma abordagem que pode resolver problemas
computacionais como a verificagdo de consisténcia em bases de conhecimento de sistemas
especialistas e sintese de circuitos assincronos resultando em respostas nao contraditérias
e confidveis.

6. Conclusao

Este estudo demonstrou que a redugdo do problema 3-SAT para o problema de Sub-
conjunto Independente em grafos € uma estratégia eficaz para preservar a complexidade
computacional dos problemas originais. A metodologia utilizada explorou a estrutura ma-
temadtica subjacente do 3-SAT, traduzindo-o em termos de grafos e permitindo a aplicacao
de técnicas bem estabelecidas para verificacdo de conjuntos independentes. Os resultados
obtidos destacam a viabilidade dessa abordagem em contextos onde a resolugdo exata de
problemas NP-completos como o 3-SAT € impraticdvel, mas solu¢des aproximadas sdao
aceitdveis e eficientes. Além disso, este estudo sublinha a relevancia dessa metodologia
em aplicagdes praticas, como verificacdo de consisténcia em bases de conhecimento de
sistemas especialistas e sintese de circuitos assincronos.

Para futuras investigacdes, recomenda-se explorar a extensdo e aplicagdo desta
metodologia em diferentes classes de problemas NP-completos além do 3-SAT. Investi-
gar a adaptacdo de outras reducdes para problemas relacionados, como o Problema do
Clique em grafos, pode proporcionar uma analise aprofundada da eficacia dessas abor-
dagens em diversos contextos computacionais. Além disso, estudos empiricos para ava-
liar o desempenho dessas técnicas em larga escala e em ambientes de computacao real
poderiam fornecer validagdes praticas importantes para sua aplicacdao. Adicionalmente,
explorar variantes heuristicas e algoritmos de aproximac¢do especificos para problemas
derivados dessa metodologia poderia ampliar ainda mais as possibilidades de aplicacdo
pratica dessas técnicas em problemas computacionais complexos.
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