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Abstract. The maximum cut problem is one of the central problems in combi-
natorial optimization, with various practical applications. This work aims to
conduct an exploratory analysis of graph instances for this problem using the
Big Mac Library. To this end, graph characteristics were extracted and analyzed
using statistical and visualization techniques to identify patterns and anomalies.
The results show significant correlations between some metrics and identify ou-
tliers that may influence the problem’s solution. It is concluded that the analysis
provides a solid understanding of the instances and makes the development of
machine learning predictive models for the maximum cut problem feasible.

Resumo. O problema do corte mdximo é um dos problema centrais na otimi-
zagdo combinatdria, com diversas aplicagoes prdticas. Este trabalho tem como
objetivo realizar uma andlise exploratoria de instdncias de grafos para esse
problema, utilizando a Biq Mac Library. Para isso, caracteristicas dos grafos
foram extraidas e analisadas por meio de técnicas estatisticas e de visualizacdo
para identificar padroes e anomalias. Os resultados mostram correlagoes sig-
nificativas entre algumas métricas e identificam outliers que podem influenciar
a solucdo do problema. Conclui-se que a andlise fornece uma base de entendi-
mento solida a cerca das instdncias e torna vidvel o desenvolvimento de modelos
preditivos de aprendizado de mdquina para o problema do corte mdximo.

1. Introducao

Segundo [Boros and Hammer 1991], o Problema do Corte Maximo € um dos problemas
centrais da otimiza¢do combinatéria. Ele consiste em encontrar um subconjunto S dos
vértices que define um corte de peso mdximo em um determinado grafo ponderado. Mais
especificamente, dado um grafo G = (V| F), onde V representa o conjunto de vértices e
E o conjunto de arestas, um corte € o conjunto de arestas que possuem exatamente um
ponto terminal em .S. O objetivo é encontrar o subconjunto .S dos vértices tal que a soma
dos pesos das arestas no corte seja maxima.

A figura 1 (a) apresenta uma instincia do problema do corte maximo, onde o
grafo G = (V, E) possui |V| = 5 vértices e | E| = 6 arestas ponderadas. Os vértices sao
numerados de 1 a 5, e as arestas possuem pesos associados. Ja a figura 1 (b) apresenta
uma solugdo 6tima para este problema. O conjunto de vértices considerado é S = 1, 3, 5.
O corte resultante, que € o conjunto de arestas que t€ém exatamente um de seus vértices
em S, é dado por (1,2),(1,4),(2,3),(2,5), (3,5), (4, 3). Portanto, o peso total do corte é
dado pelo somatério dos pesos das arestas de corte, resultando em 27.



(a) Instancia do Problema (b) Solugdo 6tima
Figura 1. Instancia do Problema do Corte Maximo

Dada a relevancia pratica do Problema do Corte Médximo, diversos algoritmos
tém surgido na literatura, especialmente porque ele faz parte da classe de problemas de
otimizacdo combinatéria, sendo que muitos problemas surgem diretamente em seu for-
mato, enquanto outros podem ser reduzidos a ele. Essa versatilidade proporciona ao Pro-
blema do Corte Maximo, uma ampla gama de aplica¢des, abrangendo dreas como and-
lise de redes sociais, agrupamento de dados, segmentagcao de imagens e fisica estatistica
[Agrawal et al. 2003, Otterbach et al. 2017, Sousa et al. 2013, Barahona et al. 1988].

Neste contexto, uma andlise exploratoria das instancias do Problema do Corte
Maiximo presentes na Biq Mac Library, apresentados no trabalho de [Wiegele 2007], pode
fornecer informacdes valiosas sobre as caracteristicas estruturais dessas instancias. Esta
biblioteca contém uma colecdo diversificada de instancias que variam em tamanho, de
20 a 500 vértices, e em complexidade, com diferentes propriedades como nimero de
triangulos, densidade, peso das arestas, comprimento médio do caminho entre vértices,
centralidade e coeficiente de cluster. A anélise dessas instancias pode revelar padroes e
tendéncias que influenciam a escolha e o desenvolvimento de algoritmos de solugdo.

Além disso, trabalhos anteriores também se concentraram na andlise exploratdria
de dados, ressaltando a importincia dessa abordagem para a compreensdo de problemas
complexos. Por exemplo, o estudo de [Jebb et al. 2016] demonstrou como a andlise ex-
ploratdria pode revelar padrdes ocultos em grandes conjuntos de dados, trazendo insights
fundamentais para a modelagem preditiva. Da mesma forma, [Ferreira 2022] apliccou
técnicas exploratdrias para analisar dados multivariados, destacando a identificacdo de
anomalias e a estruturacdo de dados para facilitar a interpretacdo dos resultados. Ou-
tro exemplo € o trabalho de [Wongsuphasawat et al. 2019], que utilizou entrevistas com
analistas de dados para entender os desafios e processos da andlise exploratdria, identi-
ficando correlagdes significativas e outliers que poderiam influenciar os resultados dos
experimentos.

A diversidade presente nas instancias do Biq Mac Library representa um desafio
significativo para modelos de aprendizado de maquina, pois a variabilidade em comple-
xidade e estrutura pode dificultar a capacidade de generalizacdo dos modelos. Portanto,
uma andlise detalhada dessas instancias € crucial para entender melhor suas caracteristicas
e para desenvolver algoritmos mais robustos e eficientes.

O restante deste trabalho estd estruturado da seguinte forma: na Se¢do 2 sdo apre-
sentados os conceitos e defini¢des necessdrios de teoria dos grafos, incluindo caracteristi-
cas estruturais, conectividade, distancias, centralidade e aglomeragdo. A Secdo 3 descreve
a criacdo e estruturacdo da base de dados das instancias do problema do corte maximo.



A andlise exploratdria das instancias é discutida na Secdo 4, onde sdo apresentadas as
distribui¢des das métricas, deteccao de outliers e andlise de centralidade. Finalmente, a
Sec¢do 5 conclui o trabalho, destacando os principais achados e sugestdes para pesquisas
futuras.

2. Conceitos, definicoes e medidads de grafos

Nesta se¢do, sdo apresentados alguns conceitos, defini¢des e medidas obtidas dos grafos
que serdo analisadas neste estudo como caracteristicas.

2.1. Estrutura de um grafo

* Numero de vértices: A quantidade total de vértices em um grafo é uma
medida fundamental que indica a quantidade de pontos de conexdo no grafo
[Diestel 2017];

» Numero de arestas e grau do vértice: O nimero total de arestas em um grafo
representa a quantidade de conexdes entre os vértices, ja o grau de um vértice é
definido como o nimero de arestas conectadas a ele [Shrimali and Shah 2020];

* Peso nas arestas: O peso das arestas em um grafo é um valor atribuido a

cada aresta que pode representar métricas relevantes como distancia ou custo
[Diestel 2017].

2.2. Conectividade e Componentes

* Subgrafo: Um subgrafo é um conjunto de vértices e arestas que pertence a um
grafo maior [Diestel 2017];

* Conexo: Um grafo é considerado conexo se existe um caminho entre quaisquer
dois vértices [Diestel 2017];

* Niumero de Componentes Conectados: O nimero de componentes conecta-

dos € a contagem dos subgrafos maximamente conexos dentro de um grafo
[Shrimali and Shah 2020].

2.3. Distancias e Caminhos

* Diametro: O didmetro de um grafo é o maior valor de distdncia minima entre
quaisquer dois vértices em um grafo conexo [Shrimali and Shah 2020];

* Excentricidade: A excentricidade de um vértice é a maior distdncia minima entre
esse vértice e qualquer outro vértice no grafo [Diestel 2017];

* Menores Caminhos: Representa os comprimentos dos caminhos mais curtos en-
tre todos os pares de vértices em um grafo conexo [Shrimali and Shah 2020];
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* Raio: O raio de um grafo é a menor excentricidade entre todos os vértices
[Diestel 2017].

2.4. Centralidade

* Centralidade de Grau: A centralidade de grau de um vértice é definida pelo
ndmero de arestas conectadas a ele [Latora et al. 2017];

* Centralidade de Intermediacio: A centralidade de intermediacdo de um vértice
¢ determinada pelo nimero de vezes que ele atua como intermedidrio ao longo
dos caminhos mais curtos entre outros dois vértices [Latora et al. 2017].



2.5. Aglomeracao e Clusterizacao

e Ndimero de Triangulos: Um tridngulo é um subgrafo de trés vértices onde cada
vértice estd conectado a ambos os outros vértices [Diestel 2017];

* Coeficiente de Aglomeracao: O coeficiente de aglomeracdo de um vértice € a
propor¢do de tridngulos que passam por esse vértice em relagdo ao nimero ma-
ximo possivel de tridngulos [Barabasi 2016];

* Transitividade: A transitividade do grafo € a razdo entre o nimero de triangulos
e o ndmero de trios conectados (trés vértices que sao conectados por pelo menos
duas arestas) [Barabasi 2016];

* Densidade: A densidade de um grafo é a razdo entre o ndmero de arestas e o
nimero maximo possivel de arestas [Shrimali and Shah 2020].

2.6. Visualizacao de dados

* KDE (Kernel Density Estimation): ¢ um método para estimar a funcdo de den-
sidade de probabilidade dos dados de entrada, capturando suas caracteristicas de
distribui¢do de forma suave e continua [Lin et al. 2020].

* Box-Plot: M¢étodo para demonstrar a distribuicio de um conjunto de
dados resumindo através de quartis e destacando potenciais outliers
[Almeida and Martins 2023].

3. Base de dados

A abordagem central na construc¢do da base de dados consiste em unir as instancias uma
abaixo da outra em um dataframe, organizando as caracteristicas estruturais dos grafos
em colunas, tais como nimero de vértices, nimero de arestas, nimero de tridangulos, peso
médio das arestas por vértices e densidade do grafo. Além dessas métricas globais, serdo
registrados os valores maximo, minimo e médio observados para caracteristicas especi-
ficas dos vértices, como centralidade e coeficiente de aglomeracdo. Essas medidas sao
cruciais para entender nao apenas a estrutura geral dos grafos, mas também as propri-
edades individuais dos vértices, que podem influenciar decisdes em andlise de redes e
otimizagao.

Para a criacdo da base de dados, foram utilizadas diversas bibliotecas e ferramen-
tas da linguagem de programacdo Python3. A implementacdo dos grafos e a determinagio
das caracteristicas de cada grafo foram realizadas por meio da biblioteca NetworkX. Para
a criagdo e manipulacdo da base de dados, utilizou-se a biblioteca Pandas. Adicional-
mente, as bibliotecas Seaborn e Matplotlib.pyplot deram suporte a anélise exploratdria
dos grafos, permitindo a criacao de visualiza¢des graficas. Toda a codificacdo feita para a
andlise exploratoria foi conduzida em notebooks Jupyfter, e o cddigo da EDA e a base de
dados completa esta disponivel no seguinte link: https://shre.ink/DtOA.

4. Analise exploratoéria

Nesta secdo, sdo apresentadas as andlises feitas das caracteristicas extraidas das instancias
dos grafos. A Secdo 4.2 retne graficos de densidade para a distribuicdo de média da
centralidade de grau, transitividade e densidade das instancias. A Sec¢do 4.3 aborda a
deteccao de outliers utilizando o método do intervalo interquartil (IQR), destacando a
proporcdo de valores extremos para diferentes caracteristicas dos grafos. A Secdo 4.4



examina a distribui¢do da centralidade de intermediacdo, com graficos que mostram a
dispersdo e a importancia relativa dos vértices na conectividade dos grafos. Finalmente,
a Secdo 4.1 apresenta estatisticas gerais das instincias, fornecendo uma visdo abrangente
das propriedades dos grafos analisados.

4.1. Estatisticas gerais das instancias

Nesta secao, sao discutidas as estatisticas descritivas das propriedades das 326 instancias
de grafos analisadas, conforme apresentadas na Tabela 1. Essas estatisticas incluem me-
didas de tendéncia central, dispersdo e extremos, proporcionando uma visdo abrangente
das caracteristicas estruturais dos grafos.

Tabela 1. Estatisticas descritivas das propriedades do grafo

Caracteristicas mean std min 25% 50% 75% max
Numero de vértices 1.5 x 10% 1.0 x 10% 2.0 x 10" 1.0 x 10% 1.0 x 10% 1.5 x 10% 5.0 x 102
Nimero de arestas 5.8 x 10 1.2 x 10* 1.1 x 10? 6.5 x 102 3.1x10* 50x10° 1.2x10°
Peso médio de aresta por vértice 1.1x10%  71x10® -35x10* —1.1x10! 1.0 x 10° 4.8 x 10" 54 x10*
Nimero de componentes conectados 1.0 x 10° 2.0 x 107! 1.0 x 10° 1.0 x 10° 1.0x10°  1.0x10° 4.0 x 10°
Diametro 3.0 x 10° 2.5 x 10° 1.0 x 10° 2.0 x 10° 2.0 x 10° 3.0 x 10° 2.0 x 10!
Excentricidade média 2.7x10°  2.5x10° 1.0 x 10° 2.0 x 10° 2.0x10°  3.0x10° 2.0 x 10!
Raio 2.6 x 10° 2.5 x 10° 1.0 x 10° 2.0 x 10° 2.0 x 10° 3.0 x 10° 2.0 x 10!
Densidade 49x 1071 3.7 x 107! 1.0x1072  1.0x107!  50x107" 9.0x 107" 1.1 x10°
Média centralidade 4.9x 107" 3.7x 107! 1.0 x 1072 1.0 x 107! 50x 107" 9.0x 107! 1.1 x 10°
Maéxima centralidade 56 x 1071 3.6x 107! 1.0x107%2 1.8x107!  6.0x107' 9.6x107' 1.1x 10°
Minima centralidade 42x107" 3.8 x 107! 0.0 x 10° 4.4 %1072 3.3x 107" 82x 107! 1.1 x 10°
Meédia centralidade intermediagdo 38x 1071 1.9x107!  51x107* 39x107'  49x107' 50x107' 5.0x 107!
Mixima centralidade intermediacio 7.1 x 107! 3.4 x 107" 74 x107% 6.7x107" 87x107' 92x107' 1.1x10°

Minima centralidade intermediacio 1.9 x 1072 2.4 x 1072 0.0 x 10° 0.0x10° 56x107% 3.6x1072 1.2x107!
Média coeficiente de aglomeragdo 78x 1072 1.7x 107! —45x1072 —25x107*  54x107° 43x107% 51x 107!

Méximo coeficiente de aglomeragio 1.3 x 107! 1.8 x 107! 0.0x10° 86x107% 25x1072 1.6x 107! 58x 107!
Minimo coeficiente de aglomeragio 2.8 x 1072 1.9 x 107! —-7.2x 107! —-3.1x1072 —-1.0x10"2 0.0 x 10° 4.8 x 107!
Nimero de triAngulos 3.0x10° 1.4 x10° 0.0 x 10° 1.9 x 10% 2.0x10*  1.2x10° 2.0 x 107
Transitividade 48 x 107t 3.7 x 107! 0.0 x 10° 1.0 x 107! 5.0 x 1071 9.0 x 107! 1.0 x 10°

A Tabela 1 apresenta as estatisticas descritivas das propriedades dos grafos pre-
sentes em todas as 326 instancias estudadas. As instancias apresentam um nimero médio
de vértices de 150, com um desvio padrao de 100. O valor minimo observado € de 20 vér-
tices, enquanto o maximo € de 500. Isso indica uma grande variabilidade no tamanho dos
grafos, abrangendo desde grafos pequenos até grandes redes complexas. O nimero médio
de arestas € de 5.800, com um desvio padrdo consideravel de 12.000, refletindo a diversi-
dade estrutural das instancias. O nimero minimo de arestas € 110, e o maximo é 124.000,
demonstrando a presenca tanto de grafos esparsos quanto densamente conectados.

A média do peso das arestas por vértice € 1.100, com um desvio padrao de 7.100.
A grande variacdo, com valores negativos € um maximo de 54.000, sugere uma diversi-
dade significativa nas métricas de peso atribuidas as arestas. As instancias apresentam um
nimero médio de componentes conectados de 1, com um desvio padrdo de 0.2, indicando
que a maioria dos grafos € altamente conectada, com poucos subgrafos desconectados. O
didmetro dos grafos, apresenta apresenca de um valor incomum, onde a média € 3, isto
€, embora a maioria dos grafos tenha um didmetro de 2 a 5, alguns t€m didmetros muito
maiores, como 20, o que € fora do comum em comparacdo com a maioria dos casos
analisados.

A excentricidade média € 2.7, com um desvio padrdo de 2.5, variando de 1 a 20.
Esta métrica reflete a variabilidade nas distdncias méximas de qualquer vértice para os
demais vértices no grafo. O raio médio também € 2.6, sugerindo a presenga de grafos



tanto compactos quanto mais espalhados. A densidade média dos grafos € 0.49, com um
desvio padrdo de 0.37. Os valores variam de 0.01 a 1.1, sugerindo uma ampla gama de
densidades, desde grafos muito esparsos até grafos completos. Note que a densidade de
1.1 sugere a presencga de lacos em um grafo, em pelo menos uma instancia das 326. Além
disso, a centralidade média segue a mesma tendéncia da densidade média, indicando a
variacdo na importancia relativa dos vértices dentro das redes.

O numero médio de triangulos ¢ 300.000, com um desvio padrao de 1.400.000,
variando de 0 a 20.000.000, indicando uma ampla variacdo na presenca de subgrafos
que formam triangulos. Essas estatisticas descritivas fornecem uma visdo abrangente das
propriedades estruturais dos grafos analisados e destacam a diversidade e complexidade
das instancias do problema do corte maximo.

4.2. Transitividade, centralidade de grau e densidade

As colunas Densidade, Transitividade e Média da centralidade do grau, conforme a Tabela
1, apesar de representarem caracteristicas distintas, possuem estatisticas bdsicas muito se-
melhantes. Por isso, foram selecionadas para anélise conjunta, com o objetivo de compre-
ender como essas caracteristicas dos grafos influenciam ndo apenas de forma individual,
mas também em conjunto.
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Figura 2. Distribuicao de Média da Centralidade de Grau, Transitividade e Densidade

A Figura 2 (a) revela que a média das centralidades de grau dos vértices e a tran-
sitividade exibem um KDE extremamente similar, com a densidade do grafo também
mostrando uma distribuic@o idéntica entre essas métricas. A Figura 2 (b) mostra que as
estatisticas bdsicas, como primeiro, segundo e terceiro quartil, sd3o também bastante se-
melhantes, com a densidade do grafo mantendo uma consisténcia equivalente. Essa con-
sisténcia sugere uma correlacdo estrutural significativa, sendo confirmada pela correlagao
de Pearson, que apresentou uma pontuagdao maxima de 1.0. Isso indica que instancias
do problema do corte madximo com maior transitividade tendem a apresentar uma média
mais alta das centralidades de grau de seus vértices, assim como uma densidade similar.

Por ultimo, o grifico KDE evidencia dois picos de densidade, sugerindo a pre-
senca de duas regides de alta densidade de dados, indicando duas populacdes distintas.
Além disso, a distribuicdo similar dessas métricas pode influenciar diretamente estraté-
gias de otimizagdo. Por exemplo, identificar regides com vértices de alta centralidade de
grau em grafos altamente transitivos e densos pode facilitar a identificagdo de cortes que
maximizem a separacao entre os dois clusters de vértices.



4.3. Deteccao de outliers

A Figura 3 mostra as porcentagens de outliers nas colunas da base de dados. Nota-se que
certas propriedades dos grafos nao seguem um padrao normal, conforme definido pelo
Intervalo Interquartil (IQR). Cada porcentagem indica a propor¢do de valores considera-
dos extremos em relagcdo ao restante da distribuicao de cada coluna [Moore et al. 2009].
Por exemplo, as porcentagens das colunas maximo, minimo e médio do coeficiente de
aglomeracao sugerem que uma parte significativa dos valores dessa propriedade do grafo
estd fora do intervalo intermedidrio entre o primeiro e o terceiro quartil da distribui¢ao
dos dados.

As porcentagens dessas trés colunas indicam que 31,90%, 24,85% e 15,03% das
326 instancias da base de dados apresentam valores considerados outliers em relagao aos
atributos especificos mencionados, refletindo uma alta varia¢ao substancial e caracteristi-
cas unicas nos dados analisados. Essa alta variacdo € ilustrada pelos gréficos de KDE e
boxplot dessas trés colunas, presentes na Figura 4, que evidenciam a distribui¢io desigual
e a presenca de valores extremos. Essas observacOes podem ser cruciais para estraté-
gias de clusterizacdo mais precisas e para a identificacdo de grupos distintos dentro do
conjunto de dados.
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4.4. Distribuicao de Centralidade de Intermediaciao

A Figura 5 fornece uma visdo sobre a centralidade de intermediacdo das instancias, des-
tacando a distribuicao dos valores minimos, médios € maximos dessas métricas. Andlisar
essa distribuicdo é crucial para encontrar detalher importantes da estrutura e conectivi-
dade dos grafos. Observando a minima centralidade, € perceptivel que os valores sdao
altamentes concentrados em torno de zero, esse agrupamento indica que muitos vértices
possuem um influéncia quase nula na conectividade geral dos grafos.

A média da centralidade apresenta uma distribui¢cao mais espalhada, com um pico
proximo a 0.5, indicando uma diversidade maior na importancia dos vértices em termos
de conexd@o. Com uma média de 0.49, hd uma quantidade significativa de vértices com
influéncia moderada, detalhe crucial para a manuten¢do da conectividade em varias ins-
tancias. Em contraste, a maxima centralidade de intermediacdo mostra uma distribui¢ao
ampla e menos concentrada, com um pico em torno de 0.87. Isso mostra a presenca de
vértices com alta centralidade de intermediacdo, que sdo essenciais para a conectividade
da rede, sdo os chamados “vértices-chave".
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Figura 5. Centralidade de Intermediacao

A Figura 6 representa um boxplot que fornece uma visdao complementar para os
valores de centralidade de intermediacdo. O boxplot da minima centralidade de inter-
mediacdo mostra baixa variacdo, com a maioria dos valores préximos de zero, embora
haja alguns outliers que indicam a presenca de vértices com centralidade um pouco su-
perior, mas ainda baixa. Esses vértices, apesar de ndo serem criticos, t€m um impacto
maior do que a maioria. Em contraste, o boxplot da média e maxima de centralidade mos-
tra variacoes e outiliers consideravelmente maiores, confirmando a presenca de vértices
extremamente importantes, como citado anteriormente.

Em termos praticos, a diversidade na centralidade de intermediacao pode ser per-
cebida pela consideravel variacao de distribuicdes, o que indica uma estrutura complexa
nos grafos, com exemplos bem claros de vértices que desempenham papéis importantes
na conectividade e outros que nao possuem tanta relevancia em termos de conexdo. Ao
identificar e reforcar vértices com alta centralidade de intermediacao, é possivel reforgar
a robustez dos grafos, levando em conta que esses vértices, por terem bastante influéncia
para a conectividade do grafo, se protegidos ou otimizados, podem prevenir fragmenta-
coes graves em casos de perda de dados ou falhas.
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Figura 6. Boxplot da Centralidade de Intermediacao

5. Conclusao

A andlise exploratdria das instancias do problema do corte maximo trouxe percepgdes
significativas a cerca das caracteristicas estruturais dos grafos. Foi observado que existe
uma correlagdo substancial entre a transitividade, a centralidade de grau e a densidade,
indicando que instdncias com maior transitividade tendem a ter vértices com maior cen-
tralidade de grau e uma densidade similar. Essas correlagcdes podem ser exploradas para
otimizar a identificacdo de cortes que maximizem a separacao entre clusters de vértices.

A detecgdo de outliers destacou a presenca de muitas variacdes nas caracteristi-
cas dos grafos, como o coeficiente de aglomeracdo e a centralidade de intermediacdo. A
andlise mostrou que certos vértices possuem uma influéncia desproporcional na conecti-
vidade dos grafos, sugerindo que a protecdo ou otimizacdo desses “vértices-chave"pode
aumentar a robustez dos grafos contra falhas.

Além disso, a andlise estatistica das instancias forneceu uma visao geral das pro-
priedades estruturais dos grafos, com €nfase na diversidade e complexidade das instancias
do problema do corte maximo. A presenca de valores extremos em vérias métricas reforca
a necessidade conhecida de algoritmos robustos, capazes de lidar com essas variacoes e
de aproveitar essas caracteristicas para melhorar o desempenho das solugdes.

Para trabalhos futuros, € esperada a utilizac@o das caracteristicas estruturais iden-
tificadas nesta andlise para construir modelos preditivos de aprendizado de médquina vol-
tados para o problema do corte mdximo. A expansao da andlise para incluir outras bibli-
otecas de instancias também pode fornecer uma visdo mais abrangente e contribuir para
a generalizacdo dos modelos desenvolvidos. A utilizacdo das informacgdes obtidas nas
andlises pode potencialmente melhorar a eficicia dos algoritmos de otimiza¢do utilizados
para resolver o problema do corte mdximo em diferentes contextos.
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