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Abstract. In this work we consider the problem of finding a set of vertices S
minimum of a graph Py-tidy G, such that the subgraph induced by G \ 8 is a
tree and § is a stable set. It was showed that this problem is NP-complete for
general graphs in [Brandstdadt et al. 1998]. We present an algorithm for finding
a minimum set 8 in Py-tidy graphs based on a characterization by minimal for-
bidden subgraphs. Through the analysis of the algorithm, we prove that this
optimization problem can be solved in linear time.

Resumo. Neste trabalho consideramos o problema de encontrar um conjunto
de vértices S minimo de um grafo P,-tidy G, tal que o subgrafo induzido por
G \ 8 seja uma drvore e 8 seja estdvel. Este problema foi provado ser NP-
completo para grafos gerais em [Brandstdidt et al. 1998]. Apresentamos um
algoritmo para reconhecimento de um conjunto & minimo nos grafos Pjy-tidy
baseado numa caracterizagcdo por subgrafos proibidos minimais. Através da
andlise do algoritmo, provamos que este problema de otimizagdo pode ser re-
solvido em tempo linear.

1. Introducao

Problemas de parti¢cdes em grafos estdo fortemente relacionados com outros tipos de pro-
blemas em teoria dos grafos. Por exemplo, podemos considerar o problema de decidir se
um grafo admite uma k-coloragdo [Saaty 1977] equivalente a decidir se este grafo pode
ser particionado em k conjuntos estdveis disjuntos; um grafo bipartido é um grafo que
no qual seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos estaveis dis-
juntos; assim como um grafo split [Foldes and Hammer 1977] € um grafo cujo conjunto
de vértices pode ser particionado em um conjunto estdvel e uma clique. Os problema de
particao tem despertado bastante interesse devido as pesquisas em grafos perfeitos e suas
aplicacdes. Enumerando algumas aplicacdes que podem ser abordadas através de proble-
mas de particionamento, podemos destacar: design de circuitos VLSI, segmentacdo de
imagens, agrupamento de pdginas web com contetidos relacionados entre si, distribui¢dao
de recursos e alocagdo de tarefas.

Dado um grafo GG, o problema de decidir se G possui um conjunto estdvel § tal
que G \ 8 induz uma darvore (grafo aciclico e conexo) é conhecido STABLE TREE. Em



[Brandstddt et al. 1998] foi mostrado que este problema ¢ NP-completo mesmo quando
restrito a grafos de grau maximo 3. Entretanto, foi observado também que este pro-
blema admite solu¢cdes em tempo polinomial para certas subclasses de grafos. Em
[Huang and Chu 2007] foi mostrado que este problema pode ser resolvido em tempo po-
linomial para grafos bipartidos de grau maximo 3 que ndo contém vértices de grau 2. Em
[Silva et al. 2018], mostrou-se que este problema pode ser reconhecido em tempo linear
para a classe de grafos Pj-tidy através de uma caracterizacao por subgrafos proibidos mi-
nimais. A importancia da classe Pj-tidy para o estudo dos grafos perfeitos vem do fato
de existirem subclases de P,-tidy, como os cografos, que pertencem aos grafos perfeitos,
de modo que os resultados encontrados para esta classe também podem ser aplicados em
suas subclasses.

Neste trabalho estendemos o resultado encontrado em [Silva et al. 2018] mos-
trando que tal caracterizacdo por subgrafos proibidos pode ser utilizada para construir
um algoritmo que resolve em tempo linear a versdo de otimizacdo deste problema de de-
cisdo, isto é, dado um grafo P,-tidy G, podemos encontrar um subconjunto de vértices
8 C V(G) minimo tal que G \ 8 seja uma drvore e 8 é estavel em tempo linear.

2. Preliminares

Seja G um grafo, utilizamos V' (G) e E(G) para denotar seu conjunto de vértices e arestas,
respectivamente. Denotamos por G \ X o grafo obtido pela remogdo do conjunto de
vértices X C V(G) e das respectivas arestas com alguma das extremidades em X. Um
conjunto estdvel é um subconjunto de vértices de um grafo G tal que quaisquer dois
vértices sdo nao adjacentes.

Um grafo GG € dito da classe P,-tidy se para qualquer P, (caminho formado
por 4 vértices) induzido H de G, existe no maximo um vértice fora de H que junta-
mente com trés vértices de H induzem no méaximo um F,. Esta classe foi apresen-
tada por [Roussel et al. 1999] para generalizar a ja conhecida classe dos grafos com
poucos P,’s. Uma caracterizagdo estrutural para os grafos Pj-tidy foi apresentada em
[Giakoumakis et al. 1997].

As caracteristicas da decomposicao modular em grafos Pj-tidy foram estudadas
em [Giakoumakis et al. 1997] e eles também forneceram uma caracterizagao estrutural
para esta classe, garantida pela construcdo unica (a menos de isomorfismos) do grafo e
de sua drvore primeval. Para apresentar esta caracterizacdo precisamos primeiramente
definir aranha e quase-aranha, como consta em [Jamison and Olariu 1995].

Definicao 1. Um grafo G é uma aranha se V (G) admite uma particdo S, K e R, onde
R é denominado cabeca, tais que:(i) K é uma clique, S um conjunto independente e
|S| = |K| > 2; (ii) Todo vértice de R ¢é adjacente a todos os vértices de K e ndo é
adjacente a nenhum vértice de S; (iii) Existe uma bijecdo f entre S e K tal que para todo

x €S8, ouN(zx)={f(x)} ouparatodoxr €S, N(x)=K\{f(z)}.

Uma aranha € dita magra se paratodo = € S, N(z) = {f(x)}. Caso contrario é
dita gorda.
Definicao 2. Dizemos que G é uma quase-aranha se G' é um grafo obtido a partir de uma
aranha S = (S,K,R) com a substituicdo de um vértice v € S U K por um grafo H
isomorfo a K5 ou K,, onde os vértices de H tém a mesma vizinhanca de v.




Analogamente, uma quase-aranha é dita magra se foi obtida a partir de uma aranha

magra, caso contrdrio € dita gorda.
Teorema 1. [Giakoumakis et al. 1997] Um grafo G é P,-tidy se e somente se para todo

subgrafo induzido H de G, exatamente uma das condicdes abaixo ¢ satisfeita: (a) H é
desconexo; (b) H é desconexo; (c) H é uma aranha, tal que a cabeg¢a induz um grafo
Py-tidy; (d) H é uma quase-aranha, tal que a cabeca induz um grafo Py-tidy; (e) H é
isomorfo a Cy (ciclo induzido com 5 vértices), Ps (caminho induzido com 5 vértices) ou
P5 (complemento de um caminho induzido com 5 vértices); (f) H possui exatamente um
vértice ou V(G) = (. O

Teorema 2. [Silva et al. 2018] Seja G um grafo P,-tidy. G possui uma particdo STABLE
TREE se, e somente se, existe no mdximo um componente conexo ndo trivial G' em G, e
G/ é livre dos grafos I{47 (P4 U Kl) + ]2, Hl(net), [2 + 2K2, ]2 + _[2 + [2 ou W5(wheel).
0

A partir do teorema acima foi mostrada a constru¢do de um algoritmo para o
reconhecimento de grafos Pj-tidy em tempo linear. As demais defini¢des necessarias
para este trabalho podem ser encontradas em [Giakoumakis et al. 1997].

3. Caracterizacao do conjunto S minimo

Teorema 3. Seja G um grafo Py-tidy. O reconhecimento de um conjunto 8§ C V(G)
minimo tal que G \ 8 € aciclico e conexo pode ser realizado em tempo polinomial.

Prova. Seja G um grafo P;-tidy. Podemos utilizar o algoritmo apresentado em [Silva,
2018] para decidir se G' admite uma particio STABLE TREE. E evidente que se G nio
admite uma particdo STABLE TREE entdo ndo existe tal conjunto 8 C V(&) minimo,
assim, considere G sendo um grafo que admite uma particio STABLE TREE.

Pela caracterizacao apresentada no Teorema 1 devemos analisar os seguintes casos
de G:

Caso 1. G é desconexo.

Como G admite uma particdo STABLE TREE, podemos afirmar pelo Teorema 2
que GG possui no maximo um componente conexo ndo trivial. Sendo assim, considera-
remos dois subcasos: (i) G € livre de componentes conexos nao triviais e; (ii) G possui
exatamente um componente conexo nao trivial.

Por questdes de espaco as provas dessa se¢ao foram omitidas.
Caso 2. GG é conexo e G é desconexo.

Pelas propriedades da decomposi¢cao modular, escreva G como a jun¢do de k com-
ponentes G;’s tais que G = G1+ G+ - -+ Gy, com k > 2 e cada G; é Py-tidy e STABLE
TREE-particionavel. Analisaremos trés subcasos: (i) k > 4; (ii) k = 3 e; (iii) k = 2.

Por questdes de espaco as provas dessa se¢ao foram omitidas.

Caso 3. GG e GG sdo conexos.

Observe que neste caso, como temos que G ndo é desconexo e G também nio,
pelo Teorema 1, temos os seguintes trés subcasos a serem analisados: (i) G é isomorfo a
uma aranha; (ii) GG € isomorfo a uma quase-aranha e; (iii) G é isomorfo a Ps, P5 ou (5.

Por questdes de espaco as provas dessa se¢ao foram omitidas.

Pela anélise de todos os casos concluimos que € possivel obter um um conjunto &
minimo de G em tempo polinomial. ([



3.1. Algoritmo de Reconhecimento

Corolario 1. Podemos construir um algoritmo linear para o reconhecimento de um con-
junto & minimo.

Prova. Através dos passos da caracterizacdo do Teorema 3 podemos construir um al-
goritmo que resolve este problema em complexidade de tempo linear e sua corretude
segue diretamente da demonstracdo. Na entrada, o algoritmo recebe o grafo original
e sua arvore de decomposicdo, obtida em tempo linear pelo algoritmo apresentado em
[Baumann 1996]. Em sua saida, o algoritmo retorna o conjunto § de tamanho minimo tal
que G \ 8 é uma arvore. Cada passo do algoritmo executa em tempo constante ou num
numero constante de iteracdes sobre os vértices e cada chamada recursiva diz respeito
a uma subparte exclusiva do grafo. Destes fatos podemos determinar a linearidade do
algoritmo. Sua implementa¢do pode ser consultada em [Silva et al. 2019]. U

4. Conclusao

Com este trabalho os autores acrescentam mais um importante resultado na linha de es-
tudo dos problemas de parti¢cdo na familia dos grafos com poucos F,’s. Sendo a classe
Py-tidy uma superclasse dos grafos Pj-esparsos, Pj-esparsos extensiveis, Pj-redutiveis,
Py-redutiveis estendidos e cografos, este resultado segue diretamente para estas subclas-
ses. Em trabalhos futuros os autores desejam concluir esta anélise para a classe Py-laden e
Pj-laden estendido, finalizando assim o estudo deste problema para esta familia de grafos.
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