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Abstract. In this work we introduce, describe and implement algorithms for
generation of graphs and solving classical problems, aggregating to the web
platform Graph Problems, aiming to didactical and scientific use. We appro-
ach the generation of chordal graphs, grids and cartesian products, as well as
solving the maximum clique, maximum independent set and maximum matching
problems.

Resumo. Neste trabalho, introduzimos, descrevemos e implementamos algorit-
mos de geracdo de grafos e solucdo de problemas cldssicos, agregando a pla-
taforma web Graph Problems, para fins diddticos e cientificos. Abordamos a
geracdo de grafos cordais, grades e produtos cartesianos, bem como a solucdo
dos problemas da clique mdxima, conjunto independente mdximo e emparelha-
mento mdximo.

1. Introducao

A teoria dos grafos € um campo de estudos essencial para a ciéncia da computagao,
tratando de uma das mais abrangentes estruturas de dados que sao os grafos. Este campo
¢ utilizado no dia a dia de profissionais de sistemas de informacao e andlise de dados, de
pesquisadores académicos ou empresariais, bem como professores e estudantes da drea
da informatica.

Dois ramos interessantes da teoria dos grafos sdo: dividir grafos em familias que
compartilham caracteristicas comuns e outro € a modelagem de problemas que podem ser
resolvidos por algoritmos em grafos. Uma forma acessivel de auxiliar esse processo é
através de uma ferramenta web que tanto permita a interacao com os grafos em si, quanto
também a execugdo de algoritmos neles. Entretanto, solu¢des como em [UnickSoft 2022]
e [Halim 2015], embora visualmente satisfatérias, ndo abordam uma ampla gama de al-
goritmos imprescindiveis para a teoria dos grafos, nem possuem opg¢des para geracao de
familias especificas. Visando apoiar a geracao de grafos e execugdo de seus algoritmos,
expandimos a ferramenta web Graph Problems desenvolvida em [da Silva 2018] agre-
gando a geracdo de grafos cordais, e produtos cartesianos, além de algoritmos para a
solucdo dos problemas da clique maxima, conjunto independente méximo e emparelha-
mento maximo.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: na Seca@o 2 revisamos a teoria ne-
cessdria para entender os algoritmos desenvolvidos; na Secdo 3 descrevemos algoritmos
para gerar grafos cordais, grades e produtos cartesianos; na Sec¢do 4 abordamos os pro-
blemas da clique, conjunto independente e emparelhamento maximos; por fim, na Se¢ao
5 apresentamos algumas consideragdes finais sobre o trabalho.



2. Conceitos Basicos

Usaremos as notacdes e definicdes padrdes em teoria dos grafos presentes no livro
[Bondy and Murty 2008]. Um grafo G é um par ordenado (V(G),E(G)), onde V(G) é o
conjunto de vértices e E(G) é o conjunto de arestas que ligam pares de V (G). Chamamos
|V(G)| =ne|E(G)| = mde ordem e tamanho de G, respectivamente.

Dizemos que uma aresta {v;,v;} é incidente aos vértices v; e v}, e vice-versa. Cha-
mamos de adjacentes tanto um par de vértices incidentes a uma aresta em comum, quanto
um par de arestas incidentes a um vértice em comum. A vizinhanga, também chamada
de vizinhanga aberta, de um vértice v € o conjunto de todos os vértices adjacentes a v,
denotado por Ng(v), ou apenas N(v). Para uma aresta {v;,v;}, nomeamos-a por laco se
v; = v;, ou simplesmente aresta se v; # v;. Quando duas ou mais arestas incidem sobre o
mesmo par de vértices as chamamos de paralelas. Se ndao houver lagos ou arestas parale-
las em G, se trata de um grafo simples. O grau d(v) de um vértice v € V é o nimero de
arestas incidentes a v.

Chamamos H de subgrafo de G se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Se H for um
subgrafo de G obtido a partir da exclusdo de um conjunto X de vértices em G, juntamente
com as arestas incidentes a X, denotamos-o por H = G \ X e dizemos que é um subgrafo
induzido. Existem vdrias formas de representar grafos, portanto convencionamos neste
trabalho a utilizacdo de circulos para vértices e linhas para arestas, como na Figura 1.

Neste trabalho, quando ndo especificado, considere que o grafo € simples, nao
nulo e seus conjuntos de arestas e vértices sao finitos. Também simplificaremos a nota¢ao
em alguns momentos omitindo G para V(G) e E(G), chamando-os, respectivamente, de
VeE.

Os modelos mais comuns para representar grafos computacional e matematica-
mente sdo: matriz de adjacéncia (Ag) de dimensdo n X n com elementos a,, represen-
tando quantas vezes o vértice u incide sobre v; matriz de incidéncia (Mg) de dimensao
n X m com elementos m,,, representando quantas vezes a aresta e incide sobre v; e lista
de adjacéncias, listando ordenadamente N(v) para cada vértice v.

O complemento de um grafo G ¢ G, com 0 mesmo conjunto de vértices e {v;,v;} €
E(G) < {vi,vj} ¢ E(G). Definimos como GUH = (V(G)UV(H),E(G)UE(H)) a
unido de grafos e, se G e H sao disjuntos, indicamos por G + H a unido disjunta.

2.1. Familias Especiais de Grafos

Familias agrupam grafos que respeitam regras em comum. A familia dos grafos
completos K,, € composta por grafos onde todos os n vértices sao adjacentes entre si. Gra-
fos bipartidos sdo denotados por G[A, B], pois podem ser separados em uma biparti¢do
(A,B) € V xV das chamadas partes A e B, tal que AUB =V, ANB = 0 e toda aresta
em E € incidente a v; € A e v; € B. Caso todo vértice de uma parte for adjacente a todo
vértice da outra, G[|A, B] é denominado grafo bipartido completo.

Um grafo é conexo se em todas suas possiveis particdes (A,B) comA # Qe B # 0
hd uma aresta {a,b} com a € A e b € B, sendo é desconexo. Todo G desconexo pode
ser dividido em ¢(G) componentes, grafos conexos que nao sdo subgrafos entre si, de
forma que G = H; + ...+ H.g). Um caminho P € um grafo cujos vértices podem ser
sequenciados linearmente de forma que (v;,v;) €E <= j=i+loui=j+1. Se



P ndo possui nenhum vértice repetido em sua sequéncia, dizemos que é um caminho
simples. Um ciclo C € um grafo com trés ou mais vértices que podem ser ordenados
numa sequeéncia ciclica em que todo par de vértices adjacentes sdo consecutivos e todo
par de vértices consecutivos sao adjacentes. Denotamos o comprimento de um caminho e
de um ciclo, respectivamente, por e(P) e e(C). Seja m esse comprimento, chamamos P, e
C,, de m-caminho e m-ciclo, respectivamente, chamados de par ou impar de acordo com
a paridade de m. Quando um k-ciclo com k > 4 em um grafo G possui uma aresta em
G ligando um par de vértices ndo consecutivos no ciclo, chamamos essa aresta de corda.
Definimos como grafo cordal aquele em que todo k-ciclo com k > 4 possui uma corda.

3. Geracao de Grafos

3.1. Produto Cartesiano

Definimos a operagdo de produto cartesiano de dois grafos por G X H, um grafo
com vértices V = V(G) x V(H), conforme o produto cartesiano de conjuntos, e arestas
E = {(u1,v1)(u2,v2) | tal que ujuy € E(G) e vy =vp,ouvivy, € E(H) e u; = up}. Espe-
cificamos o produto cartesiano de dois caminhos P, X P, como uma (n X m)-grade.

Calcularemos P = G x H da seguinte forma: para cada aresta {u,v} em E(G),
geramos |V (H)| arestas {(u,m), (v,m)}, Vm € V(H), e vice-versa para arestas em E(H ).
Para montar uma matriz de adjacéncia optamos por ordenar V(P) = V(G) x V(H) com
maior ordem aos vértices de V(G). Por exemplo, (vi,vp) X (uy,uz) = ((vi,u1),
(vi,u2),(va,uy), (va,u2)). A complexidade do algoritmo se dd pela quantidade de vértices
e arestas criados para P, ou seja: O(|E(G)|* |V (H)|+ |V (G)|*|E(H)|+|V(G)|*|V(H)|).
A implementacdo do produto cartesiano pode ser encontrada em [da Silva 2022].

3.2. Grafos Cordais

Utilizaremos a técnica descrita em [Tarjan and Yannakakis 1984] para gerar gra-
fos cordais a partir de qualquer grafo através da inclusdo de arestas. Definimos uma
ordenacdo total de vértices do grafo G como « :V « {1,2,...,n}, que atribui, para
cada v € V, um nimero o(v) diferente. Assim, denotaremos por v; <g v j a ordem par-
cial o(v;) < a(vj). Podemos gerar entdo o preenchimento produzido pela ordenagdo
o, F(a) = {{vi,vj} | {vi,v;} ¢ E e ha um caminho de v; a v; contendo apenas v;,v; e
vértices de ordenagdo inferior a v; e v;}. Quando F (o) = 0, dizemos ser um preenchi-
mento zero € que o € uma ordenacdo de preenchimento zero. O grafo de eliminagdo de
G com ordenacdo o, que possui as arestas de G e seu preenchimento F(c), é denotado
por G(a) = (V,EUF()). Representamos com f(v) o seguidor de v, que € o seu vizinho
com a menor ordenagio que respeita v <o f(v). Recursivamente, usamos f*(v) para i > 0,
sendo fO(v) =ve fi*1(v) = f(f!(v)). Dessas definigdes, seguem os seguintes resultados:

I. {vi,vj} e EUF(at) <= {vi,vj} € E ou Ju tal que {u,v;},{u,v;} € EUF(a),
Uu<gvieu <qVvj.

2. a é uma ordenacdo de preenchimento zero <= para todo par de arestas distintas
{u,vi},{u,v;} € Ecomu <gvieu<gvjentdo {v;,v;} € E.

3. o é sempre ordenagdo de preenchimento zero para seu grafo de eliminag¢do G().



4. G é cordal <= G possui uma ordenacdo de preenchimento zero.

5. Se a respeita P, entdo € uma ordenacao de preenchimento zero.
P)u<qvi<gvj,{u,vj} €E,{vi,vj} ¢ E = 3x,vi <qx,{vi,x} €E, {u,x} ¢ E.

6. {vw} EEUF(a),v<gw = Ji>1,f(v)=w.

7. {vw} EEUF(a),v <qw <= 3x,{x,w} € E e fi(x) = v, para algum i > 0.

Logo, ao utilizar & que respeite P, se F (o) = 0 entdo G é cordal. Caso contra-
rio, construimos G(&), que é cordal. Utilizaremos a busca de mdxima cardinalidade,
que respeita P [Tarjan and Yannakakis 1984], para numerar vértices de n a 1 escolhendo
sempre o com mais vizinhos numerados. O Algoritmo 1 implementa a busca utilizando
conj(i) = {v € V | v tem i vizinhos numerados} para selecionar vértices, e tam(j) para
representar a quantidade de vizinhos numerados de v, sendo tam(j) = —1 para um v; ja
numerado. Sempre que numeramos um v;, para todos seus vizinhos v; com tam(j) > —1,
incrementamos tam(j) em 1, retiramos v; de con j(k) e incluimos con j(k+1). Utilizamos
maior para salvar o maior i com conj(i) # @ e o~ ! (k) para representar v com numera-
cdo k. Como cada vértice e cada aresta € conferida apenas uma vez, a complexidade do
Algoritmo 1 é O(n+m).

O Algoritmo 2 gera G(a) processando cada vértice w na ordem crescente de o.
Utilizamos indice(x) para armazenar a maior ordem dentre x e seus vizinhos ja proces-
sados e f(x) armazenar seguidores f(x), i > 0. Seja ordem = a(w), ao processar w,
inicializamos indice(w) < ordem e f(w) < w, pois ainda ndo passamos por um vértice
de maior ordem. Entdo, para todo vizinho v de w tal que v <4 w, utilizamos o resultado 7:
para todo fi(v), i > 0, tal que indice(f'(v)) < ordem, inserimos {w, f(v)} em EUF (&) e
atualizamos indice(f'(v)) < ordem, pois w é o vizinho de maior ordem. Por fim, caso o
ultimo seguidor pelo qual passamos tenha a si mesmo como seguidor, atribuimos w como
seu seguidor, pois apOs conectarmos w este se torna o vizinho de maior ordem. Como
passamos por cada vértice e aresta apenas uma vez, a complexidade do Algoritmo 2 é
O(n+m'),comm’ = |[EUF(at)|.

Com os Algoritmos 1 e 2, implementamos as fungdes de checar se um grafo é
cordal, retornando falso se F (@) # 0, de tornar cordal um grafo qualquer, inserindo F ()
em E, e de gerar um grafo cordal a partir de um k-ciclo, que recebe apenas o nimero de
vértices k > 0. Todas as fun¢des executam ambos os algoritmos em sequéncia, portanto
possuindo complexidade O(n+m’).
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Entrada: G

Saida: ae o !

paraideOan—1 faca
[ conj(i) 0

parav € V(G) faca
tam(v) —0;

adiciona v ao con j(0);

numero <— n;

maior < 0;

enquanto numero > 1 faca

enquanto maior > 0 e conj = (0 faca
Lmai()r < maior — 1;

v < remove algum do conj(maior);

o(v) < numero;

o~ (numero) < v,

tam(v) < —1;

para w € N(v) tal que tam(w) > 0 faca
remove w do conj(tam(w));

Algoritmo 2:
PREENCHIMENTO

Entrada: E, o, 0!

Saida: EUF(a)

para ordem de 1 a n faca

w ¢ a~(ordem);

Fw) < ws

indice(w) < ordem;

parav € N(w) em EUF(a) com

o(v) < ordem faca

XV,

7 | |enquanto indice(x) < ordem

faca

/* Se entra no ciclo,
G ndo é cordal x/

8 || |F(at) « F(a)U{x,w};

9 indice(x) < ordem;

10 |||x<+ f(x);

L B S S

=)

17 | [tam(w) < tam(w) + 1;
18 | |adiciona w ao conj(tam(w);

1 |[se f(x) =xentdo f(x) < w;

19 |numero < numero — 1; 12 retorna EUF(a);
20 |maior < maior +1;

21 retorna e a!;

4. Problemas em Grafos

4.1. Clique Maxima e Conjunto Independente Maximo

O conjunto C C V é uma clique de G se, e somente se, para cada u,v € C,3{u,v} €
E, enquanto S C V é um conjunto independente de G se, e somente se, para cada u,v €
S,3{u,v} € E. Definimos os problemas da clique mdxima e do conjunto independente
mdximo como a busca pelos C e § com mais vértices, respectivamente. A cardinali-
dade dos C e S maximos em um grafo G é denotada por @(G) e a(G), respectiva-
mente. Encontrar estas cardinalidades é tdo dificil quanto encontrar os conjuntos em
si [Bondy and Murty 2008]. Caso haja multiplos C ou S com @(G) e a(G), respectiva-
mente, qualquer um é uma solugio védlida. Como 3{u,v} € G <= Pu,v} € G, logo,
um conjunto X C V é um conjunto independente de G <= X é uma clique de G e
®(G) = o(G). Portanto, como os problemas sdo redutiveis entre si € 0 3-SAT reduz a
clique maxima, ambos sdo NP-Dificeis [Bondy and Murty 2008]. Optamos por utilizar
uma variacdo dos algoritmos de [Robson 1986] para solucionar o conjunto independente
méximo e aplicd-la em G resolvendo também a clique mdxima, j4 que podemos gerar G
em tempo O(n?).

Denotamos por N[v] = {v} UN(v) a vizinhanca fechada de v; N*(v) o conjunto da
unido Uen(v) N(w), mas que exclui v; N(w), Yw € N(v), excluindo v; e G \ u 0 subgrafo
induzido de G ap6s remover o vértice u. Seja S um conjunto independente méximo de G
e v € V um vértice qualquer: ou v € S, logo N(v)NS =0 ouv & S, portanto seus vizinhos
podem estar em S. Ademais, qualquer X C § também € um conjunto independente. Isso
nos leva a recursao presente na Equacao 1.



a(G) = max{a(G\v), 1 +a(G\N[v])}. 1)

Perceba que SNN|[v] # 0, ¥Yv € V, pois se SNN(v) = 0, entdo v € S, enquanto, se

v ¢ S, ao menos um vértice de N(v) estd em S. Além disso, se apenas um vizinho u € N(v)

estd em S, o tamanho do conjunto ndo se altera, portanto damos preferéncia a incluir o

préprio v. Com isso, podemos restringir mais o caso em que v ¢ S e reescrever (G \ v)

com a funcdo a?(G\ v,N(v)), que retorna o (G \ v) que possui a0 menos dois vizinhos
de v, como na Equacio 2.

a(G) = max{a®(G\v, N(v)), 1 + a(G\N])}. (2)

Entdo escolhemos a Equag@o 1 quando o grau for alto, pois (G \ N[v]) sera suficien-
temente mais facil de resolver, enquanto optamos pelo cédlculo com a Equacdo 2 para
graus baixos, pois a andlise dos vizinhos acelera a solu¢do de a(G\v). Utilizamos
[Robson 1986] para decidir d(v) > 8 como um grau alto e d(v) < 8 como um grau baixo.

Dizemos que v domina u se N[v] C Nlu]. Incluir um vértice dominado em S im-
pede que os vizinhos do dominador e outros vértices estejam em S, portanto (G \ u) >
0/(G\ v). Escolhendo incluir sempre o vértice dominante, temos que a(G) = o(G \ u).
Estendemos a definicdo para conjuntos independentes A C V e BC V: A domina B quando
|A| > |B| e UyeaNla] C UpepN[b], sendo a melhor opgdo para construir o conjunto inde-
pendente maximo.

Nos referenciaremos aos algoritmos para encontrar o conjunto independente ma-
ximo por cim. Assumiremos que G esta acessivel globalmente e passaremos um conjunto
independente X C V como entrada para ser expandido. O Algoritmo 3 retorna cim(X).
Para |X| <2 é trivial. Para X desconexo, apenas retornamos a unido dos cim de suas
componentes conexas. Para |X| > 2, escolhemos v com d(v) minimal e um u# € N(v) com
d(u) maximal. Portanto, d(v) < d(u). Separamos os casos d(v) = 1,2 e 3.

Algoritmo 3: cim(X)
Entrada: X
Saida: Um conjunto independente maximo de X em G

1 se |X| =0 entdo
2 L retorna 0;

3 se NdoConexoEmX(G,X) entao // Testa se X é n&o-conexo em G
C < MenorConexo( G,X) // Retorna menor componente conexo de X;
retorna cim(X \ C) Ucim(C);

6 se |X| <2 entdo
7 Escolhe v € X;
retorna {v};

9 Escolhe v € X com d(v) minimal;

10 Escolhe u € N(v) com d(u) maximal,

11 sed(v)=1entdo retorna {v} Ucim(X \N[]);

12 sed(v) =2 entdo

13 Escolhe u’ € N(v) \ {u};

14 se {u,u’'} € E(G) entdo retorna {v} Ucim(X \N[v|);

15 retorna MaiorConj ({u,u’} Ucim(X \ {N[u] UN[«']}),{v} Ucim?(X \ N[v],N*()));
16 sed(v) =3 entdo retorna MaiorConj (cim*(X \ {v},N(v)),{v}Ucim(X \N[V])) ;

17 se v domina u entdo retorna cim(X \ {u}) ;
18 retorna MaiorConj (cim(X \ {u}),{u}Ucim(X \ N[u]));




Somente para d(v) = 2 se faz necessdria uma explicagdo mais clara: denotamos

o outro vizinho de v por «’. Caso {u,u’} € E, entdo vuu' é um 3 — ciclo em que v do-
mina ambos os vértices, portanto retornamos {v} U cim(X \ N[v]). Caso {u,u'} ¢ E, es-
colhemos a melhor dentre as duas opgdes: retornar {u,u’} Ucim(X \ {N[u] UN[«]}), ou
{v}Ucim?*(X \N[v],N*(v)). O Algoritmo 4 implementa o cim?, que retorna o cim(X ) com
ao menos dois vértices de N2(v), necessdrios para ser uma melhor op¢do que a anterior.
Para d(v) > 3, caso v domine u, retornamos {v} U cim(X \ {u}), caso ndo, como ndo hd
forma de u dominar v, analisamos as op¢des dentre {u} Ucim(X \ N[u]) e cim(X \ {u}) e
retornamos o0 maior conjunto.

Algoritmo 4: cim?(X,S)

BOW N =

N-TEN-L RN - Y|
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Entrada: X,S = {Sl 382, } com d(Si) < d(SiJrl)
Saida: Conjunto Independente Méaximo de X em G com ao menos dois elementos de S
se |S| < 1 entdo retorna 0 ;
se |S| = 2 entdo
se {s1,52} € E(G) entdo retorna 0 ;
retorna cim(X \ {N[s1]UN([s2]}) U {s1,52};
se |S| = 3 entdo
se d(s1) = 0 entdo retorna cim'(X\ {s1}, S\ {s1})U{s1};
se {s1,52},{s2,53},{53,51} € E(G) entdo retorna 0 ;
se {si,s;}, {si,s¢}(j # k) € E(G) entdo retorna cim(X \ {N[s;]UN[s¢|})U{s;, ¢} ;
se {s;,5;} € E(G) entdo retorna cim! (X \ N[s¢], [si,s;])U{sc} (i £k # Jj);
se Jv € N(s;)NN(s;)(i # j) entdo retorna cim?(X \ {v}, S) ;
se d(s;) = 1 entdo retorna cim'(X \N[s1], S\ {s1})U{s1};
retorna MaiorConj(cim' (X \ N[s1], S\ {s1}) U {s1},
cim? (X \ {N[s2] UNIs3]U {s1}}, N(s1)));
se |S| = 4 entdo
se Jv € X com d(v) < 3 entdo retorna cim(X) ;
retorna MaiorConj(cim(X \ N[s1]) U {s1}, cim®(X \ {s1}, S\ {s1}));

retorna cim(X);

Algoritmo 5: cim! (X,S)

BOW -

N-IE-REN S

11

Entrada: X,S = {Sl ,Sz} com d(sl) < d(S2)
Saida: Conjunto Independente Médximo de X em G que inclui apenas um elemento de S

se d(s;) < 1 entdo retorna cim(X) ;
se {s1,52} € E(G) entdo
se d(s;) < 3 entdo retorna cim(X) ;
L retorna MaiorConj(cim(X \ N[s1]) U {s1 },cim(X \ N[s2]) U{s2});

se N(s;) N N(sy) # 0 entiio retorna cim'(X \ {N(s;) NN(s2)},S) ;
se d(s;) = 2 entdo
e, f < os elementos de N(s1);
se {¢,f} € E(G) entdo retorna cim(X \Ns;|)U{s1};
se {N(e)UN(f)}\ {s1} C N(s2) entdo retorna cim(X \ {N[s;]UN[s2]})U{e, f,s2} ;
retorna MaiorConj(cim(X \ N[s1]) U {s1}, cim(X \ {N[e]UN[f]UN[s2]}) U{e, f,s2});

retorna MaiorConj(cim(X \ N[s2]) U {s2}, cim?(X \ (N[s1]U{s2}), N(s2)) U{s1});

2

O Algoritmo 4 leva em consideragdo que cim”~ sé € chamado para X conexo, com

|X| >3 ed(v) =3 ou 2, nao podendo formar um 3 — ciclo neste Gltimo caso. Para trés

casos em que |X| = 3, utilizamos a funcdo auxiliar cim

1 implementada no Algoritmo 5,



com a seguinte l6gica: para um vértice v € X, podemos garantir que ou v € mais um vértice
de X estdo no conjunto maximo independente S, ou v ¢ S, mas hd dois outros vértices de
X em S. A funciio cim' realiza essa escolha recebendo um conjunto X’ e dois vértices
S1,$2 para retornar o maior conjunto independente de X que contém apenas s ou s.

A geracdo do grafo complementar em tempo polinomial ndo afeta a complexi-
dade exponencial dos Algoritmos 3, 4 e 5. Portanto, tanto para a resolucao do conjunto
independente maximo quanto da clique maxima, o tempo dos algoritmos anteriores em
conjunto é O(2°276"), conforme [Robson 1986].

4.2. Emparelhamento Maximo

Dizemos que M C E(G) é um emparelhamento de G se, e somente se, qualquer
par de arestas em M ndo incide sobre um mesmo vértice. Encontrar o M de maior cardi-
nalidade € o problema do emparelhamento mdximo.

Em [Hopcroft and Karp 1973] € apresentado um algoritmo polinomial que uti-
liza uma estratégia gulosa para construir um emparelhamento méximo em tempo O(n%)
baseando-se nos seguintes conceitos: seja M um emparelhamento sobre G, dizemos que
v € V(G) é um vértice livre se, e somente se, nenhuma aresta de M incide sobre ele.
Um caminho alternante em A C E é um caminho cuja sequéncia de arestas (ey,...,e;)
alterna entre ¢; € A e ¢;] ¢ A. Dizemos que P é um caminho aumentativo de M se, e so-
mente se, os vértices em suas extremidades s@o livres e ele € alternante em M. Note que,
trocando as arestas de P que ndo estdo em M com as que estdo, obtemos um novo empa-
relhamento M @ P, @ a diferenga simétrica, em que |M & P| = |[M|+ 1, ndo importando
o comprimento de P. O algoritmo em [Hopcroft and Karp 1973], ilustrado na Figura 1,
itera realizando essa acdo de aumentacdo sucessivamente, utilizando o teorema de que M
¢ um emparelhamento maximo se, € somente se, nao possui caminho aumentativo.
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Figura 1. Arestas em vermelho pertencem ao emparelhamento. Vértices verdes
sao livres. Construimos o caminho aumentativo P = (4,2),(2,7),(7,6) no
grafo (a) e realizamos a aumentacao M ¢ P = {(1,3),(2,4),(7,6)}, obtendo o
emparelhamento no grafo (b), que é maximo, pois nao ha como construir
um caminho aumentativo nele.

Seja {M;} uma sequéncia de emparelhamentos em que M, = M; & P, para P; o
caminho aumentativo mais curto em M;, [Hopcroft and Karp 1973] demonstra que:

1. |B| < |Pal-
2. |B| =|Pj| = P, e Pj ndo possuem vértices em comum.



3. Seja s a cardinalidade do emparelhamento maximo sobre G, a sequéncia de cardi-
nalidades |P;|, |P|,...,|P],... possui, no mdximo, 2|+/s| + 2 nimeros distintos.

Por 1 e 2, computamos todos os caminhos aumentativos minimais Py, P, ..., Py,
sem vértices em comum, referentes a um mesmo M e atribuimos M <+ M P, BP, D ... D
Py para gerar um emparelhamento de cardinalidade |M|+ k. O limite de vezes que reali-
zaremos essas atribuicoes estd definido em 3. Encontramos o emparelhamento maximo
pelo Algoritmo 6.

Algoritmo 6: EMPARELHAMENTOMAX

Entrada: G
Saida: Emparelhamento Méximo de G

M <« 0;
enquanto PossuiCaminhoAumentantivo(M) faca
P, P, ..., P, < CaminhosAumentantivosMinimais(M);
L M—MIPOP,®...BP;

AW N o=

5 retorna M,

Encontrar o conjunto maximal de caminhos aumentativos minimais com relacao
a M € um passo custoso com vdrias propostas de solu¢do na literatura. Optamos pela
abordagem da contracdo de blossom [Shoemaker and Vare 2016].

Construimos uma floresta F', em que cada drvore tem um vértice livre como raiz.
Seja v um vértice livre, para toda aresta {v,w} € E, w é filho de v em F. Se w for livre,
encontramos um caminho aumentativo. Sendo existe {w,x} € M, logo adicionamos x
como filho de w. Repetimos esse processo para todo vértice de F, analisando apenas
arestas fora de M. Dessa forma, o caminho mais curto de qualquer vértice em uma arvore
de F até sua raiz serd um caminho alternante. Dividimos a anédlise de um vértice v e F e
uma nova aresta {v,w} ¢ M nos quatro casos abaixo. A Figura 2 ilustra os trés principais.

1. w ndo esta na floresta;
2. w estd na floresta, mas sua distancia até sua raiz é impar;
3. westd na floresta, sua distancia até sua raiz € par e sua raiz ndo € a raiz de v;

4. w estd na floresta, sua distancia até sua raiz € par e sua raiz € a mesma de v.

Para o caso 1, apenas adicionamos w como filho de v e x como filho de w, para
{w,x} € M. No caso 2, seja p o pai de w, {p,w} ¢ M, implicando no caminho (v, w, p)
ndo ser alternante, portanto a aresta € ignorada. Para o caso 3, a distancia par de w a
sua raiz nos permite construir um caminho aumentativo entre as raizes de v e w passando
por {v,w}. No caso 4, incluir {v,w} ndo forma um caminho aumentativo, mas um ciclo
alternante de comprimento impar passando por v, w e a raiz de ambos, chamado blossom.
A solug@o em [Shoemaker and Vare 2016] € de "contrair"o blossom conforme a Figura 3,
tornando-o um Unico vértice para manter a estrutura da arvore de caminhos alternantes,
mas sem ciclos.
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(a) Caso 2.

(b) Caso 3. (c) Caso 4.

Figura 2. Arestas em vermelho pertencem ao emparelhamento. Vértices verdes
sao livres. A aresta e o vértice em analise na iteracdo estdo em azul. Em
(b) encontramos um caminho aumentativo entre 1 e 2. Isso nao ocorre em
(a), pois a distancia de 6 a sua raiz é impar, logo o caminho nao alterna.
Em (c) a inclusao de {8,9} forma um ciclo alternante: (1,3,8,9,4).

Algoritmo 7: CAMINHOAUMENTATIVO

Entrada: G,M
Saida: Caminho aumentativo em G com relacdo a M

1 F + floresta vazia ;
2 Fila < vértices livres de Gem M ;

3 parav € Fila faca // Cada vértice livre é uma raiz de &rvore na
floresta
4 InsereRaiz(F, v);
Raiz(v) < v;

6 ArestasNovas < E\ M,

7 parav € Fila faca

8 para {v,w} € ArestasNovas faca

9 se w ¢ F entdo // Caso 1l: vértice fora da floresta

10 AdicionaNaF loresta(M,F,v,w) ;

1 Fila <+ FilaU{w};

12 senao se Distdncia(w, raiz(w)) % 2 == 0 entao

3 se raiz(v) # raiz(w) entio // Caso 3: caminho entre duas
raizes

14 L retorna RetCaminhoAumentativo(F,v,w);,

15 senao // Caso 4: ciclo na mesma arvore

16 | retorna CaminhoBlossom(G, M, F,v,w);

17 ArestasNovas < ArestasNovas \ {{v,w}};

18 Fila + Fila\ {v};

19 retorna CaminhoVazio();,




Obtido o caminho aumentativo P, verificamos se ha blossons contraidos nele.
Caso ndo, P ¢ a solucdo. Caso sim, analisamos o blossom B como o ciclo (r,...,v,w,...),
em que r € a raiz da sub-drvore com os ramos que levam a v € w, € sua posi¢do em
P, para expandir B e obter o caminho Pg sem o blossom. Chamamos de haste a aresta
{x,B} em P. Toda haste foi contraida de uma aresta original {x,y}, tal que y € B. Se
P={(...,a,B,c,...),entdo {a,B} € M e {B,c} ¢ M, ou o contrério. Nesse caso, geramos
Pg substituindo B pelo caminho de comprimento par (x,...,y) € B, tal que {a,x} e {y,c}
sdo arestas originais. Se P = (B, a, .. .), por ser um caminho aumentativo, {B,a} ¢ M. En-
tdo substituimos B por (r,...,y,x,a), sendo {x,a} aresta original e {y,x} € M. O mesmo
vale para P = (...,a,B), que substituimos por (a,x,y,...,r). Caso Pp ainda possua um

(b) Blossom contraido.

@—(—

(a) Blossom expandido.

Figura 3. Arestas em vermelho se referem ao emparelhamento. Vértices verdes
estao livres e azuis pertencem ao blossom. Contraimos o blossom em (a)
gerando o grafo (b). Perceba que as arestas de vértices do blossom sao
mantidas como arestas de 9, o blossom contraido.

Algoritmo 8:

ADICIONANAFLORESTA
Entrada: M, F,v,w
Saida: Altera a floresta F

Algoritmo 9:
RETCAMINHOAUMENTATIVO
Entrada: F,v,w
Saida: Caminho aumentativo entre
asraizesdevew

1 InsereAresta({v,w});
2 Raiz(w) < Raiz(v);
/+ Inserimos o emparelhado
aw */

/+ CamCurto (F,x,y) é o
caminho mais curto de
x ayenkF */

3 x < vértice emparelhado com w em M,

InsereAresta({w,x});
Raiz(x) < Raiz(v);

1 CamV ¢« CamCurto(F, Raiz(v),v);
2 CamW <— CamCurto(F, w, Raiz(w));
3 retorna Concatena(CamV, CamW);

Algoritmo 10: CAMINHOBLOSSOM

Entrada: G,M,F,v,w

Saida: Caminho aumentativo em G com relacdo a M

B + Concatena(CamCurto(F,v,w),[v]) ;

G' < G com B contraido;
M’ + M com B contraido;

// Blossom B

Caminho' < CaminhoAumentativo(G',M");
se w € P’ entdo retorna P’ com B expandido ;
sendo retorna P’ ;
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Portanto, utilizando o Algoritmo 7 e suas sub-rotinas, os Algoritmos 8, 9 e 10,
para encontrar caminhos aumentativos e realizando a aumentacdo do Algoritmo 6, conse-
guimos resolver o problema do emparelhamento maximo em tempo O(n’m), como prova
[Shoemaker and Vare 2016].

5. Consideracoes Finais

Os cédigos dos algoritmos para produto cartesiano, complemento ndo foram apre-
sentados neste texto, porém estdo implementados em [da Silva 2022], assim como todos
os algoritmos presentes no artigo. Ao final, implementamos as fun¢des de checar cordabi-
lidade, encontrar clique, conjunto independente e emparelhamento méximos, gerar ciclo
cordal e grade, realizar o produto cartesiano de dois grafos e tornar qualquer grafo cordal.
O trabalho foi desenvolvido em coopera¢do com o doutorando Braully Rocha da Silva,
expandindo a plataforma web de problemas em grafos descrita em [da Silva 2018] para
agregar as funcdes citadas acima. Todos os cddigos foram escritos em C ou C++, com
alguns também em Java para integrar ao sistema, cujos codigos e servidor de aplicagdo es-
tao disponiveis em [git 2022]. Como sugestao para trabalhos futuros, propomos a adi¢ao
do reconhecimento da familia de grafos fortemente regulares e a solugdao de problemas
geralmente NP-Dificeis, como a clique maxima, por algoritmos polinomiais através da
restricdo a determinadas familias de grafo.
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