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Abstract. Algorithms for the problem of identifying a maximum edge-weight pla-
nar subgraph of a given edge-weighted graph G are relevant in a wide variety
of application areas. In this paper, we propose a new local search constructive
heuristic algorithm for this N"P-hard problem that is based on existing methods
for the problem and uses a parallel approach on GPU.

Resumo. O problema de se identificar em um grafo G, ponderado nas arestas,
um subgrafo planar de peso mdximo pertence a classe N'P-dificil. Esse problema
€ importante na modelagem e resolugdo de problemas das mais diversas dreas.
E proposto um novo algoritmo heuristico de busca local, baseado em métodos
previamente existentes de construcdo, o qual usa paralelismo de GPU.

1. Introducao

Seja um grafo finito, simples G = (V(G), E(G),w), com conjunto de vértices V(G),
conjunto de arestas E((G), pesos ndo negativos w(e),e € E(G) associados as arestas
(w:E(G) - R*U{0}) e |[V(G)| = n. O objetivo do problema do subgrafo planar maximal
(Maximum-weight Planar Subgraph Problem — MWPSP) é encontrar um subgrafo gerador
planar G’ = (V(G), E(G")) de G, com E(G') C E(G) e w(G') = 3_ ¢ ey w(e) sendo 0
maximo possivel. Uma instincia do MWPSP é denotada por MWPSP(G,w) e se G' é um
subgrafo de GG, entdo w(G") é chamado de peso de G'.

Viérios algoritmos heuristicos existentes (ou simplesmente heuristicas) para o
MWPSP, como o PMFG [Tumminello et al. 2005]] e o TMFG [Massara et al. 2017]], sdo
baseados em processos iterativos de aplicagdo de operagdes topoldgicas simples. Em ge-
ral, tais heuristicas comecam com um subgrafo K, (fetraedro ou semente inicial) de uma
instincia MWPSP(G, w) e progressivamente incrementam-a pela aplicagdo de operagdes
topoldgicas, como a inser¢do na solugdo parcial corrente, a cada iteracdo, de um novo vér-
tice e arestas incidentes a ele. Nesse caso, a escolha do novo vértice e das arestas é feita de
acordo com o maior incremento possivel na funcao objetiva.

A heuristica construtiva All seeds [Coelho et al. 2016] utiliza as operagdes Face e
Edge Dimpling (veja a Secdo [2) como sub-rotinas no processo de constru¢do de solucdes
vidveis para o MWPSP. A heuristica explora todas as possiveis sementes como entrada
e separadamente aplica essas duas operagdes para a expansido das sementes. Em cada
iteracdo, um novo vértice € inserido no subgrafo corrente, de acordo com o maior ganho
local que uma das duas operagdes pode produzir. O melhor resultado obtido dentre todas
as sementes testadas € entao retornado como a solucao final.

Este trabalho descreve uma versdo paralela de granularidade fina da heuristica Res-
trictedSeeds. Essa variante da All seeds considera apenas um subconjunto restrito de todas
0s possiveis tetraedros iniciais e tem complexidade assintética bastante inferior a da All



Seeds. Nos testes realizados, com uso de GPU, ndo houve perda significativa na qualidade
dos resultados obtidos quando comparados aos obtidos pela All Seeds (em média, inferior a
0,69% para as instancias testadas). Na Secdo [2|sdo explicados os movimentos topoldgicos
utilizados na heuristica. Na Secéo [3|é definido o algoritmo desenvolvido nesse trabalho e
como o paralelismo de GPU foi aplicado. Na Secdo [] sdo apresentados alguns resultados
produzidos pela heuristica, junto com o speedup obtido na versdo paralelizada. Na Secao
[5]¢ feita uma breve conclusdo sobre o trabalho e sugestdes para trabalhos futuros.

2. Operacoes topologicas

Operagdes topoldgicas (local moves) sdo técnicas fundamentais envolvendo vértices,
arestas ou faces de um grafo planar que permitem transformar um dado grafo planar
maximal em um novo grafo com as mesmas caracteristicas. A operagdo construtiva
Face Dimpling, originalmente descrita em [Foulds and Robinson 1978] é também deno-
tada como Vertex Insertion [Leung 1992, Merker and Wischer 1997 ou movimento 75
[Massara et al. 2017]]. A operagdo construtiva Edge Dimpling [Alexander 1930] é também
chamada de operagdo A [Massara et al. 2017]], em honra a Alexander.
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(a) Grafo G original. (b) Insercao do vértice v na (c) Insercao do vértice v na
face (a, b, c). aresta {a, d}.

Figura 1. Operagbes Face Dimpling (a| — b) e Edge Dimpling (a| — [c).

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo planar maximal, tal que o vértice u ¢ V(G) e
xyz define uma face de GG. A operacdo Face Dimpling cria um novo grafo planar maximal
G' = (V(GQ) U {v}, E(G) U {vz,vy,vz}). A operagdo Edge Dimpling primeiramente
remove uma aresta ur € F(G), comum as faces uwz, uzy de G. Em seguida, um novo
vértice v ¢ V(G) é adicionado no interior da face uwzxy (resultante da remogdo da aresta
uz). Finalmente, o vértice v é conectado aos vértices u,w, x,y. Dessa forma, as faces
originais uwz, ury desaparecem e quatro novas faces vwv, uvy, vwzx e vry surgem. Essas
duas operagdes topoldgicas sao ilustradas na Figural[l]

3. Heuristica Restricted Seeds

A construgdo do subconjunto C de fetraedros (passo [I)) é a parte critica do Algoritmo
[} pois solugdes vidveis para o MWPSP sdo construidas com sucessivas aplicagdes da
operacdo face dimpling ou da edge dimpling a partir das sementes em C. Na rotina
FilteredSeeds(G, x,y, z) (passo , inicialmente sdo selecionadas apenas as y semen-
tes mais pesadas. Dentre estas, as z (z < y) mais pesadas sdo adicionadas no subconjunto
C'. Depois, mais x sementes (x + z < y) sdo escolhidas aleatoriamente entre as (y — z)
sementes restantes e também adicionadas em C'. Ao final da constru¢do de C, |C| = z + z.
Em seguida, a partir dessas sementes, subgrafos de GG sdo construidos com a sucessiva
aplicagdo das operagdes face e edge dimpling (passos dHI5).

Como a evolucdo de uma solugdo a partir de uma semente € independente das
demais sementes, foi utilizado o processamento paralelizado em GPU na construgdo das



solucdes. A abordagem foi separar a construcdo das solu¢des em diferentes threads, uma
para cada semente, e retornar, ao final da execugdo de todas elas, a melhor solucdo obtida.
E necesséria a aplicacdo sucessiva de n — 4 operacdes topoldgicas (passos O(1)
cada um, exceto os passos [9) e [I0). Os passos [9 e [I0] determinam o melhor movimento e
ambos tém complexidade O(n?). Porém, pode-se também aplicar paralelismo nesses dois
passos. Se a quantidade disponivel de processadores, ou nesse caso threads em GPU, é
da ordem de O(n?), entdo essa tarefa pode ser resolvida em O(log(n)), usando-se algum
algoritmo paralelo de encontrar o médximo em um subconjunto. Portanto, a complexidade
final do algoritmo proposto é O((z + z)nlog(n)). Contudo, se x + z = O(1), entdo a
complexidade final da heuristica proposta se mantém em apenas O(nlog(n)), sem perda
significativa na qualidade final da melhor solucdo encontrada em relacdo ao método pro-
posto por [Coelho et al. 2016]], conforme relatado na Secao

Algoritmo 1: RestrictedSeeds( G, x, vy, z )
Entrada: Grafo G = (V(G), E(G)) e parAmetros z, y, z € N de redugdo do espago de busca.

Saida: Grafo planar maximal ¢, filtrado de G.
1 C « FilteredSeeds(G,x,y, z);

2 MaxWeight < 0;

3 para k < 1 até |C| faca em paralelo

4 Cr < {vh, o5 vh ok} e C;

5 S+ V(G) = {Ck};

6 | &« {{of,ob}, {vf, vi}, {of, v}, {05, of}, {5, vf ), {0f, v} )
7| F e {{of of, v} {of, of o {of of ol {of, of ol s

8 enquanto (S # @) faca

9 face_move < {maior ganho com {s, f}, Vf € Fes € S};
10 edge_move <— {maior ganho com {s,e}, Ve € Ees € S};
11 se (face_move > edge_move) entdo

12 ‘ Chame a rotina de Face Dimpling;

13 senao

14 L Chame a rotina de Edge Dimpling;

15 Atualize os conjuntos F, £ e S;

16 R+ EUR; // R: resultados das execugdes paralelas.

17 M < max(R);
18 retorna G' = (V, M').

4. Resultados

Os testes com a versdo sequencial da Restricted Seeds ocorreram em computador com
16Gb de RAM, processador Intel(R) Core(TM) 15 CPU 760 @ 2.80GHz e SO Ubuntu
18.04. As versOes paralelas da Restricted Seeds e da All Seeds foram testadas utilizando-se
CPU Intel(R) Xeon(R) @ 2.30GHz modelo 63 ¢ GPU Tesla T4 2560 CUDA Cores, ambos
dispositivos com 16 GB de memoria principal.

A Tabela [I] compara os resultados obtidos com as heuristicas All Seeds
[Coelho et al. 2016l e Restricted Seeds. A coluna rotulada n contém as quantidades de
vértices das instancias. As colunas AS-GPU e AS-Val. contém os tempos de processa-
mento na versao paralelizada e o peso do grafo planar, respectivamente, obtidos pela All
Seeds. As colunas RS-Seq., RS-GPU e RS-Val. apresentam os tempos consumidos pela



Restricted Seeds, nas versdes sequencial e paralela, e o peso do grafo planar obtido, res-
pectivamente. A coluna gap(%) mostra a diferenca percentual entre os valores obtidos
pelas duas heuristicas (em média, inferior a 0,69%). A ultima coluna contém o speedup da
versao paralela da heuristica Restricted Seeds em relagdo a sua versao sequencial.

Tabela 1. Resultados obtidos pelas heuristicas Restricted Seeds e All Seeds.

n AS-GPU AS-val. RS-Seq. RS-GPU RS-Val. gap (%) speedup

30 0,352 13644 4,689 0,077 13586 0,43 60,89
40 1,459 19454 8,603 0,150 19377 0,40 57,35
50 8,402 25126 14,215 0,306 24904 0,88 46,45
60 22,613 30432 20,969 0,356 30210 0,73 58,90
70 74,502 36410 28,098 0,428 36208 0,55 65,64
80 189,905 41771 33,631 0,587 41443 0,79 57,29
90 483,651 47301 47,836 0,837 46933 0,78 57,15
100 1.034,420 53377 58,208 1,025 52894 0,90 56,78

5. Conclusao e trabalhos futuros

Este trabalho apresentou um novo algoritmo heuristico para a resolucao do MWPSP, o qual
constréi solugdes (subgrafos planares maximais) a partir de um subgrafo planar basico e de
pequenos incrementos sucessivos na estrutura do subgrafo corrente. Em comparacdo a All-
Seeds [Coelho et al. 2016]], este novo algoritmo possui complexidade assintética bastante
inferior. Além disso, foi mostrado como a implementagdo paralela do método pode trazer
um ganho de tempo ainda mais substancial.

Como sugestdo de novos trabalhos sugere-se a adicdo de novos movimentos to-
poldgicos na construcao de solucgdes, além dos ja citados aqui. Outra possibilidade seria
mudar o critério de selecdo do movimento topoldgico a ser usado. Neste trabalho o critério
usado foi o do maior incremento local (passos [9] e [I0). Uma opgdo seria, por exemplo,
escolher de forma aleatdria entre um certo espaco de possiveis movimentos com maiores
incrementos, semelhante a estratégia utilizada na filtragem das sementes (passo [I).
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