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Abstract. We explored some fundamental properties of interval graphs, such as
the absence of cycles with four or more vertices and asteroidal triples. Based on
these properties, given an interval graph G, we developed a polynomial algo-
rithm that uses the perfect elimination scheme characteristic of chordal graphs,
obtained through the lexicographic breadth-first search algorithm, to construct
an interval model for an interval graph G.

Resumo. Exploramos algumas propriedades fundamentais de grafos de inter-
valo, como a auséncia de ciclos com quatro ou mais vértices e triplas asteroi-
dais. Com base nessas propriedades, dado um grafo de intervalo G, desen-
volvemos um algoritmo polinomial que usa o esquema de eliminagdo perfeita
proprio dos grafos cordais, obtido através do algoritmo de busca em largura
lexicogrdfica, para criar um modelo de intervalo para um grafo de intervalo G.

Palavras chave: Teoria dos Grafos, grafos de intervalo, modelo de intervalo, algo-
ritmo.

1. Introducao

A Teoria dos Grafos é uma area fundamental da matemadtica que tem aplicabili-
dade em diversos campos, como a ciéncia da computacgao, biologia, redes de comunicagao,
entre outros. Grafos sdo capazes de representar relacdes entre objetos e o estudo dessas
estruturas pode possibilitar a resolu¢ao de problemas complexos de maneira eficiente.

Um grafo G é um par ordenado G = (V(G),E(G)), que consiste de um conjunto
V(G) de vértices e um conjunto E(G) de arestas de forma que E(G) C [V(G)]*. Deno-
tamos uma aresta que liga um vértice u a um vértice v por (u,v). Dois vértices sdo ditos
adjacentes se sdo incidentes a mesma aresta. Um subgrafo de um grafo G = (V(G),E(G))
é um grafo G' = (V/(G'),E'(G')) tal que V' CV e E' CE. Se G’ contém todas as arestas
(u,v) € E comu,v € V', entdo G’ é um subgrafo induzido de G, denotado por G[V']. Di-
zemos que V' induz ou gera G’ em G. Uma clique C de um grafo G é um subconjunto de
vértices de G em que cada par de vértices em C € adjacente.

Um grafo G é um grafo de intervalo se V(G) pode ser representado através de
um modelo de intersecdo de intervalos na reta real. Grafos de intervalo podem modelar
contextos que requerem a construcao de uma linha do tempo onde cada evento a corres-
ponde um intervalo representando a sua duragdo [4]. Sendo assim, o estudo dos grafos de
intervalo possui diversas aplicagdes préticas em problemas de escalonamento, alocacio
de recursos e anélise de bioinformadtica, onde a interse¢ao de intervalos representam um



conceito central. Um grafo de intervalo pode ser representado por uma estrutura de dados
conhecida como PQ-tree [2]].

Um conjunto independente em um grafo G € um subconjunto de vértices tal que
nenhum dos vértices desse subconjunto esta conectado entre si por uma aresta. O conjunto
independente serd maximal se ndo € possivel adicionar nenhum vértice a I de forma que
se mantenha a propriedade de independéncia. [ serd mdximo se for o maior conjunto
independente possivel de G. A cardinalidade de um conjunto independente maximo em
um grafo G é o niimero de independéncia de G, denotado por a/(G).

Embora encontrar o conjunto independente maximo seja bastante util em diversos
contextos, a complexidade computacional do problema de decisdo é NP-completa para
grafos arbitrarios [6]. Devido a complexidade inerente de se determinar um conjunto inde-
pendente miximo em grafos, os pesquisadores tém focado em restringir as caracteristicas
desses grafos, buscando determinar a(G) quando G pertence a subclasses especificas, o
pode ter complexidade diferente de acordo com o problema. Por exemplo, existem algo-
ritmos que resolvem o problema em tempo linear quando G € uma arvore [9] ou quando
G € um grafo de intervalo [[7].

O grafo ciclo, conhecido como C,, € um grafo com n vértices, onde n > 3, cujos
vértices podem ser arranjados em uma sequéncia ciclica de tal forma que dois vértices
sdo adjacentes se eles sdo consecutivos na sequéncia e ndo sao adjacentes caso contrdrio.
Um grafo G € cordal se todo ciclo de G com 4 ou mais vértices possui uma aresta entre
vértices ndo consecutivos do ciclo. Seja G um grafo com n vértices. Um vértice v € sim-
plicial se Ng(v) for uma clique. Um esquema de eliminagdo perfeita (EEP) para G é uma
sequéncia de vértices 6 = vy,V2,...,v, com a propriedade de que v; € um vértice sim-
plicial em G[{v;,...,v,}], paratodo i € {1,...,n}. Grafos cordais admitem esquemas de
eliminagdo perfeita. Quando G é um grafo cordal, também é possivel determinar o maior
conjunto independente em tempo linear [7]. O algoritmo que resolve esse problema ¢é
baseado no esquema de eliminagdo perfeita e da orientagdo transitiva das arestas proprios
de caracterizacOes de grafos cordais. A partir desse algoritmo, como grafos de intervalo
formam uma subclasse dos grafos cordais, temos também outra forma de resolver o pro-
blema para grafos de intervalo.

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo que, dado um grafo de intervalo, uti-
liza o EEP obtida pelo algoritmo Lex BES para obter a sequéncia utilizada para posicionar
cada intervalo na reta real através das operagdes de expansao, compressao ou translagdo
desses intervalos.

Este texto estd dividido em duas secdes principais: a primeira, intitulada “Con-
ceitos Basicos” (Se¢do 2), aborda defini¢des detalhadas sobre grafos, grafos de intervalo,
cliques e conjuntos. A segunda secdo, “Resultados” (Secao 3), apresenta um teorema da
literatura referente as condi¢des para que um grafo seja de intervalo. Em seguida, mostra-
mos o algoritmo apresentado em [8] utilizado para obter o EEP. Finalmente, apresentamos
um algoritmo polinomial que, dado um grafo de intervalo, retorna seu modelo de intervalo
na reta real.

2. Conceitos Basicos

Nesta secdo, apresentaremos uma fundamentagdo tedrica necessaria para o enten-
dimento do restante do trabalho. Algumas notagdes e defini¢des presentes neste artigo



foram retiradas de Bondy e Murty [1]] e Cormen et al [3].

Um caminho em um grafo G = (V(G),E(G)) é uma sequéncia de vértices vi,va, ...,

tal que, para cada i (onde 1 < i < k), existe uma aresta (v;,vi1) € E. Um grafo caminho
P, é um tipo de grafo no qual os vértices formam uma sequéncia linear, sem ciclos, e cada
vértice estd conectado a, no maximo, dois outros vértices. Um grafo é considerado conexo
se existe um caminho entre qualquer par de vértices, caso contrario ele é chamado desco-
nexo. Um grafo ciclo C, é um grafo no qual os vértices formam uma sequéncia fechada,
ou seja, € uma sequéncia de vértices vy, Vva,..., v, tal que cada vértice v; (para 1 <i < n)
estd conectado a vy 1, e v, estd conectado de volta a vi. Em um grafo ciclo, cada vértice é
adjacente a exatamente dois outros vértices, formando uma estrutura circular sem arestas
multiplas nem vértices isolados.

E importante ressaltar que um grafo simples niio possui lacos (arestas que conte-
nham vértices nao-distintos) e nem multi-arestas (arestas idénticas), por definicdo. Utili-
zaremos apenas a notacdo grafo quando formos nos referir a um grafo simples. Considere
(u,v) uma aresta de um grafo. Diremos que u e v s30 adjacentes caso estejam conectados
pela aresta (u,v). Ainda, considere que (u,v) é considerado incidente a u e a v se a aresta
(u,v) estd conectada a ambos os vértices u e v. A vizinhanga aberta (ou, simplesmente,
vizinhanga) de v € V(G) é o conjunto de todos os vértices adjacentes a esse vértice, ex-
cluindo o vértice de referéncia, ou seja, N(v) = {w | (v,w) € E(G)}. Denominamos grau
dg(v) ou d(v) de um vértice v € V(G) o niimero de arestas incidentes a este vértice.

Seja r > 2. Diremos que um grafo G é r-partido se V (G) admitir uma particio em r
conjuntos independentes tal que cada aresta possui seus extremos em parti¢des diferentes.
Chamamos o grafo 2-partido de bipartido. Um grafo completo é um grafo com n vértices
no qual hd uma aresta entre cada par de vértices distintos. Um grafo bipartido completo,
representado por G[X,Y], é composto por dois conjuntos de vértices, X e Y, onde cada
vértice em X estd conectado a todos os vértices em Y e vice-versa. Se o conjunto X tem
m vértices € 0 conjunto Y tem n vértices, o grafo € denotado como K, ,. Um grafo estrela
S, € um grafo bipartido do tipo K ;.

Uma cligue C € um subgrafo induzido de G que induz um grafo completo. Uma
clique maximal € um subconjunto C de vértices tal que ndo existe nenhum vértice que
possa ser adicionado a G de modo que se mantenha a a propriedade de completude. Uma
clique serd mdxima se C € o maior conjunto possivel de G. A cardinalidade deste conjunto
é é denotada por ®(G).

Um conjunto independente de trés vértices em um grafo formam uma tripla aste-
roidal se, para quaisquer dois desses vértices, existir um caminho que 0s conecta sem pas-
sar pela vizinhanga do terceiro vértice. Um grafo que ndo contém nenhuma tripla asteroi-
dal € denominado grafo sem tripla asteroidal (STA). A seguir, considere o grafo Cg com-
posto por V(G) = {v,va,...,v6} € E(G) = {(vi,v2), (v2,v3),(v3,v4), (v4,v5),(vs,v6) }.
Um conjunto possivel que satisfaz as propriedades de tripla asteroidal é {v;,v3,vs}, uma
vez que € possivel ter um caminho entre quaisquer 2 vértices v; € v; que nao passe por
N(vk), para todo i, j,k € {v1,v3,vs} distinto. Veja na Figura[I]o exemplo descrito acima:
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Figura 1. Uma tripla asteroidal no grafo Cs.

Um grafo G € livre de um grafo especifico H se e somente se G ndo contém
nenhum subgrafo induzido que seja isomorfo a H.

Um intervalo real fechado entre dois pontos a € b (onde a < b) € o conjunto de
todos os nimeros reais x tais que a < x < b. Esse intervalo inclui os pontos extremos a e
b. E denotado por [a,b]. Ou seja:

la,b) ={x€eR|a<x<b}

Um intervalo real aberto entre dois pontos a € b (onde a < b) € o conjunto de
todos os numeros reais x tais que a < x < b. Esse intervalo ndo inclui os pontos extremos
a e b. E denotado por (a,b). Logo:

(a,b) ={xeR|a<x<b}

Dois conjuntos de vértices V| e V, sdo considerados sobrepostos se Vi NV, # 0,
indicando que ha vértices comuns a ambos os conjuntos. Analogamente, dois conjuntos
de arestas E e E; se sobrepdoem se E1 N E, # 0, indicando a presenga de arestas comuns
a ambos os conjuntos.

Seja F uma familia de conjuntos. O grafo de intersecdo de F € o grafo ob-
tido representando-se por um vértice distinto cada conjunto de # e fazendo dois de tais
vértices adjacentes precisamente quando os conjuntos correspondentes tém interse¢ao
ndo-vazia. Note que, dada uma familia ¥, o grafo de intersecdo associado é bem de-
finido, porém o contrario nao é verdade: um mesmo grafo pode ser o grafo de interse¢ao
de diferentes familias. Se G € o grafo de interse¢do de uma familia ¥, dizemos que ¥ ¢
um modelo de G.

Um grafo G é um grafo de intervalo se G € o grafo de intersecdo de uma familia
R de intervalos da reta real. Em outras palavras, um grafo G € um grafo de intervalo
precisamente quando existir uma correspondéncia entre V(G) e uma familia de intervalos
R ={I,|veV(G)} dareta real tal que, para todo u,w € V(G) distintos, I, N1, # 0 se e
somente se (u,w) € E(G). Chamamos X um modelo de intervalo de G. Um exemplo de
grafo de intervalo pode ser visto na Figura[2]

Assumimos que todos os extremos de intervalo sdo distintos e denotamos os ex-
tremos esquerdo e direito de um intervalo I, respectivamente por £(1,) e r(I,). Quando



¢(1,) = r(l,), diremos que I, é trivial. O tamanho de I, é representado por || e é calcu-
lado através da seguinte férmula : |I,| = r(I,) — ¢(I,). Para qualquer modelo de intervalo
R, assumiremos que £(I,) > 0, para todo I, € K. Por conveniéncia, dado um intervalo 1,
de um modelo de intervalo e o vértice correspondente v, podemos usar indistintamente /,,
ou v quando o contexto ndo criar ambiguidades.

Definimos, a seguir, as operagdes de expansdo, compressao e translacdo de inter-
valos. Sejam K um modelo de intervalo e I = [a,b] € R..

* A expansdo de I é obtida por (R \I)UI' onde I’ = [a—d,b+e|,comd,e € R\ I
Intuitivamente, essa operacdo aumenta o comprimento do intervalo.

* A compressdo de I é obtida por (R \I)UI' onde I' = [a+d,b—e], com d,e €
I, d < e. A compressdo reduz o comprimento do intervalo dentro dos limites
originais.

* A translagdo a direita de I é obtida por (R \I)UI' onde I' = [a+ ¢,b + c] para
c €R, ¢ > a. A translagéo a esquerda de I é obtida por (R \1)UI’ onde I' = [a—
¢,b—c] para c € R, ¢ < b. Intuitivamente, as translagdes consistem em deslocar a
o intervalo para uma nova posi¢ao na reta real, sem alterar seu comprimento.

Considere o grafo G com V(G) = {vi,v2,...,v9} e E(G) = {(v1,v3), (v1,9),

(vi,v8), (vi,v7),(vi,v4), (v1,vs),(vs,v6), (va,v2) }. Tlustraremos a criagdo de um modelo
de intervalo para G. Para criarmos um modelo de intervalo de G, precisamos assegu-
rar que os intervalos correspondentes aos vértices adjacentes tenham uma intersecao.
Portanto, criaremos uma interse¢do a todos vértices adjacentes a vi. Temos N(vi) =
{v3,v4,vs,v7,v8,v9}. Note que v;,vg ¢ N(v]), portanto, estes ndo irdo sobrepor o inter-
valo referente a vi, mas vao sobrepor os intervalos referentes a v4 e vs.Veja na Figura 2}
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Figura 2. A esquerda, o grafo G e, a direita, um de seus modelos de intervalo.

A complexidade computacional €é um ramo da teoria da computacdo que se con-
centra em classificar problemas computacionais de acordo com sua dificuldade inerente e
relacionar essas classes entre si. Problemas de complexidade polinomial podem ser resol-
vidos por algoritmos que rodam em tempo no maximo c - n*, para constantes reais positivas
¢,k e n o tamanho da entrada. Se k = 1, diremos que o problema tem complexidade /i-
near. Problemas de complexidade polinomial sdo considerados eficientes, pois podem ser
resolvidos de forma pratica na maioria dos casos. No entanto, ha problemas classificados
como NP-completos, que sdo considerados dificeis de serem resolvidos computacional-
mente, pois ainda nao se conhece um algoritmo eficiente que possam resolvé-los.



3. Resultados

Esta secdo se destina a apresentacdo dos nossos resultados. Inicialmente, consi-
dere o seguinte teorema, demonstrado por Lekkeikerker e Boland [[10].

Teorema 1 [/0] Seja G um grafo. G é um grafo de intervalo se e somente se G ndo
possui ciclo induzido com 4 ou mais vértices e G ndo possui tripla asteroidal.

Algoritmo 1: EGRAFODEINTERVALO(G)
Entrada: Grafo G = (V(G),E(G))
Saida: STV, se G € grafo de intervalo, ou NAO, caso contrario
para cada ciclo induzido C CV(G) ; // Checa se G é cordal.
faca

se |C| > 4 entao

| retorna NAO

fim
fim
para cada tripla de vertices u,v,w € V(G); // Checa se G ndo possui

triplas asteroidais.

8 faca
9 se existe um caminho entre u e vem G —N(w)
10 | e existe um caminho entre u e w em G — N(v)
11 e existe um caminho entre ve w em G — N (u)
12 entao
13 | retorna NAO
14 fim
15 fim
16 retorna SIM

S T O T S

Dado um grafo G qualquer, utilizando a caracteriza¢do apresentada no Teorema [I] pode-
mos decidir se G é um grafo de intervalo por meio do Algoritmo 1.

Considere que o grafo G de entrada para o Algoritmo 1 possua n vértices e m
arestas. As linhas 1 a 3 checam se G possui ciclos induzidos com 4 ou mais vértices. Tal
checagem pode ser executada com uma modifica¢do do algoritmo de busca em profundi-
dade, que executa em em O(n+m).

As linhas 4 a 6 testam se G possui uma tripla asteroidal. Dado que o numero de
vértices de G € n, temos um total de (g‘) triplas possiveis. Isso resulta em uma complexi-
dade de O(n?).

Por fim, na linha 7 o algoritmo simplesmente retorna que de fato G é um grafo
de intervalo. A complexidade total do Algoritmo 1 é entdo da ordem de O(n?), que é
polinomial.

Uma vez obtido o retorno SIM do Algoritmo 1, prosseguimos para a construcdo do
modelo de intervalo. Para tal, utilizaremos busca em largura lexicografica [8], discutida a
seguir.

O Algoritmo de Busca em Largura Lexicogrdfica (Lex BFS) atribui rétulos aos



vértices de um grafo de maneira ordenada, priorizando os vértices que possuem ad-
jacéncias entre si. Inicialmente, o algoritmo rotula os vértices com 0, indicando que
nenhum vértice tem prioridade de escolha inicial. Em seguida, o algoritmo processa os
vértices em ordem decrescente, comecando com um valor i igual ao niumero de vértices
do grafo e, a cada iteracdo, reduz i até 1.

Sendo assim, ao final do algoritmo, obtemos uma ordem linear, onde cada vértice
recebe um numero a partir do maior valor disponivel. Em cada itera¢do, o algoritmo
seleciona o vértice ndo numerado que possui 0 maior roétulo acumulado. Ao atribuir ao
vértice v o ndmero i, indicamos a posicao desse vértice na ordem final. O algoritmo, em
seguida, atualiza os rétulos dos vértices adjacentes a v, incrementando o rétulo de cada
vizinho ndo numerado com o valor de i, permitindo que os vértices mais proximos de v se
tornem candidatos prioritarios a serem rotulados nas proximas iteragoes.

Ao final do algoritmo, obtemos uma ordenagao dos vértices de G correspondente a
um esquema de eliminagdo perfeita. O algoritmo pode ser descrito conforme as seguintes
etapas:

Algoritmo 2: LEXBFS(G)

Entrada: Grafo G = (V(G),E(G)) com n vértices
Saida: Uma ordem G dos vértices de G
1 para cadav € V(G) faca

2 | r(v)«0; // Inicializa o rétulo de cada vértice como vazio
3 fim

4 para i<« n até | faca

5 Selecione: Escolha um vértice v nao numerado com o maior rétulo r(v);

6 | ov)«i; // Atribui o numero i ao vértice v
7 | Atualize: para cada w € N(v) ndo numerado faca

8 | r(w) < r(w)U{i}; // Adiciona i ao rétulo do vértice w
9 fim

10 fim

11 retorna G ; // Retorna a ordem dos vértices

Considere novamente que o grafo G de entrada para o Algoritmo 2 possua n
vértices. A linha 1 € executada para cada vértice de G, o que resulta em um tempo de
execucdo O(n). A linha 2 é repetida de n até 1, o que totaliza O(n) passos. A linha
3 requer encontrar um vértice ndo numerado com maior rétulo. Podemos encontrar tal
vértice simplesmente fazendo uma busca linear em cada vértice, em tempo O(n). A li-
nha 4 é simplesmente uma atribuicio, que usa tempo O(1). A linha 5 atualiza rétulos
dos vizinhos, logo requer O(A) passos, onde A € o grau maximo de G. Assim, o laco
de repeticdo do bloco das linhas 2 a 5 tem complexidade O(n?). O passo 5 é apenas um
retorno, que executa em tempo constante O(1). A complexidade total entio é a soma das
complexidades de todos os passos, sendo da ordem de O(n?), que é polinomial.

A partir do Lex BFS, podemos obter um esquema de eliminacao perfeita, uma vez
que todo grafo de intervalo é um grafo cordal. Veja na Figura[3]o EEP referente ao grafo
S7.
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Figura 3. A esquerda, o grafo S e, a direita, seu EEP.

A partir da ordenacdo obtida do Lex BFS, dado um grafo G de intervalo, utiliza-
remos esta ordem para construir um modelo de intervalo de G. Veja abaixo o algoritmo
de construcio de um modelo de intervalo.

Algoritmo 3: GERAMODELOINTERVALO(G)

Entrada: Grafo de intervalo G = (V(G),E(G))
Saida: Modelo de intervalo X de G
1 Seja o = (vy,v2,...,v,) um EEP retornado pelo algoritmo LEXBFS(G);
2 I, < [0,1];
3 parai<n—1 até 1 faca
4 G+ Gvit1,---yval;
5 JA%{jE{i—l-l,...,n}’V_,'ENQ(V,’)};
6 Ir—{i+1,...n}\ Fu;
7 Ic + ﬂ Ii;
JEIA
s | retc\ (U 1)
j€Is
9 se [r — 0 entao
10 Sem criar novas sobreposicdes, expanda /;, para todo j € .#4 ou
comprima [, para todo j' € %5 até Ir # 0;

1 fim

12 Posicione /; em alguma porcao contigua mais a esquerda de /.

13 fim

14 retorna R = {I},b,....1,}; // Retorna o modelo de intervalo

Teorema 2 Seja G um grafo de intervalo. O Algoritmo |3| quando executado sobre G
produz corretamente um modelo de intervalo R_para G.

Seja 6 = (v1,va,...,v,) um EEP retornado pelo algoritmo LEXBFS(G). O Algo-
ritmo [3| percorre a sequéncia ¢ de v, até vi, para determinar o intervalo I; correspondente
ao vértice v;. O passo base ocorre na Linha 2, onde I, recebe [0, 1], o que é um modelo

de intervalo vélido para G[v,]. Por hipétese de indug@o, considere que R' = {1 1,...,I,}
seja um modelo de intervalo para G' = G[vi1,...,v,]. Vamos mostrar que R = {[;,...,1I,}
¢ um modelo de intervalo para G|v;,...,v,].

Na Linha 5 definimos o conjunto .# de indices j tais que v; é adjacente a v; em G’
e na Linha 6 definimos o conjunto .#5 de indices j tais que v; ndo é adjacente av;em G'. A



ideia € criar intersecdo entre /; e I; para todo j € .#4 e ndo criar interse¢do entre /; e /; para
todo j € .#%. Para tal, na Linha 7 ¢ definido /¢ pela interse¢do dos intervalos dos vizinhos
de v; como um intervalo candidato a posicionar /;. Sabemos que isso € possivel, ja que
no EEP o, o conjunto de vizinhos de v; em G’ forma uma clique. Na Linha 8, obtemos
um intervalo final I a partir do intervalo candidato /-, onde sdao removidas as por¢des
dos intervalos dos vértices que v; ndo deve intersectar. Observe que Ir pode ser vazio.
Assim, na Linha 10 ajustamos o modelo expandindo os intervalos dos vizinhos de v; para
que Ir tenha possibilidade de intersectar /;, cujo posicionamento € feito na Linha 12. Ha
uma expansao possivel a esquerda ou a direita, gracas a auséncia de ciclos induzidos com
4 ou mais vértices e triplas asteroidais. Observe também que Ir pode ser composto por
um ou mais intervalos disjuntos, por isso na Linha 12 escolhemos uma por¢do contigua
de Ir para posicionar /;. Desta maneira, como /¢ garante as intersecOes necessdrias entre
vizinhos de v; e Ir garante que nao hajam interse¢des entre nao vizinhos de v;, concluimos
o desejado.

Dado o Algoritmo [3] acima, Veja um exemplo na Figura [F] de um modelo de
intervalo criado para o grafo estrela 7.
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Figura 4. A esquerda, o grafo S; e, a direita, uma possivel representacdo de modelo de
intervalo.

Teorema 3 Seja G um grafo de intervalo. O Algoritmo [3| quando executado sobre G
produz em tempo polinomial um modelo de intervalo R_para G.

A Linha 1 chama o Algoritmocomo subrotina, que usa tempo O(nz). A Linha 2
realiza apenas uma atribuicdo dos extremos de I, o que requer tempo constante. O laco
de repeti¢do da Linha 3 € executado para n — 1 vértices. Vamos analisar a complexidade
de cada uma dessas iteracoes. As atribui¢cdes das Linhas 4 a 6 dependem de n — i vértices,
tendo complexidade O(n). As Linhas 7 e 8, embora calculem unides e interse¢des de
intervalos também requerem tempo O(n) uma vez que precisamos apenas dos pontos ex-
tremos de cada intervalo. Para as Linhas 9 a 11 devem ser expandidos @(|.#4|) intervalos,
uma vez que temos que produzir um intervalo /r com a interse¢do de todos os intervalos
vizinhos de v; ndo vazia para posicionar /;. Para expandir cada um deles sem criar novas
sobreposicdes precisa-se checar as extremidades de cada outro intervalo, o que requer
O(n) operacdes, logo as Linhas 9 a 11 requerem tempo O(n?). Ap6s isso, a Linha 12 de-
termina as extremidades de /; a fim de posiciond-lo em Ir 0 que requer tempo constante.
Em suma, cada bloco das Linhas 4 a 12 gasta tempo O(n?), repetidos O(n) vezes temos
um tempo total de execucao do Algoritmo 3|da ordem de 0(n4).



4. Consideracoes Finais

Neste artigo, desenvolvemos um algoritmo que, dado um grafo de intervalo, utiliza
o EEP obtida pelo algoritmo Lex BFS para obter a sequéncia utilizada para posicionar
cada intervalo na reta real através das operagdes de expansdo, compressao ou translagao
desses intervalos.

Além disso, em outro trabalho, implementamos um algoritmo, proposto por Fe-
ofiloff [3], em linguagem python que tem como objetivo identificar e extrair intervalos
disjuntos a partir de uma lista de intervalos.Para isso, o algoritmo cria uma lista vazia
SCD, ordena os intervalos em ordem crescente e adiciona, inicialmente, sempre o me-
nor intervalo a lista. Apds isso, o algoritmo sempre verifica se o dltimo intervalo adi-
cionado possui interse¢cdo com o proximo intervalo a ser adicionado, o que equivale a
descobrir o conjunto independente maximo em um grafo de intervalo, uma vez que to-
dos os intervalos da lista SCD sao disjuntos. A implementacdo pode ser encontrada em:
https://github.com/AnaCarolynePds/Descobrindo-alpha-G-em-um-grafo-de-intervalo.

Como trabalho futuro, sugerimos a implementacao de algoritmos para outros pro-
blemas em grafos, como encontrar a clique méxima e uma k-coloragdo para um grafo de
intervalo.
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