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Abstract. Graphs are very useful and it helps solving problems. A relatively
new that has been studied is alliances in graphs. In this paper; it is studied the
defensive alliances, which can be used as a mathematical model in web commu-
nities, social medias, chain food, etc. It was found results in wheel graphs and
complementary prisms of complete graphs.

Resumo. Grafos sdo de grande utilidade para auxiliar na solucdo de proble-
mas. Um tema relativamente novo é o de aliancas em grafos. Neste trabalho,
sdo estudadas as aliangas defensivas, que podem ser utilizadas como modelo
matemdtico em comunidades web, redes sociais, cadeias alimentares, etc. Fo-
ram encontrados resultados em grafos roda e em prismas complementares de
grafos completos.

1. Introducao

Grafos podem ser utilizados para modelar e facilitar a visualiza¢do de diversas situacdes
da vida real. Por exemplo, pode-se utilizar um grafo para encontrar os menores caminhos
para atravessar de um ponto da cidade ao outro. Isso faz com que a area de Teoria dos
Grafos seja bem explorada, pois a sua aplicacdo € extensa em diversas dreas, como a de
negocios, trafego, distribuicdo de produtos, entre outros.

Um conceito recente e que estd sendo bastante estudado € o de aliangas em gra-
fos, que foi introduzido por Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi em 2003 e publicado
em 2004 no artigo Alliances in Graphs [Hedetniemi and Kristiansen 2004]. As princi-
pais classificacoes de aliangas sdo: defensivas, ofensivas e poderosas. As aliangas de-
fensivas, por exemplo, servem de modelo matematico para vérios problemas tedricos e
praticos em diversas dreas do conhecimento, como a de comunidades web, redes soci-
ais, cadeias alimentares, estrutura de dados, etc. O que faz com que muitos pesquisado-
res [Shafique 2004, Brigham and Hedetniemi 2009, Bermudo and Yero 2010, Dias 2012,
Yero and Rodriguez-Velazquez 2013, Silva 2015, Gongalves 2016] estejam levantando
estudos nesse tema é que o cdlculo do nimero da alianca em grafos pertence a classe
de problemas NP-completos [Shafique 2004].

Além disso, também € um problema complicado encontrar uma das aliancas em
um grafo qualquer. Quando o grafo € pequeno, a tarefa é simples. Entretanto, a comple-
xidade aumenta a medida que o grafo cresce, e também quando trabalhamos com aliangas
globais, que afetam todo o grafo. Sendo assim, o objetivo desta pesquisa € alcangar novos
resultados tedricos em aliancgas defensivas globais nos grafos roda e em prismas comple-
mentares.
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2. Definicoes

Para uma melhor compreensdao do trabalho, é necessario entender algumas defini¢des.
Grafos sdo estruturas que contém conjuntos de vértices e arestas, tal que estes conjuntos
sdo diferentes de vazio, podem ser finitos ou infinitos e sdo disjuntos. Denotamos o grafo
G por G = (V(G), E(G)), tal que V(G) € o conjunto de vértices e £(G) € o conjunto
de arestas, que consiste em um conjunto de pares de vértices. Quando duas arestas nunca
conectam os mesmos vértices, o grafo é chamado de grafo simples. Dizemos que um grafo
€ ndo orientado se uv = vu. Caso contrdrio, se uv # vu, temos um grafo orientado. Um
conjunto dominante (CD) é um subconjunto D C V((G), tal que cada vértice pertencente a
V(G)\D é adjacente a pelo menos um vértice em D. Neste trabalho, considera-se grafos
simples, ndo orientados e finitos, que sdo os grafos que possuem um conjunto finito de
vértices. Tem-se que |V (G)| = ne |E(G)| = m.

D—(—0)
N ©

Figura 1. Exemplo de um grafo G qualquer.

Sejam u e v dois vértices em um grafo G, eles sdo ditos adjacentes ou vizinhos
se forem extremidades de uma aresta a. Diz-se também que a conecta os vértices u e
v. Se uma aresta a conecta dois vértices distintos (u, v), julga-se que a = uv e a €
E(G). A vizinhanga entre os vértices de um grafo pode ser aberta ou fechada. Vizinhanga
aberta, denotada por N (v), ocorre quando considera-se apenas os vizinhos de um vértice
v. Vizinhanga fechada, denotada por N [v], ocorre quando considera-se a vizinhanga de v
mais ele proprio, ou seja, v também € incluso no conjunto.

O grau de um vértice v, denotado por g(v), € o nimero de arestas que incidem
neste vértice. Se um vértice possui grau zero ele é chamado de vértice isolado, sendo
assim ele também nao possui nenhum vizinho. Um vértice € dito pendente se ele possuir
grau igual a 1. Analisando o grafo G na Figura 1, tem-se que g(a) = 3, g(e) = le
g(f) = 0. Entdo, o vértice e é pendente e o vértice f € isolado.

Muitas vezes € possivel se deparar com grafos complexos e extensos, mas talvez
serd necessario trabalhar somente com uma parte dele. E possivel trabalhar apenas com
uma parte do grafo original, desde que as extremidades das arestas remanescentes sejam
mantidas. Um grafo menor obtido a partir de outro € chamado de subgrafo. Um subgrafo
de G é um grafo G’ = (V(G'), E(G’)) se e somente se V(G') C V(G) e E(G') C
E(G). Denota-se ainda que um subgrafo induzido de G consiste em um subconjunto
V' ndo vazio, tal que V' C V(G), e E' consiste de todas as arestas de F(G), cujo os
extremos pertencem ao V. Na Figura 2, é possivel ver um grafo com um de seus possiveis
subgrafos.

Grafos podem ser representados de vdrias maneiras, gerando estruturas diferentes
para cada uma delas. Quando isso ocorrer, define-se isomorfismo de grafos. Sejam G; =
(V(G1), E(G1)) e Go = (V(Gs), E(Gs)) dois grafos. Eles serdo isomorfos se e somente
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Figura 2. Grafo e um de seus subgrafos.

se existir uma fungdo bijetora f de V' (G;) para V (G3), tal que se a e b sdo vértices e sdo
adjacentes em G, entdo f(a) e f(b) sdo adjacentes em Go para todo a e b em V(Gy).
Em outras palavras, dois grafos sdo isomorfos se os vértices destes mesmos grafos forem
biunivocos, preservando a relacdo de adjacéncia. Portanto, nos grafos simples, a relacao
de isomorfismo s6 serd dada se o nimero de vértices, niimero de arestas e os graus dos
vértices forem iguais nos dois grafos. Entretanto, ndo ha garantia de que todos os grafos
sao isomorfos baseando-se apenas nestas premissas. Nao se conhece ainda um conjunto
util de invariantes para determinar isomorfismo entre grafos simples [5]. Na Figura 3, é
possivel observar que os vértices a, b, ¢, d, e e f em (G correspondem aos vértices z,
w, T, y, u e v em (G5, respectivamente. Assim sendo, tem-se que f(a) = z, f(b) = w,

fle) =z, fd) =y, f(e) = u, f(f) =v.

Figura 3. Exemplo de isomorfismo entre um grafo G; e um G-.

Caminho, denotado por F,, € uma sequéncia de n — 1 arestas entre um vértice
inicial vy e um vértice final v,,. O caminho pode ser um ciclo, denotado por C),, se o
inicio e o fim for no mesmo vértice, ou seja, se vy = v,,. Caminho simples € um caminho
que ndo contém a mesma aresta mais de uma vez. Pode se observar ver que os vértices
1, 5, 6, 3 no grafo da Figura 4, formam um caminho simples de comprimento 3, pois
{1,5},{5,6} e {6, 3} sdo arestas de G. Observe que os vértices 4, 5, 3, 1 ndo formam um
caminho, pois {5, 3} ndo é uma aresta. Tem-se ainda que os vértices 1, 2, 5, 1 formam um
ciclo de comprimento 3, pois {1, 2}, {2,5} e {5, 1} so arestas e este caminho comeca e
termina em 1.

Figura 4. Um grafo G simples.

Um grafo é completo, denotado por K, se quaisquer dois de seus vértices distin-
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tos sdo adjacentes. Na Figura 5, tem-se um exemplo de um grafo completo. Uma clique
¢ um subconjunto de vértices C, tal que C' C V(G), sendo que para cada dois vértices
x,y € C, existe uma aresta conectando-os. Em outras palavras, uma clique € um subgrafo
induzido de G, que € um grafo completo.

Figura 5. Um grafo K.

Um grafo roda, denotado por W,,, € um ciclo com um vértice central. Observe que
este vértice central domina todos os demais. Na Figura 6, temos um exemplo de um grafo
roda.

Figura 6. Um grafo 7.

O conceito de aliancas em grafos € relativamente novo, tendo surgido em 2003.
De modo geral, o conceito de alianga pode ser definido como um conjunto de pessoas
que possuem interesses em comum que se unem para um ataque ou para uma defesa. Na
teoria dos grafos, esta defini¢do € semelhante. Alianca em grafos, de modo bem simples,
¢ um conjunto de vértices com algumas propriedades coletivas. Assim como na vida real,
ha alguns tipos diferentes de aliangas em grafos, a saber: aliangas defensivas, que podem
ser fortes e/ou globais; as aliancas ofensivas, que também podem ser fortes e/ou globais;
e as aliancas poderosas, que podem ser globais.

Seja S C V(G). S é uma alianga defensiva (AD) se e somente se Vv € S, |N[v] N
S| > |N[v]\S|. Em outras palavras, todo vértice v € S tem no maximo um vizinho a mais
em V(G)\S do que em S. Na Figura 8, é possivel ver um exemplo de alianga defensiva.

Uma alianga defensiva forte (ADF) ocorre se e somente se Vv € S, |N[v] N S| >
|N[v]\S|. Neste caso, a inequagao € estrita e todo vértices v € S é fortemente defendido,
ou seja, um vértice no conjunto S tem mais vizinhos em .S, incluindo ele préprio, do que
em V(G)\S. Na Figura 7, os vértices destacados formam uma alianga defensiva forte.
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Figura 7. Exemplo de alianca defensiva forte e alianca poderosa.

Uma alianga defensiva é global (ADG) quando todo vértice em V (G)\S € ad-
jacente a pelo menos um membro da alianga S, tornando S um conjunto dominante.
Pode-se ver um exemplo na Figura 8 de uma alianca defensiva global.

Uma alianga defensiva forte global (ADFG) ocorre quando todos os vértices em
V(G)\S de uma ADF ¢ adjacente a pelo menos um membro da alianga S, tornando o
conjunto .S dominante.

Figura 8. Exemplo de alianca defensiva e alianca defensiva global.

Se S C V(G) e S é um conjunto ndo vazio de vértices, tem-se a ocorréncia de
uma alianga ofensiva (AO) se e somente se Vv € 05, |[N[v] N S| > |N[v]\S|. Em outras
palavras, todo vértice na fronteira de S tem pelo menos um vizinho a mais em S do que
em V(G)\S. Na Figura 9, € possivel ver um exemplo de alianga ofensiva.

O—®
s
@ OO0
Figura 9. Exemplo de uma alianca ofensiva.

Uma alianga ofensiva global (AOG) segue a mesma definicdo da ADG, ou seja,
uma AOG ocorre quando todo vértice em V' (G)\S € adjacente a pelo menos um membro
de S, tornando S um conjunto dominante. Na Figura 10, os vértices marcados formam
uma AOG em um grafo cibico.

Uma alianga ofensiva é forte (AOF) se v € 95, |[N[v] N S| > |N[v]\S]|. Neste
caso, a inequacdo também € estrita e o conjunto € fortemente defendido. Desse modo,
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pode-se dizer que toda alianga ofensiva forte € uma alianca ofensiva, todavia, nem toda
alianga ofensiva € uma alianca ofensiva forte. Segue um exemplo de alianga ofensiva forte
na Figura 10.

Figura 10. Exemplo de alianca ofensiva global e alian¢a ofensiva forte.

Na Figura 7, tem-se a formacao de uma alianca defensiva e ofensiva no conjunto
S = {2,3,5}, pois os vértices possuem mais vizinhos em S do que fora de S, levando
em consideragdo a vizinhaga fechada de vértice. Nessas condicdes, quando uma alianca
¢ defensiva e ofensiva a0 mesmo tempo, ela é definida de alianca poderosa (AP).

Uma aliangca poderosa global (APG) € definida quando hd um conjunto domi-
nante, ou seja, quando todo vértice em V' (G)\S € adjacente a pelo menos um membro
da alianga S. Na Figura 11, o conjunto S = {1,2,5,6,7,8,11,12} é tanto uma alianga
poderosa, quanto um conjunto dominante.

O niimero minimo da k-alianga defensiva em um grafo é denotado por a,(G); da
AD é denotado por a(G); da ADF € denotado por a(G); da ADG é denotado por v,(G);
da ADFG ¢ denotado por v;(G); da AO é denotado por a,(G); da AOF é denotado por
a(G); da AOG € denotado por v,(G); da AP € denotado por a,(G); da APG é denotado

por %p(G).

Figura 11. Exemplo de alianca poderosa global.

2.1. Produto Cartesiano de Grafos

O produto cartesiano G1 X G5 de dois grafos G; e G5 resulta em um outro grafo com um
conjunto de vértices V(G x Go) = V(G;) x V(G3). Os vértices (v1,v2) € (uq, uz) sdo
vizinhos se seguir a condi¢cdo de exclusividade:

1. ou [U1u1 € Uy = UQ];
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2. ou [vaus € vy = uy].

Segue um exemplo de produto cartesiano na Figura 12.

Figura 12. Produto cartesiano C5 x K.

2.2. Prisma complementar

Denota-se por G = (V(G), E(G)) o complemento de um grafo G’ em que ambos possuem

0 mesmo conjunto de vértices e G possui um conjunto de arestas complementares. Em
outras palavras, se uma aresta uv existir em G, os vértices u € v ndo sao vizinhos em G e
vice-versa.

O prisma complementar, denotado por GG, é o emparelhamento perfeito de um
grafo G com o seu complemento. O grafo resultante é a unido disjunta de G U G, em-
parelhando os vértices correspondentes com suas arestas complementares. Pode-se ver o
grafo prisma complementar C,C}, na Figura 13.

Figura 13. Grafo prisma complementar C,C,.

3. Resultados

Foi encontrado que para grafos cordais, o nimero da alianga ofensiva global € um pro-
blema que se encontra na classe NP-completa [Dourado and Szwarcfiter 2014].

Para grafos roda, foi provado os seguintes resultados.

Teorema 1. Para um grafo roda W,,, com n > 4, tem-se que:

]
I

|+ 1, sen =3 (mod 4),

W.) =
Ya(Wn) |, caso contrdrio.

ST
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Demonstracdo. Seja V,(W,,) o subconjunto de vértices externos de W,,, v € V. (W,,), e
S o conjunto que forma ADG, com S C V.. Como o grafo roda é 3-regular, exceto pelo
vértice central, cada v possui 3 vizinhos, dois vértices externos adjacentes mais o vértice
central, que ¢ comum a todos. Pela defini¢do de alianca defensiva, sabe-se que para todo
vértice v € S, [N[v] N S| > |N[v]\S|. Ou seja, cada um dos vértices v € V, precisa de
pelo menos mais um vizinho para que seja formado uma AD.

Note que os vértices externos do grafo roda formam um grafo ciclo C;,_1, ja que
desconsidera-se o vértice central. Neste contexto, é possivel concluir que a cardinalidade
do conjunto dominante para o grafo W, é o mesmo do grafo C,,, isto &, v(W,,) = [“].
Para determinar o conjunto dominante, ndo é necessario a exigéncia de ter pelo menos
mais um vizinho da AD, uma vez que cada v consegue dominar dois vizinhos, e também
o vértice central. Tendo isto em vista, que toda ADG também € um conjunto dominante,

n
é preciso de no minimo | %] vértices no grafo, dispostos em 2= L ] pares de vértices. Para
grafos em que n = 3 (mod 4), € preciso acrescentar mais um Vertlce a um dos pares de
vértices, totalizando | % | + 1, visto que ndo é possivel obter um nimero exato de pares

2
V. L]

Teorema 2. Para um grafo roda W,,, comn > 6, tem-se que:

2. y(Wn_men,z)J) — 1, sen =2 (mod 4),

a WTL - 2
Ya(Wn) 2-~y(W Lm(vvn,g)J), caso contrario.
n—|—5—

Demonstragdo. Seja W/ um subgrafo induzido de W, formado pelo subconjunto de
vértices externos de W,,, entdo V(W) ). Observe que W, é o grafo C,,. Portanto, o
conjunto dominante de v(W)) = ~(C,). O conjunto dominante de um grafo roda é
dado por (W,,) = 1, uma vez que o vértice central consegue dominar todos os vértices,
isso € trivial. Porém, se for considerado o conjunto dominante de W,,, ndo se obtém
o valor minimo de uma ADG todas as vezes, isto porque deve se considerar o vértice
central mais a metade dos vértices externos para que seja formada uma ADG, obtendo
1u(Wa) = 1+ 0],

Seja D o cojunto dominante de W/, e seja S o conjunto que forma ADG em
W . Como foi dito no Teorema 1, um vértice v € D consegue dominar 2 vizinhos mais o
vértice central. Entretanto, isso ndo € suficente para formar uma ADG. Ao pegar a metade
do conjunto S de dois grafos anteriores de W,, e subtrair o resultado da quantidade n de
vértices, serd obtido o grafo anterior com um n equivalente. Tendo o conjunto dominante
desse grafo anterior em maos, € possivel obter uma ADG adicionando mais um vértice
em cada v € D, formando pares. Observe que ao fazer isso, a quantidade de vértices é
dobrada. Esta € uma construcdo que garante uma ADG minima.

Em outras palavras, dado um W, c%ualquer a metade dos vértices do conjunto que
forma ADG de dois grafos anteriores, 1% Wo=2) 'menos o proprio n, W -—n =uz,
retorna o grafo anterior equivalente ao W, representado por W,,_,. Assim, o conjunto .S
€ obtido ao dobrar a quantidade de vértices do conjunto dominante de W,,_,, obtendo a
formula 2 - y(W  saw, s )

n—|—5==]
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Para grafos com n = 2 (mod 4) vértices, ao dobrar o conjunto D do grafo anterior
equivalente, a quantidade de vértices ultrapassa uma unidade, j4 que sempre obteremos
um ndmero par de vértices. Porém, o conjunto S deixa de ser minimo. Como foi de-
monstrado no Teorema 1 ao retirar um vértice, deixando o vértice isolado junto a um
par, ainda € possivel obter uma ADG, minima, no grafo W,,. Por esta razdo, tem-se que
2- ’y(W Ya(Wp_2) ) — 1. O

n—| ===

Teorema 3. Para o grafo K, K,,, comn > 2, tem-se que: v,(K,K,) = n.

Demonstragdo. Seja G o grafo K, K,. Observe que G é também um grafo split, ja que
o conjunto de vértices V' (K,,) forma uma clique, e o conjunto V' (K,,) forma um conjunto
independente. No subgrafo K, tem-se um conjunto de vértices folhas, ou seja, cada

v € V(K,,) tem apenas um vizinho, que sdo os vértices pertencentes a clique. Entdo, para

se ter uma ADG, € preciso pegar todo o conjunto V' (K,,), obtendo os n vértices.

No subgrafo K, todos os vértices sao fortemente conectados. Sendo assim, é
possivel obter uma ADG com [ 3] vértices. Porém, esse conjunto nio é dominante, uma
vez que cadav € V(K,) possui uma folha. Por conta disto, metade do grafo sempre ficard
descoberta. Portanto, para se obter uma ADG no subgrafo V (K,,), também € preciso de
n vértices. Ul

4. Conclusoes

No decorrer deste trabalho, foram estudados alguns grafos cordais e prismas complemen-
tares, identificando o comportando da alianca defensiva (AD) e alianca defensiva global
(ADG) nestas classes de grafos. Foi possivel, por exemplo, encontrar uma relacio entre
conjunto dominante (CD) e ADG, obtendo assim outro resultado equivalente nos grafos
rodas.

Ap6s a atualizagdo do atual estado da arte, notou-se que existem poucos ou ne-
nhum resultado em alguns tipos de aliancas para determinadas classes de grafos, o que
acredita-se que € um problema inexplorado.

Ao estudar a AD e ADG nos grafos cordais e produto de grafos, pode-se perce-
ber que para os grafos roda e prisma complementar do grafo completo é mais facil de se
encontrar um padrdo e de obter uma ADG. Ao passo que outros grafos sdo mais compli-
cados de se enxergar este mesmo padrao, ja que os vértices encontram-se mais dispersos.
Isto foi observado ao estudar o produto P, P,. Foi obtido resultado para ADG neste grafo,
mas nao foi possivel definir uma férmula concisa como as apresentadas na Se¢ao 3. Dito
isto, como trabalho futuro, espera-se obter esta férmula para o grafo em questao, além de
explorar outros tipos de aliancas nos grafos cordais e em outras classes, tais como produto
cartesiano, produto lexicografico e também prismas complementares de outros grafos.
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