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Abstract. The class of precedence proper k-thin graphs is a subclass of proper
k-thin graphs. The complexity status of recognizing proper k-thin graphs is
unknown for any fixed k > 2. In this work, we prove that, when k is part
of the input, the problem of recognizing precedence proper k-thin graphs is NP-
complete, and we present a characterization for them based on threshold graphs.

1. Introducao

Um grafo de intervalo G é tal que V() corresponde a uma familia de intervalos fechados
distintos da reta real, chamada de modelo, e (I, J) € E(G) se, e somente se, [ N J # ().
Um grafo de intervalo € denominado proprio se admitir ao menos um modelo tal que
I ¢ J,paratodo I, J € V(G). Em [Roberts 1969] é mostrado que um grafo é de intervalo
proprio se, e somente se, existir uma ordem total s de V(&) tal que, para qualquer tripla
(p,q,r) de vértices ordenada com respeito a s, se (p,r) € E(G) entdo (p,q),(q,7) €
E(G). Tal ordem s é denominada candnica prdpria. A Figura 1 mostra um grafo de
intervalo proprio e uma de suas ordens candnicas proprias: c < b < d < a <e < f.

(b)

Figura 1. (a) Grafo de intervalo proprio G e (b) Ordem canénica prépria de G.

Um grafo G € dito k-fino proprio [Bonomo and de Estrada 2019] se existirem
uma ordem total s e um k-particionamento de V' (G) tais que, para qualquer tripla or-
denada (p,q,r) em relagdo a s, tem-se que (i) se p e ¢ pertencerem a uma mesma
parte e (p,r) € E(G), entdo (q,r) € E(G) e (ii) se g e r pertencerem a uma mesma
parte e (p,r) € E(G), entdo (p,q) € E(G). Uma ordem com essa propriedade é
chamada de ordem fortemente consistente. Grafos k-fino préprio generalizam grafos
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de intervalo préprio, sendo os grafos 1-fino préprio a classe dos grafos de intervalo
proprio. Em [Bonomo and de Estrada 2019], € provado que, dado um particionamento
de tamanho arbitrario de V' (G), decidir a existéncia de uma ordem fortemente consis-
tente com relacdo a esse particionamento € um problema NP-completo. Por outro lado, a
complexidade da versdao desse problema quando o tamanho do particionamento € fixo,
isto é, ndo faz parte dos dados de entrada, € um problema ainda em aberto. Ainda
em [Bonomo and de Estrada 2019], ¢ mostrado que dada uma ordem total de V' (G), de-
terminar o particionamento minimo para o qual essa ordem € fortemente consistente pode
ser resolvido em tempo polinomial. Além disso, considerando o caso geral, determinar se
um grafo € k-fino préprio estd em aberto mesmo para um k > 2 fixo.

Neste trabalho, abordamos uma classe mais restrita de grafos k-fino préprio, na
qual s6 sdo permitidas ordens fortemente consistentes com uma determinada propriedade.
Um grafo k-fino proprio de precedéncia (k-FPP) [Oliveira et al. 2018] € um grafo k-fino
proprio que admite uma ordem fortemente consistente em que os vértices que pertencem
a uma mesma parte sdo consecutivos nessa ordem. Uma ordem desse tipo é denominada
ordem fortemente consistente de precedéncia. A Figura 2(a) ilustra um grafo que é 2-FPP
e, na Figura 2(b), € ilustrado um grafo que € 2-fino préprio mas nao é 2-FPP com relagcao
a biparticdo escolhida, problema considerado na Secdo 2. Nessas figuras, as partes da
biparti¢do de V' (G) estdo sendo representadas por cores distintas. Além disso, a ordem
fortemente consistente sendo considerada em ambas as figuras é s = a, b, c,a’, V', .

Em [Oliveira et al. 2018], foi apresentado uma caracterizacdo e um algoritmo de
reconhecimento eficiente para grafos 2-FPP, sendo que o dltimo pode ser generalizado
para grafos k-FPP, com £ fixo. Neste trabalho, estendemos esses resultados apresentando
uma prova de NP-completude para o problema de reconhecimento de grafos k-FPP, com
k varidvel (parte da entrada), e uma caracterizacdo para essa classe de grafos.
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Figura 2. Grafos (a) 2-FPP e (b) 2-fino proprio nao 2-FPP para tal biparticao.

2. Reconhecimento de grafos k-FPP

Nesta secao, serd apresentada uma prova de NP-completude para o problema de reconhe-
cimento de grafos k-FPP, k arbitrario, definido a seguir.

PROBLEMA: PARTICAO k-FPP (Reconhecimento de grafos k-fino préprio de prece-
déncia para um dado particionamento)

ENTRADA:  Natural k, grafo G e particionamento V = (V4,..., V) de V(G)

QUESTAO:  Existe uma ordem fortemente consistente com ) de precedéncia?

A prova de que o problema PARTICAO k-FPP é NP-completo € obtida a partir de
uma redugdo do problema NOT ALL EQUAL 3-SAT, que € NP-completo [Schaefer 1978].
Teorema 1. O problema PARTICAO k-FPP é NP-completo, mesmo se o tamanho de cada
parte da particdo for no mdximo 2.



Ideia da demonstracao. Uma ordem fortemente consistente de precedéncia pode ser
verificada em tempo polinomial. Logo, esse problema estd em NP. Dada uma instancia
¢ de NOT ALL EQUAL 3-SAT, definimos um grafo GG e um particionamento de V' (G) no
qual cada parte tem tamanho no maximo dois. O grafo G é construido como segue.

> p - _ T .F ;
Para cada varidvel z; da cldusula Cj, crie a parte X;; = {x;;, z;;}. Ademais, para

cada varidvel z;, crie as partes X! = {z'} e X = {x"}. As arestas entre esses vértices

sdo (], x;) e (z], x};) para cada i, j tais que a varidvel z; apareca na cléusula C;.

No que segue, se o k-ésimo literal ¢;; de C; for a varidvel z; (resp. —x;), denotamos
por O;; o conjunto ordenado {z/;, z};} (resp. {x];,x}}). Dado um conjunto ordenado
C' com dois vértices, denotamos por C* e C? o primeiro e segundo elementos de C,
respectivamente. Para cada cldusula C; = {1,V {5,V {3}, serdo adicionadas como partes, 0s
conjuntos ordenados com dois elementos Y7, Y3; e Y35, e as arestas (O3, Y})), (01, Y55),
(01, Y5,). (O, Y13), (O, Y1), (035, Yy;). (035, Y5 ), (O35, Ye), (O35, Ys5), (O35, Y55),
(O?%ja }/12])’ (Oéja }/22])’ (Ogja }/22])’ (O?%ja YEJ}])’ (Ogja Y?J)

E possivel mostrar que existe uma ordem fortemente consistente de precedéncia
para V(G) se, e somente se, a atribui¢do z; = (2 < zI) (isto é, x; é verdade se x!" pre-
ceder z! na ordem em questdo e x; € falso caso contrario) satisfizer . A Figura 3 mostra
a instancia do problema PARTICAO k-FPP construida a partir de uma dada instancia
¢ = {(x1 V x5 V —z3)} do problema NOT ALL EQUAL 3-SAT. Note que, a sequéncia
§ = ZL’f, ZE?, Z‘g, x‘fl? xiplv }/1117 }/1217 }/3117 }/3217 1351, xglv Y'2117 }/2217 xglv xgl? I{v Ig, l’g, relacio-
nada a atribuigdo de verdade x; = x5 = x3 = T, é uma possivel solugdo para (G, p). [
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Figura 3. Instancia do problema PARTICAO k-FPP construida a partir da instancia
¢ = {(z1 V2V —z3)} do problema NOT ALL EQUAL 3-SAT.

3. Caracterizacao de grafos k-fino proprio de precedéncia

Seja s = wvy,vs,...,v, uma sequéncia de um subconjunto V' C V(G). Definimos

V(s)=V'e s~! como a sequéncia reversa de s, ou seja, s~ = Uy, Upr_1, .. ., V1.

Um grafo G € dito de divisdo se existir um biparticionamento (X, Y") do seu con-
junto de vértices tal que o grafo induzido por X é uma clique e o grafo induzido por Y
¢ um conjunto independente. Um grafo de divisdo G € um grafo de limiar se existir uma
ordem total para X (resp. Y') tal que seus vértices estejam ordenados por ordem de in-
clusdo de suas vizinhangas fechadas (resp. abertas). Uma ordem desse tipo é denominada
de ordem de limiar de X (resp. Y) em (G, ou simplesmente ordem de limiar de G.

Seja G um grafo e (X, Y’) um biparticionamento de V' (G). Definimos o grafo
de divisdao S¢(X,Y’) como o grafo obtido a partir de GG através da adi¢do e remogdo de



arestas necessdrias de tal modo que X se torne uma clique e Y um conjunto independente.
Seja s = 5155 (s consiste na concatenagdo das sequéncias s; € S3) uma ordem total de
V(G). Dizemos que (si1,S2) é compativel com G se s; e s forem ordens candnicas
proprias de G[V (s;1)] e GV (sy)], respectivamente, e se s; € s, forem ordens de limiar
de Sg(V (s1), V(s2)).

Teorema 2. Seja G um grafo. Para todo k > 2, G é k-FPP se, e somente se, existir um
particionamento V = (Vi,..., Vi) e uma ordem total s = sy, ...,s, de V(G) tal que
paratodo 1l < i< j <k, (s;s;)écompativel com G[V(s;) UV (s;)].

Demonstragdo. Primeiro, suponha £ = 2. Considere que G é 2-FPP com relagdo a
YV = (V1,V3). Seja s = s1s uma ordem fortemente consistente de precedéncia de
G, V1 =V (s1) e Vo = V(sg). Portanto s; (resp. sg) é uma ordem candnica prépria de
G[V (s1)] (resp. G[V (s2)]). Suponha, por absurdo, que s; ndo seja uma ordem de limiar
de S¢(V1, Vs). Nesse caso, existem u,v € Vi ew € Vo, com u < v em §1, tais que
w € Nu]ew ¢ Nv]. Como u < v < w em s, existe uma contradi¢do com o fato de s
ser uma ordem fortemente consistente de precedéncia de V(). Agora, suponha, por ab-
surdo, que s, ndo seja uma ordem de limiar de S¢(V;, V3). Consequentemente, existem
u,v € Voew € Vi, comu < v em sg, tais que w € N(v) e w ¢ N(u), contradizendo o
fato de s ser uma ordem fortemente consistente de precedéncia, ja que w < u < v em s.
Logo, (s1, $2) é compativel com G.

Por outro lado, considere que existam ordens canOnicas proprias s; € so de V; e Va,
respectivamente, tais que (s, s2) é compativel com G. Isto é, s; e s, ' sdo ordens de limiar
de S¢(Vi, V3). A seguir, é provado que s = s;s, € uma ordem fortemente consistente de
precedéncia de GG considerando o biparticionamento (V3, V5). Suponha que a afirmagio
anterior ndo seja verdade. Isto implica que existem (i) u,v € Vi, w € Vo comu < vem s
tais que (u,w) € E(G), (v,w) ¢ E(G), ou (ii) u,v € Vo, w € V; com u < v em s, tais
que (v,w) € E(G), (u,w) ¢ E(G). No caso (i) (resp. (ii)), tem-se uma contradi¢do com
o fato de s; (resp. s,) ser uma ordem de limiar de S¢(V3, Va).

Para k > 2, suponha que exista um particionamento V = (V;,..., V) e uma
ordem total s = s ...s;, de V(G) tal que, paratodo 1 < i < k, V(s;) € V. Note que s
¢ uma ordem fortemente consistente de precedéncia se, e somente se, s;s; for uma ordem
fortemente consistente de precedéncia de G[V; U V;] com relacdo ao biparticionamento
(Vi, V}), para todo 1 < i < j < k. A partir da prova do caso k = 2, tem-se que a
ordem s;s; € uma ordem fortemente consistente de precedéncia se, e somente se, (s;, s;)
for compartivel com G[V (s;) U V(s;)]. O
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