Propriedades do Problema da Floresta Geradora k-Rotulada
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Abstract. We consider the k-Labeled Spanning Forest problem, which consists
in finding a spanning forest of an edge-labeled graph with the least number of
trees and at most k colors. We derive two characterizations of the problem and
show strategies to convert an instance into an equivalent one. These results im-
pact the development of solution approaches. We also identify some polynomial
cases.

Resumo. Consideramos o problema da Floresta Geradora k-Rotulada, que
consiste em encontrar uma floresta geradora de um grafo colorido em ares-
tas com a menor quantidade de drvores e no mdximo k cores. Derivamos duas
caracterizagdes para o problema e mostramos estratégias para converter uma
instancia em outra equivalente. Esses resultados impactam o desenvolvimento
de abordagens de solugdo. Identificamos também alguns casos polinomiais.

1. O problema

Um grafo colorido em arestas (GCA) € um grafo simples e ndo direcionado com uma
rotulacg@o das arestas, podendo ser representado pela tupla G = (V, E, L,[), onde V é o
conjunto de vértices, £/ o conjunto de arestas e [ : © — L € uma funcdo que atribui um
rétulo /(e) do conjunto de rétulos (cores) L a cada aresta e € F.

Dado um GCA G e um inteiro positivo k, o problema de Floresta Geradora k-
Rotulada (FGkR) consiste em encontrar uma floresta geradora de G com a menor quanti-
dade de arvores (componentes) e no maximo k cores distintas [Cerulli et al. 2014].

Esse problema estd fortemente associado aquele da Arvore Geradora Minima-
mente Rotulada (AGMR), cujo objetivo € encontrar uma arvore geradora com a menor
quantidade de cores de um GCA. Em [Chang and Shing-Jiuan 1997] provou-se que a
versao de decisao do AGRM ¢é um problema NP-Completo, e esse resultado pode ser es-
tendido para o FGkR, através de uma reducdo direta apresentada por [Cerulli et al. 2014].

Ainda h4 muito poucos trabalhos relacionados ao FGkR. Os principais, devido
a [Cerulli et al. 2014], [Consoli and Pérez 2015] e [Consoli et al. 2017], propdem meta-
heuristicas para o problema, adaptando algoritmos similares desenvolvidos para 0o AGMR.
[Cerulli et al. 2014] também apresentam um algoritmo enumerativo de backtracking.

Neste trabalho, apresentamos duas caracterizacdes para o FGkR, que fundamen-
tam, por exemplo, diferentes formulagdes de programagao inteira. Além disso, tomando
por base o trabalho de [Silva 2018] para o AGMR, mostramos estratégias para converter
uma instancia em outra equivalente, que permitem modificar a estrutura do grafo, im-
pactando na eficiéncia de métodos de solu¢do. Finalmente, identificamos alguns casos
polinomiais do problema.



2. Caracterizacoes do problema

Seja G = (V,E,L,]) um GCA. Dados E' C Ee L' C L, sejam [(E') = {l(e) | e € E'}
os rétulos das arestas em E', E(L') = {e € El|l(e) € L'} as arestas com rétulos em L’
e G[L'| = (V,E(L"), L', l') o subgrafo gerador de GG induzido por L’, onde I’ ¢ a funcdo
[ restrita a E£/(L’). Denota-se por F¢(k) o conjunto de todas as florestas geradoras de G
com no maximo k rétulos distintos e por W(G) o nimero de componentes conexas de G.

Note que a condicdo de ser floresta pode ser relaxada na definicio do FGkR,
permitindo-se ciclos na solu¢do. Dado que a partir desta € possivel encontrar uma floresta
equivalente (mesmas componentes conexas) em tempo polinomial, retirando-se arestas
suficientes para quebrar os ciclos. Sendo assim, [Cerulli et al. 2014] redefinem o pro-
blema.

Proposicao 1. FGKR(G, k) equivale a encontrar um subconjunto de rétulos L* C L tal
que |L*| < ke W(G[LY)) < W(GIL), VI C L, |I'| < k.

Na proposi¢do acima pode-se ainda trocar a condig¢do |L*| < k por |L*| =
min(k,|L|), diferentemente de quando se exige que G[L*] seja uma floresta.

Usando o fato de que o niimero de componentes numa floresta é a diferenca entre
o nimero de vértices e arestas, mostramos que:
Proposicao 2. F* é uma solugdo détima para FGkR(G, k) se, e somente se, F* € Fq(k)
e |E(F*)| = [E(F)|,VF € Fg(k).

Como consequéncia da Proposi¢do 2, podem ser obtidas formulagdes de
programacgdo inteira para o FGKR, usando restricdes para elimina¢do de ciclos,
enquanto o ndmero de arestas escolhidas (respeitando o limite de cores) é ma-
ximizado [Figueredo 2020]. Ha vdrios tipos de restricdes para eliminar ciclos
[Miller et al. 1960, Padberg and Wolsey 1983], que levam a formulagdes diversas.

Adicionalmente, mostramos que FGkR corresponde a uma versao ponderada do
problema AGMR com restricao adicional sobre um subconjunto de cores. Para isso, defi-
nimos 0 GCA estendido G, a partir da inclusdo de um vértice universal s. Precisamente,
Gt =V U{s},)FEU{(s,v):v eV} LUC,IT),ondes ¢ V,C ={c,:v € V}com
CNL=0el"étalquelt(e) =I(e),see € E,el(e) =c, see=(s,v).

Proposicio 3. FGkR(G, k) equivale a encontrar um subgrafo gerador conexo G*[L* U
C*|, com L* C Le C* C C, tal que |L*| < k e |C*| seja minimo.

Atribuindo peso 0 as cores originais (em L) e 1 as novas cores (em (), a
Proposicao 3 estabelece uma reducao entre FGkR e o problema de encontrar uma arvore
rotulada com peso de cores minimo, usando no maximo k cores originais. Essa relacdo
permite adaptar, para o FGKR, formula¢des de programacao inteira para o AGMR, como
por exemplo aquelas propostas por [Silva 2018]. Em particular, essas formula¢des usam
restri¢cdes de eliminagdo de cortes para garantir conectividade. Adicionalmente, pode-se
usar restricdes de fluxo para esse fim [Figueredo 2020].

3. Equivaléncia entre instancias

[Silva 2018] mostram algumas maneiras de transformar uma instancia do AGMR em ou-
tra equivalente. Aqui apresentamos adaptagdes dessas transformacdes para o FGkR. Tais
estratégias sdo uteis para reduzir o tamanho de uma instincia ou modifica-la de modo a
obter uma estrutura do grafo que seja melhor explorada por alguma técnica.



Um GCA G = (V, E, L, 1) é dito monocromadtico se todas as suas arestas possuem
a mesma cor, ou seja, |[(E)| = 1. Paracadal € L, G[{l}] é, portanto, um subgrafo mo-
nocromatico (induzido por /). Cada componente conexa de um subgrafo monocromético
G[{l}], para qualquer [ € L, é dita uma componente monocromdtica de GG. Note que
componentes monocromaéticas relativas a uma mesma cor sdo disjuntas, porém podem se
interceptar quando geradas por cores distintas.

A luz da Proposicio 1, uma solugdo para o FGKR pode ser vista como a unido
de componentes monocromadticas. Por outro lado, se arestas da cor de uma componente
monocromatica fossem acrescentadas ou removidas da componente, mantendo-a conexa,
a solucdo original ainda seria 6tima para o novo grafo. Nesse sentido, percebe-se que
modificacOes podem ser feitas no grafo original sem alterar a solu¢do 6tima do problema.
Em particular, a seguinte propriedade € uma adaptacdo daquela derivada em [Silva 2018]
no contexto do AGMR.

Proposicao 4. Se G’ C G ¢ um subgrafo gerador livre de ciclo monocromdtico, maximal
em arestas, entdo toda solugdo otima para FGkR(G', k) é otima para FGkR(G , k).

Na verdade, o resultado acima pode ser estendido, como segue.
Proposicao 5. Se G e G’ sdo dois GCAs com as mesmas componentes monocromdticas,
entdo o problema FGkR(G, k) e (G', k) sdo equivalentes.

Pela proposi¢do acima, contanto que as componentes monocromaticas sejam pre-
servadas, é possivel criar e remover arestas em (, restritas a uma mesma componente
monocromadtica, sem mudar o problema. Quando tais modificagdes sdo feitas, podem
aparecer arestas paralelas, de cores diferentes, entre um mesmo par de vértices, trans-
formando assim o grafo num multigrafo. Essas transformag¢des garantem que € possivel
modificar a densidade de arestas do grafo, gerando uma instancia equivalente. Por outro
lado, a depender da estratégia de solu¢ao empregada, a densidade pode afetar a eficiéncia
do algoritmo. Isso acontece por exemplo com algumas formula¢des de programagdo ma-
temadtica para o problema.

Outra estratégia para modificar uma instancia, olhando agora para relacdes en-
tre cores diferentes, baseia-se na no¢ao de dominancia, introduzida por [Silva 2018] no
contexto do AGMR. Aqui, ela é adaptada para o FGkR.

Diz-se que um subconjunto de rétulos L' C L domina um rétulo ¢ € L'\ L’ (ou ¢
é dominado por L'), se W(G[L']) = W(G[L U {c}]). Em particular, as arestas de uma
cor ¢ dominada por um subconjunto unitario I/ podem ser removidas do grafo, gerando
uma instancia equivalente. De forma mais geral, essa no¢cdo de dominancia pode ser
empregada junto com processos iterativos para construir solu¢des para FGkR. Em outros
termos, se L' € um conjunto de rétulos ja escolhidos e domina uma cor ¢, esta pode ser
descartada na formagao da solucdo. Essa estratégia pode levar a fixagao de varidveis em
uma arvore de branch-and-bound, por exemplo.

4. Casos polinomiais

[Cerulli et al. 2014] provaram que o FGkR € NP-Dificil. Aqui identificamos alguns casos
polinomiais do problema.

Proposicao 6. Suponha G conexo. Se ki € o valor de uma solugdo vidvel para AGMR(G),
entdo essa solugcdo é étima para FGkR(G, k), para todo k > k;.



Como consequéncia do resultado acima, note que, se existe um algoritmo com
fator de aproximacao « para AGMR e k*(G) € o valor 6timo para AGRM(G), entdo
FGKR(G, k) € polinomial para k > ok*(G). Vale destacar que a heuristica MVCA para
0 AGMR tem fator de aproximagdo 1 + In(|V'| — 1) [Wan et al. 2002]. Quer dizer, como
esperado, a partir de um certo valor de k, o problema torna-se facil. A seguir mostramos
que o mesmo acontece até um certo valor de k.

Proposicao 7. Suponha L = {c, ..., cjp} com |E(¢;)| > |E(cipq)|parai =1,...,|L|—
1. Entdo FGKkR(G, k) é polinomial, para todo k tal que G|cy, . . ., cx] seja aciclico.

O resultado acima decorre da Proposicao 2, observando que Glcy, . .., ¢ € uma
solugdo 6tima. Além disso, como podemos sempre eliminar os ciclos monocrométicos de

G (ver Proposicao 4), uma consequéncia direta é:
Corolario 8. FGkR(G, 1) é polinomial.

Observe que a Proposicdo 7 estabelece um valor £ até onde o problema é garanti-
damente polinomial. Esse valor estd relacionado ao ndimero de cores em um ciclo de G.
Definimos, assim, a cintura colorida de um GCA @, denotada por g.(G), como o menor
nimero de cores distintas em um ciclo de GG, ou +oo caso G seja aciclico. Esse conceito
¢ similar ao de cintura de um grafo GG, que € o comprimento do menor ciclo de Gz, ou 400

caso G seja aciclico. Claramente, ¢.(G) < ¢g(G). Decorre da Proposicao 7 que:
Corolario 9. FGkR(G, k) é polinomial, para todo k < g.(G).
Corolario 10. Se G é aciclico, entdo FGkR(G, k) é polinomial para qualquer k.
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