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Abstract. The possibility of decomposing a k-valued two-way transducer T on
k functional two-way transducers is an open problem. We consider two particu-
lar cases of this problem: the one where T is input k-ambiguous, and the case
where distinct images of every input word, by the relation realised by T, have
different lengths. We discuss how these decompositions can be obtained using
constructions that we have presented to solve other problems: the decomposi-
tion of a k-valued transducer, and the construction of an uniformisation of a
two-way transducer.

Resumo. A possibilidade de se decompor um transdutor bidirecional k-
valorado T em k transdutores bidirecionais funcionais é um problema em
aberto. Consideramos dois casos particulares desse problema: aquele em que
T é k-ambiguo na entrada, e aquele em que imagens distintas de uma mesma
palavra pela relacdo realizada por T tém comprimentos distintos. Discutimos
como essas decomposi¢coes podem ser obtidas utilizando construcoes que apre-
sentamos para resolver outros problemas: decompor um transdutor unidirecio-
nal k-valorado, e construir uma uniformizacdo de um transdutor bidirecional.

1. Introducao

Transdutores unidirecionais s@ao maquinas de Turing com duas fitas, nas quais ambas
as cabecas s6 se movem para a direita. Uma maneira equivalente de defini-los é como
autdmatos nos quais o rétulo de toda transi¢do consiste de um par, formado por uma le-
tra, entendida como a leitura de uma entrada, e uma palavra, a ser concatenada a direita
de uma saida sendo construida. Dessa forma, transdutores realizam relacdes entre lin-
guagens, as chamadas relacoes racionais. Transdutores vém sendo estudados desde os
primérdios da Teoria dos Automatos e t€ém varias aplicacdes por exemplo em processa-
mento de linguagem natural e Biologia Computacional [Mihov and Schulz 2019]. Con-
sulte [Sakarovitch 2009] e [Muscholl and Puppis 2019] para defini¢cdes desse e de outros
conceitos discutidos neste texto, bem como um panorama de resultados fundamentais.

Recentemente, transdutores bidirecionais ganharam muita atencdo. Em um trans-
dutor bidirecional, a leitura da palavra de entrada pode acontecer nas duas dire¢des; mas,
toda palavra de saida é construida da esquerda para a direita, através da concatenacao
das safdas das transicdes que compdem uma computacio. E um fato cldssico da Teo-
ria dos Autdmatos que autdmatos (sem saida) bidirecionais e unidirecionais reconhecem
a mesma familia de linguagens, resultado estabelecido no artigo fundador de Rabin e
Scott [Rabin and Scott 1959] e de forma independente por Shepherdson, através de uma



construcdo que chamamos aqui de dobradura de um autémato (ou transdutor) bidirecio-
nal [Shepherdson 1959]. Por outro lado, ndo € dificil de encontrar relacdes que ndo sao
racionais, mas que podem ser realizadas por um transdutor bidirecional (por exemplo, a
func¢ao reverso). Ou seja, os transdutores bidirecionais realizam uma classe mais ampla
de relagdes, e uma das propriedades mais importantes desses objetos é que as funcdes
realizadas pelos deterministicos coincidem com aquelas definiveis na Légica Monddica
de Primeira Ordem [Engelfriet and Hoogeboom 2001].

Dessa forma, ndo € de se espantar que frequentemente a generaliza¢ao de propri-
edades de transdutores unidirecionais para os bidirecionais seja bastante complexa. E o
que se verifica com o problema da decomposi¢dao de uma relaciao de valoracdo limitada.
Dizemos que uma relacdo entre mondides livres A* e B* é k-valorada, para um inteiro
k > 0, se, para toda palavra u € A*, sua imagem pela relagdo é um conjunto contendo no
maximo k palavras. Para as relagdes racionais, Weber mostrou o seguinte [Weber 1996]:

Teorema 1 (Weber 1996) Toda relacdo racional k-valorada pode ser decomposta em
uma unido de k fungoes racionais.

(Por ser decomposto em uma unido entenda-se: a unido das fungdes realizadas pelos
k transdutores obtidos € igual a relacdo realizada pelo transdutor original.) Todavia, a
transcricdo desse enunciado para os transdutores bidirecionais € um problema em aberto:

Problema 1 Todo transdutor bidirecional k-valorado pode ser decomposto em uma
unido de k transdutores bidirecionais funcionais?

Nosso objetivo € explicitar como construgdes que utilizamos para obter uma
nova prova para o Teorema 1 [Sakarovitch and de Souza 2010] e para construir uma
uniformizac¢do de um transdutor bidirecional [De Souza 2013] podem ser utilizadas em
conjunto para demonstrar casos particulares do Problema 1. Nossa contribui¢cdo reside
nos dois enunciados seguintes:

Teorema 2 Todo transdutor bidirecional k-ambiguo na entrada T pode ser decomposto
em uma unido de k transdutores bidirecionais funcionais.

(Um transdutor é k-ambiguo na entrada se no automato obtido apagando-se as saidas das
transicdes, toda palavra reconhecida € o rétulo de no maximo k passeios bem-sucedidos.)

Teorema 3 Seja T um transdutor bidirecional k-valorado com a propriedade de que
imagens distintas de uma mesma palavra tém comprimentos distintos. Entdo T pode ser
decomposto em uma unido de k transdutores bidirecionais funcionais.

Em razdo de restri¢des de espacgo, apresentamos na sequéncia uma discussao geral
sobre as provas, e as referéncias das construcdes utilizadas, para mais detalhes.

2. Discussao sobre as provas

Iniciamos comentando nossas provas para o Teorema 1 [Sakarovitch and de Souza 2010]
e a uniformiza¢do de um transdutor bidirecional [De Souza 2013].

Nossa prova para o Teorema 1 baseia-se no conceito de revestimento de
autématos. Intuitivamente, um revestimento de um autémato .4 € uma expansao de .4, um
novo autdmato B acompanhado de um morfismo de estados, que estabelece uma bijecao
entre os passeios bem-sucedidos de .4 e de 3. Ambos os autdmatos sio assim equiva-
lentes, mas em B os passeios bem-sucedidos podem estar mais “desenrolados”, de forma



que a propriedade almejada (sobre o comportamento de .A) corresponderd a uma escolha
desses passeios, através de uma escolha de determinado sub-automato de B.

Com esse ferramental, abordamos o Teorema 1 em duas etapas, cada uma con-
sistindo de um revestimento especial (que chamamos de revestimento lexicografico): a
primeira transforma um transdutor k-valorado 7 em um transdutor k-ambiguo na en-
trada; a segunda decompde o autdomato de entrada desse transdutor (que é k-ambiguo) em
k autdmatos ndo-ambiguos. Nessa segunda etapa, a unido dos passeios bem-sucedidos
dos k autdmatos nao-ambiguos obtidos projeta-se bijetivamente sobre os passeios bem-
sucedidos de A, o que escrevemos resumidamente da seguinte forma:

Lema 1 Todo autéomato k-ambiguo A pode ser decomposto em uma unido de k
autéomatos ndo-ambiguos.

Finalmente, o morfismo entre passeios permite recuperar, nas transi¢des de cada um des-
ses autdmatos, as saidas do transdutor original.

Uma uniformizacdo de um transdutor 7 € um transdutor funcional que asso-
cia toda palavra v no dominio de 7 a uma das palavras na imagem de u por 7.
Em [De Souza 2013], provamos que todo transdutor bidirecional 7 pode ser uniformi-
zado por um transdutor sequencial (= deterministico na entrada). Utilizamos para isso
tr€s construcdes. A primeira € a construcao classica de Shepherdson para transformar
um autdomato bidirecional A em um unidirecional S, que chamamos de dobradura de
A. Intuitivamente, toda computagdo de S € a dobradura de uma computagio zigzag
de A em uma sequéncia de vetores coluna de estados. A segunda etapa utiliza um re-
vestimento lexicografico para obter, a partir de uma dobradura de 7, um autdmato nao-
ambiguo, cujos passeios bem-sucedidos, se desdobrados, constituem uma uniformizagao
de T. Esse desdobramento € a terceira etapa de nossa construcio: ela utiliza o que cha-
mamos em [De Souza 2013] de pathfinder, uma adaptacdo de uma construcdo antiga de
Hopcroft e Ullman (veja [Hopcroft and Ullman 1967]) que permite recuperar, a partir de
uma dobradora ndo-ambigua, os passeios correspondentes do transdutor original.

Nossa prova para o Teorema 2 consiste no seguinte. Seja A o autdmato de en-
trada de 7. Como A é k-ambiguo, entdo resulta da constru¢do da dobradura S que esse
automato (unidirecional) também é k-ambiguo, e que hd uma bijecao entre os passeios de
S e os de A. Em seguida, aplicamos em .4 um revestimento lexicografico, obtemos uma
decomposicao desse autdmato em k autdmatos nao-ambiguos — Lema 1. Finalmente, a
construcdo pathfinder permite desdobrar cada um desses &£ autdmatos em um transdutor
bidirecional, de forma que a unido dos mesmos consista na relagcao realizada por 7.

Nossa prova para o Teorema 2 € um pouco mais elaborada. Comegamos substi-
tuindo as saidas de todas as transi¢des de 7 por seu comprimento, ou seja, por uma palavra
sobre um alfabeto undrio. Obtemos entdo um transdutor bidirecional k-valorado. Trans-
dutores com alfabeto de saida undrio foram estudados em [Guillon 2016], e depreende-
se dos resultados apresentados que os k-valorados realizam, de fato, relacdes racionais.
Uma maneira explicita de demonstrar essa propriedade é construindo a dobradura S de
T, e adicionando em cada transi¢do de S a soma das saidas na coluna de transi¢des
correspondentes. Isso transforma S em um transdutor k-valorado, que agora pode ser
decomposto em uma unido de £ transdutores ndo-ambiguos através de nossa construcao
em [Sakarovitch and de Souza 2010]. Utilizando finalmente a constru¢do pathfinder, ob-
temos k£ transdutores bidirecionais funcionais, e o fato de que a unido das fun¢des resultan-



tes € a relacdo realizada por 7 vem da hip6tese de que saidas distintas tem comprimentos
distintos (e portanto aparecem em transdutores distintos na decomposi¢ao).

3. Comentarios

Nao fazemos nenhuma discussdo sobre a complexidade (tamanho) das construgdes re-
sultantes. Limitamo-nos a mencionar que cada etapa — dobradura, revestimento lexi-
cografico, pathfinder — introduz, em uma analise superficial, uma nova exponencial, pelo
menos. Uma perspectiva de desenvolvimento € verificar se uma combinagdo mais fina
dessas construgdes permite uma reducao dessas estimativas.

Em [Muscholl 2017], o problema da decomposicao é demonstrado para a familia
dos transdutores streaming com 1 registro. Esses transdutores correspondem a uma
familia particular de relacdes realizadas por transdutores bidirecionais. A prova é for-
temente orientada a combinatodria de palavras. Deixamos como trabalhos futuros uma
comparacao com nossos resultados.
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