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Abstract. In this work, we present a formulation based on arc-flow models,
originally designed for bin packing problems, and now applied to clustering
problems. We consider the Correlation Clustering and Graph Partitioning pro-
blems with node weights and a cost associated to each cluster. We discuss the
advantages of this formulation in comparison with other strategies presented in
the literature.

Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma formulacdo baseada em modelos
de fluxo em arcos, originalmente projetados para problemas de empacotamento,
e agora aplicada a problemas de agrupamento. Consideramos os problemas
de Correlation Clustering e Graph Partitioning com pesos nos vértices e custo
associado a cada cluster utilizado. Discutimos as vantagens de tal formulagdo
comparada a outras estratégias presentes na literatura.

1. Introducao

O problema de agrupar um conjunto de dados que possuem informagdes similares € um
problema com bastante interesse tedrico e pratico, possuindo aplicacdes em varias areas,
como minera¢cdo de dados, biologia computacional, compressao de dados, aprendizado
de méquina, reconhecimento de padrdes e visdo computacional.

Um tipo de problema de agrupamento (clustering) é o Correlation Clustering
(CC), onde é dado um grafo G = (V| FE) tal que cada aresta ¢ € FE possui um sinal
s(e) € {+, —}. A versdo de minimizagdo de discordancias visa encontrar um particiona-
mento dos vértices em clusters tal que o nimero de arestas — dentro de clusters mais o
numero de arestas + entre clusters seja minimizado. A versdao de maximizacao de con-
cordancias € definida de forma similar. Um survey sobre o problema e suas variacdes
pode ser encontrado em [Becker 2005].

Outro problema de clustering bastante estudado é o problema de Particionamento
em Grafos (Graph Partitioning — GP). Nesta variante é dado um grafo G = (V, E) e
uma funcgdo de pesos d : E — R que representa a distincia ou dissimilaridade entre os
vértices. Assim como no CC, também se deseja encontrar um particionamento de V' em
clusters, porém o objetivo € minimizar a soma dos pesos das arestas que estdo em um
mesmo cluster. Um survey sobre o problema pode ser encontrado em [Bulug et al. 2016].

Neste trabalho, investigamos a variante do CC e GP com pesos nos vértices,
e com um custo associado a cada cluster utilizado. Tal cendrio surge no contexto de



logistica, em que se deseja realizar o carregamento de uma grande variedade de produtos
em contéineres, € se queira minimizar a quantidade de contéineres utilizados, porém con-
siderando que ndo se deseja carregar produtos muito diferentes juntos, como remédios
e veneno, ou eletronicos e alimentos. Outra aplicagdo € relacionada com antncios, em
que ha um conjunto de propagandas que devem ser dispostas em banners de uma pagina
web ou uma aplicacdo mével. Deseja-se encontrar uma disposi¢do que utilize uma quan-
tidade pequena de banners, considerando que propagandas de produtos bem relacionados
estejam dispostas no mesmo banner. Nessas situagoes, € relevante nio so a escolha dos
elementos que estardo agrupados, como também a quantidade de grupos utilizados.

O restante do texto é organizado da seguinte forma: na Secdo 2 descrevemos os
problemas que serdo abordados formalmente. Na Secdo 3 apresentamos formulagdes
matematicas para tais problemas, e na Se¢do 4 concluimos com algumas consideracoes.

2. Definicao dos problemas

Seja N = {1,...,n} um conjunto de n itens, w : N — R, uma funcdo que representa
o peso de cada item, d : NxN — R uma funcdo que representa a distdncia entre pares
de itens, com d;; = 0, d;; = dj;; Vi,j € N, e W,c € Ry a capacidade e o custo de uso
de um cluster, respectivamente. Sem perda de generalidade, consideramos que w; < W
e w; > w; para ¢ < j. No problema de GP capacitado (CGP), queremos encontrar uma
particdo de N dada por C = {C',...,Cy} tal que ck + 3 e >, i dij € minimo e para
todoC €C, > ,.ow; <W.

Para o problema de CC capacitado (CCC), consideramos que cada aresta ¢ € E
possui um rétulo + ou —, definido por s(e). Para S,7 C V, sendo E.[S] (resp.
E_[S]) o conjunto das arestas induzidas por S com rétulo + (resp. —), e sendo
0:(8,7) = {(u,v) :ue S,veT, s(u,v) =4}, o objetivo do CCC é encontrar uma
particdo de N dada por C = {C},...,Cy} que minimiza ck + Zle(zeeE_[Ci] d.) +
> iz (Xees, () de), também satisfazendo } . w; < W paratodo C' € C.

3. Formulacoes

Inicialmente, apresentamos uma formulacdo mais tradicional para o CGP. Para
1<i1<ij<nel <k < n,sea :zrf] uma varidvel de decisdo bindria que indica se
os itens ¢ e 7 s@o atribuidos ao cluster £ (consequentemente, a:fl indica se o item 7 per-
tence ao cluster k) e y, uma varidvel que indica se o cluster k estd sendo utilizado. Uma
formulacao para o problema € fornecida a seguir:

(Fr) min ZkeN ZiGN Zj>i dijx?j + CZkeN Yk (D
s.a zk <y Vi.ke N (2)
et =1 YieN (3)

1EN [

varidveis x e y bindrias ®)



As restricdes (2) impdem que um item € atribuido apenas a clusters utilizados.
As restricdoes (3) garantem que cada item € atribuido a exatamente um cluster. As
restrigoes (4) representam as restricdes de capacidade de cada cluster. As restri¢oes (5)
indicam que IZ = 1 sempre que os itens ¢ e j forem atribuidos ao cluster k, enquanto as
restricoes (6) e (7) fazem com que xfj = ( se o item ¢ ou item j ndo foram atribuidos ao
cluster k. Por fim, as restri¢des (8) se referem as restricoes de integralidade das varidveis.

Apresentamos outra formulacdo para o CGP, baseada nas formulagdes de arc-
flow para problemas de empacotamento (veja [Delorme e Iori 2020]). Podemos inter-
pretar a atribui¢do de itens a um cluster com capacidade W como um empacotamento
dos itens em um recipiente (bin) de mesma capacidade. Além disso, a atribui¢ao
de itens em um bin pode ser modelada como um problema de caminhos em um di-
grafo. Seja digrafo G = (V,A), onde V = {0,...,W}e A = A, UA;, com A; =
{(u,v) :u,veV,3jeN:v—u=w;}e A4 = {(v,u+1):ue{l,...,n—1}}. O
conjunto de vértices V' representa as possiveis posi¢des em que um item pode ser em-
pacotado. Um arco (u,v) € A; representa um item de tamanho v — u empacotado na
posi¢do u, e um arco (u,u + 1) € A, representa uma unidade de espago vazio no bin.
Dessa forma, um empacotamento € representado por um caminho de 0 a W em GG. Com
isso, podemos derivar uma formulacao pseudopolinomial para o CGP. Considere os itens
artificiais 0 e n + 1, com wy = w, 1 = 0, que sdo utilizados para representar o inicio e
o fim de um caminho que representa um empacotamento, e seja N’ = N U {0,n + 1}.
Seja x;yp jp+w; UmMa variavel bindria que vale 1 se o item j € empacotado imediatamente
apos o item ¢ com inicio na posi¢do p e término na posi¢do p + w;, € 0 caso contrario.
Note que o quarto indice € redundante e é usado apenas para melhorar o entendimento,
ndo interferindo na quantidade de varidveis. Para reduzir o espaco de possibilidades, os
valores p em que um item pode ser atribuido € limitado pelos padrdes normais, definido
como N ={z : a < W,z =3, wge, ¢ € {0,1} Vi € N}, e representa o conjunto
de possiveis coordenadas em que um item pode ser atribuido se todos os itens forem des-
locados 0 maximo possivel para a esquerda. Seja também y;; uma varidvel bindria que
indica se o item j € empacotado imediatamente apds o item ¢. Tal varidvel é redundante
com as varidveis x, como serd visto na formulagdo a seguir, e € utilizada apenas para sim-
plificar o modelo. Por fim, sejam as varidveis binarias z;;, que indica se os itens i e j estdo
no mesmo bin, € bf, que indica se o item ¢ foi atribuido ao bin k. Consideramos apenas as
variaveis x, y e z com ¢ < j. A formulacdo, denotada por Fqp, é dada em (9) — (19).

A funcdo objetivo (9) minimiza a soma dos pesos das arestas que estdo em um
mesmo cluster, mais o custo de uso dos clusters, pois como todo empacotamento € feito a
partir da posi¢do 0, cada caminho que parte do vértice 0 equivale a um cluster na solugéo.
As restricoes (10) relacionam as varidveis y com as varidveis x. As restricoes (11) e (12)
impdem que todo item € precedido e sucedido por exatamente um outro item (que pode
ser um dos itens 0 ou n + 1), respectivamente. As restricdes (13) se referem as restri¢coes
de conservacao de fluxo. As restricdes (14) garantem que todo item pertenga a exatamente
um bin. As restricdes (15) fazem com que o indice do primeiro item que é alocado em
um bin seja usado como indice do bin ao qual ele pertence, a fim de evitar simetrias.
As restrigdes (16) indicam que se o item ¢ precede 7 em algum bin, entdo 7 € j estdo no
mesmo bin, e as restri¢cdes (17) triangulam as varidveis z. As restricdes (18) fazem com
que b;? seja 1 se os itens ¢ € 7 estdo no mesmo bin e o item ¢ estd no bin k. Além disso,
esse conjunto de restricdes € responsdvel por fixar z;; em 0 se os itens z € 7 estdo em bins



diferentes. Tal fixa¢do € importante quando d;; < 0. Se todas as arestas possuem peso
nao-negativo, podemos remover as variaveis b e as restri¢des (14), (15) e (18). Por fim, as
restrigoes (19) se referem as restri¢des de integralidade das varidveis.

(Feap)

min - 3 n D dijZi 0D e n To 0w ©)
S.a Y= peN  Tipjptw, Vi,j € N',i <j (10)
w; <p<W —w;
diciYij =1 Vie N (11)
disibis =1 Vie N (12)
Yo i<i Tip—wgp— 0 k>j  Tipkpiw, =0 Vie N,pe N (13)
p—wj 2w; ptwp<W
> keN by =1 Vie N (14)
bl = yoi Vie N (15)
Zij > Yij Vi,j € N,i<j (16)
Zik > 2 + 25 — 1 Vi,j, ke N,i<j<k (17)
O > b+ 2 — 1 Vi, j, ke N,i<j (18)
variaveis x, y, z, b binarias (19)

Note que com as varidveis z, sabemos exatamente o conjunto de arestas cujos
extremos estdo dentro de um mesmo cluster. Dessa forma, torna-se simples adaptar Figp
para resolver o CCC, bastando alterar a fungdo objetivo da forma apresentada em Fcc.

(Feee) min - 32 oep dijzij + 306 jer, (1 — 2ij) + ¢ Xicn To 0w, (20)
s.a (10)-(19)
4. Consideracoes finais

Apresentamos duas formulagdes para o CGP, Fr e Frgp. Experimentos computacionais
indicam que a formulagcdo Fgp geralmente encontra solu¢des 6timas mais rapidamente
do que Fp em cendrios com grafos esparsos e com custos de cluster altos comparados
com os valores de dissimilaridade entre os itens. Outra caracteristica relevante em relagao
a Fogp € a facilidade de adaptacdo da formulacdo para outros problemas de clustering,
como mostrado em Frcc. Ademais, ela pode ser adaptada para situagdes em que ha
necessidade de se colocar um separador entre itens adjacentes, isto €, se os itens ¢ € j sao
empacotados lado a lado, entdo um separador de tamanho c¢;; deve ser colocado entre eles.
Para tal, podemos adaptar as variaveis x de ¥ j p1w; PATA Tip jpiw;te;;-
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