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Abstract. We consider the version of the All-pairs Shortest Paths (APSP) pro-
blem, where we are only required to compute paths with high centrality, such
that the centrality metric reflects the “importance” of a path in the graph. We
propose an algorithm for this problem that uses a sampling approach based on
VC-Dimension and Rademacher averages. In the case of sparse graphs with
logarithmic diameter, which is a common model for several real-world scena-
rios, the sample size is exponentially smaller than those obtained by classical
techniques (e.g. Hoeffding and union bound).

Resumo. Considere o problema de computar o caminho minimo entre cada par
de vértices (APSP) de um grafo, desde que o caminho tenha alta centralidade,
sendo que a métrica de centralidade em questdo reflete a “importancia” do
caminho no grafo. Propomos um algoritmo para este problema que usa uma
estratégia de amostragem baseada em Dimensdo-VC e médias de Rademacher.
No caso de grafos esparsos de diametro logaritmico, que comumente modelam
situacoes reais, o tamanho da amostra é exponencialmente menor do que aque-
las obtidas por técnicas cldssicas (e.g.: Hoeffding e limitante da unido).

1. Introducao

O caminho minimo entre todos os pares de vértices de um grafo (All-pairs Shortest
Paths — APSP) é um problema amplamente estudado. Na prética, entretanto, com-
putd-lo de maneira exata torna-se invidvel em grafos de larga escala. Neste artigo
propomos um algoritmo de amostragem de tempo esperado O(lg Diamy (G) max(m +
nlog n, Diamy (G)?)), onde Diamy (G) é a maior quantidade de vértices em um cami-
nho minimo de um grafo GG (didmetro em vértices de G) de n vértices e m arestas. O
algoritmo computa um caminho minimo exato P entre todo par de vértices (u,v) se a
centralidade de P (uma medida de “importancia” de P) for maior do que uma constante
fixa. Intuitivamente, quanto mais caminhos minimos tiverem P como subcaminho, maior
sua centralidade. Usando técnicas desenvolvidas por [Riondato e Upfal 2018], aplica-
mos a teoria de Dimensdo Vapnik-Chervonenkis (Dimensao-VC) e médias de Radema-
cher em um algoritmo de amostragem progressiva para provar que amostrar no maximo
[€]21g Diamy (G)+1] In(2)+In 5] caminhos minimos (e inspecionar seus subcaminhos)
¢ suficiente para encontrar com probabilidade 1 — 9 todos os caminhos minimos de cen-
tralidade minima € (c € aproximadamente %). Observamos que o limitante para o tamanho
da amostra obtido neste artigo € exponencialmente menor do que se fosse alcancado por
meio de técnicas tradicionais como os limitantes da unido e de Hoeffding, por exemplo.



Os algoritmos exatos mais eficientes para o problema APSP sdo propostos por
n3

[Williams 2014] (grafos com pesos em N), de tempo O ( 5 m) para alguma cons-

tante ¢ > 0, e por [Pettie e Ramachandran 2002] (grafos com pesos em R*), de tempo
O(mnlog a(m,n)), onde a(m,n) é a fungdo de Ackermann inversa. Observe que em
comparacao a tais trabalhos nosso algoritmo € mais eficiente em grafos densos, e no pior
caso, atinge o tempo do algoritmo de [Pettie e Ramachandran 2002] no caso de grafos es-
parsos. Contudo, em grafos esparsos com diametro logaritmico (cendrio presente em di-
versas aplicagdes reais [Easley e Kleinberg 2010]), nosso algoritmo € melhor do que o de
tais autores para o nosso problema, alcangando o tempo esperado de O(n logn loglogn).

2. Preliminares

Seja G = (V, FE)) um grafo ponderado ndo-direcionado e n = |V| e m = |E|. S.p.d.g.
assumimos G conexo. Uma drvore de caminhos minimos de v € V € uma arvore geradora
T, de G onde todo caminho em 7}, de u para qualquer v € V é um caminho minimo
Puw €m G. Fixamos uma ordenagdo arbitraria de V' e consideramos 7, como uma arvore
retornada pelo algoritmo de Dijkstra, denominando-a drvore Dijkstra. Um ramo B, (v) de
T, € um caminho p,, com inicio na raiz de T}, e destino em v (u # v). Cada subcaminho
de B, (v) é também um caminho minimo em G, e denotamos tal conjunto de subcaminhos
(incluindo p,,) por S(puy) ou S(B,(v)) (por conveniéncia, ambas as notagdes sao usadas).
Como G ¢é ndo-direcionado, entdo p,, também é um caminho minimo em G e S(p,,)
denota todos os seus subcaminhos (incluindo p,,,).

Defini¢iio 1 (Centralidade de Caminho Minimo). Dados G = (V, E), (u,v) € V?e T,
Va € V, a centralidade de caminho minimo de (u,v) é c(u,v) = n(?ffn onde t,, =
> Lo, (Ba(0), 7w = {Be(d) € U U Ba(b) : puv € S(Be(d)) }-

(a,b)EV2:ab acV beV:b#a

A Dimensdo-VC fornece limitantes superiores a complexidade de amostras, isto
¢, o tamanho minimo que uma amostra deve ter para que parametros de erro e confianca
sejam atingidos, baseada na estrutura do espago de intervalos que modela um determinado
problema. Contudo, encontrar limitantes justos para o tamanho fixo de uma amostra
pode ser uma tarefa complexa. Neste caso, uma alternativa € usar um algoritmo baseado
em amostragem progressiva, isto €, que aumenta a amostra iterativamente enquanto o
parametro do limitante maximo para o erro ndo € atingido. A ideia central consiste no fato
que a condi¢do de parada (quando a amostra € grande o suficiente) é baseada em Médias
de Rademacher, um conceito que reside no ntcleo de teoria de aprendizado estatistico.

Um espago de intervalos é um par R = (U,Z) onde U é um dominio (finito ou
infinito) e Z € uma cole¢@o de subconjuntos de U (intervalos). Dado S C U, a projecdo
de Zem S é o conjunto Zg = {SN I | I € Z}. Dizemos que S é despedagcado por
7 se |Zs| = 2/l. A Dimensdo-VC de R = (U,Z) é VCDim(R) = max{k : 35 C
U tal que |S| = k e |Zg| = 2¥}. De modo geral, para um conjunto de valores de interesse
H, existe uma familia de fungdes F de U a R* tal que hd uma f;, € F, Vh € H. Seja
S = (z1,..., 2 ) uma cole¢do de r elementos de U amostrados com respeito a 7. Entdo

Vin € F, Ls(fn) = (1/1) 2 es fn(s) € Lu(fr) = Euev[fr(u)].

Teorema 1 ([Har-Peled e Sharir 2011]). Dados R = (U,Z) com VCDim(R) < k, uma
distribuicdo de probabilidades m em U, ) < €, < 1lec > 0:



1. Pr(|Ls(fn) — Lu(fn)| <€) > 1 =0, Vf, € F, para uma colegdo de elementos
S C U amostrados segundo 7 tal que |S| = (c/€*) (k +1In(1/6)).

2. Pr(|INS| >1se Pry(I) >¢€) >1—90, VI € I, para uma colegio de elementos
S C U amostrados segundo 7 tal que |S| = (c¢/¢) (kIn1/e +In(1/9)).

Definicao 2. A média empirica de Rademacher de uma familia de funcées F com respeito
a S e uma dist. o de r varidveis aleatdrias de Rademacher com Pr(o; = 1) = Pr(o; =

—1)=1/2(1 < i < r) é definida como R,(F,S) =E, [sup, e (1/7) >0 oifn(zi)]-
Teorema 2 ([Oneto et al. 2013]). sup;, ¢+ |Ls(fn) — Lu(fa)| < 2R (F,S) + In¥ +

(\/(lng +4rR,(F,S))In %) /1 + +/In(2)/(2r) com probabilidade pelo menos 1 — 4.

Teorema 3 ([Riondato e Upfal 2018]). Considere vy, = (fn(z1),--., fu(2:)) em uma
amostra S = {z1,...,2}, |S| = r, e Vs = {vy,,fn € F}. Entdo R.(F,S) <

mingep+ w(s), onde w(s) = 11n vah eve €D (8%|Jug, 5/ (212)).

3. Algoritmo Proposto

Nesta secao definimos ¢(u, v) em termos de um espaco de intervalos e dados 0 < §,¢ < 1,
apresentamos o Algoritmo 1 que retorna as distincias entre caminhos com c(u,v) > €
(tabela d) de (G, com probabilidade 1 — §. A tabela d contém as distancias que foram
computadas pelo algoritmo. Além disso, sdo retornadas as estimativas da centralidade
entre cada par de vértices (tabela ¢), se assim for desejado. A atualizac@o da tabela de
4rvores canonicas £ e do conjunto ) (que contém os valores de ¢ sem repeti¢io) é feita
de modo andlogo ao Algoritmo 2 em [Riondato e Upfal 2018]. Dado um cronograma de
crescimento de amostra (|.S;]);>1, seja T o conjunto de n drvores Dijkstra de G; temos
que H =V?eU = U,cr Upevipsa Balb), € V(u,v) € V2, T = {7, : (u,v) € V?}. Para
cada B,(b) € U, sejaa fungdo f,, : U — {0, 1} definida como f,,,(B,(b)) = 1,,,(B.(b)).
Temos que F = {fu, : (u,v) € V?}. Cada B,(b) é amostrado com probabilidade ﬁ
em U e E[f,,(Ba(0))] = Lu(fuw) = c(u,v),V(u,v) € V2 Seja S = {B,,(b;),1 <i <r}
um conjunto de 7 ramos amostrados independentemente em U. A estimativa da centra-
lidade € ¢(u,v) = Lg(fuw) = %ZBG.(bi)eS fuv(Ba,(b;)). Por argumentos semelhantes ao
Teorema 4.1 em [de Lima et al. 20201, provamos um limitante superior para VCDim(R).
A corretude e o limite superior para o tempo de execucao do algoritmo sao demonstrados
nos Teoremas 5 e 6. Por limitagdes de espago, as provas dos lemas enunciados nesta se¢ao
serdo omitidas neste trabalho e apresentadas em sua respectiva versao estendida.

Teorema 4. VCDim(R) < |2lg Diamy (G) + 1].

Na amostragem progressiva, sejam S e d; 0s valores iniciais do tamanho da amos-
tra e de 9, respectivamente. Entdo S; > (In(6/0)(1 + /1 + 82¢2))/(4¢€?) (aplicagio do
Teorema 2 considerando §; = §/2, R,.(F,S1) > 0 e um limite superior de ¢). Em cada
iteracdo 4, S; = ¢Sy, Vi > 1, para uma constante g > 1.

Teorema 5. Considere S, C U de tamanho r, e seja n; o valor de 1 na i-ésima iteracdo

do lago 2-11. Entdo 1, = 2w, +In & + \/(m% + 418 Jwy) In 2 /1S, + 1 /In 2/(2]S,]),
onde 6, = 0/2", é o valor em que r = min{i > 1} tal que n, < € para o grafo G =
(V,E) e constantes 0 < €,0 < 1. O Algoritmo 1 retorna com probabilidade 1 — § a
distancia exata d(u,v), ¥Y(u,v) € V2, tal que d(u,v) > 0 se c(u,v) > € e garante
Pr(|é(u,v) — c(u,v)| <€) >1—4.




Teorema 6. Dado G = (V, E), o Algoritmo 1 tem tempo esperado O(lg Diamy (G) -
max(m + nlogn, Diamy(G)?)) para computar d e ¢ em uma amostra de tamanho
r = [¢(|2lgDiamy(G) + 1]Int +1In})] e r = [5([21g Diamy(G) + 1] + In3)],
respectivamente.

Algoritmo 1: APSP_PROBABILISTICO(G,¢,6,(S;)i>1)
1[So] <0, i< 0, V0, £ 0,d< 0

2 faca

3 1 i+1

4 — |Si-1| faca

5 amostre a € V' com probabilidade %

6 execute Dijkstra, obtendo 7, e atualizando as disténcias d

7 amostre b € {7, \ {a}} com probabilidade — para obter B,(b)

8 atualize e V por meio do Algoritmo 2 em [Rlondato e Upfal 2018]
9wy < mingep+ s In D, exp(sP/(2|Si%) e 6« 6/2

0 n+ 2w, +nd 4 \/(mgi +418;|w,) In 2 /18] + /In 2/(2]y))

11 enquanto 7 > €
12 retorne d

4. Consideracoes Finais

Apresentamos um algoritmo baseado em amostragem que executa em tempo esperado
O(lg Diamy (G)-max(m+n log n, Diamy (G)?)) que retorna a distAncia exata entre (u, v)
com probabilidade 1 — § se a centralidade de caminho minimo de (u, v) € pelo menos e.
No caso de grafos esparsos de diametro logaritmico (presentes em diversas aplicagdes
reais), nosso algoritmo executa em tempo esperado O(n logn loglogn).
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