Emparelhamento Desconexo é NP-Completo
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Abstract. A subset M < E of edges of a graph G = (V, E) is a matching if no two
edges of M share a common vertex. Recently, subgraph-restricted matchings
have been proposed, which require some properties from the subgraph indu-
ced by M -saturated vertices of G. We treat the disconnected matching problem,
whose property is that the referred induced subgraph is disconnected. Although
some efficient algorithms have already been shown for some classes, the com-
plexity of the general problem remained opened. We present a proof that the
disconnected matching is NP-complete, even for bipartite graphs with limited
diameter.

Resumo. Um subconjunto M < E de arestas de um grafo G = (V, E) é um em-
parelhamento se nenhum par de arestas de M compartilha um vértice comum.
Recentemente, 22 -emparelhamentos foram propostos, 0s quais requerem al-
gumas propriedades dos subgrafos induzidos pelos vértices M -saturados de G.
Tratamos um deles, o problema do emparelhamento desconexo, cuja proprie-
dade é que o referido subgrafo induzido seja desconexo. Embora alguns algorit-
mos eficientes jd tenham sido mostrados para algumas classes, a complexidade
do problema geral permanecia em aberto. Apresentamos uma prova de que o
emparelhamento desconexo é NP-completo, mesmo para grafos bipartidos e
grafos com diametro limitado.

1. Introducao

Problemas relacionados a emparelhamentos sao amplamente estudados hd décadas
pela comunidade cientifica, e j& possuem resultados e aplicagdes importantes. Esses
estudos podem abordar o problema de diversas formas, como, por exemplo, para gra-
fos ponderados ou ndo, para determinadas classes de grafos ou para emparelhamen-
tos satisfazendo uma propriedade £2. Esta ultima abordagem, recentemente proposta,
busca encontrar um emparelhamento M em um grafo G tal que o subgrafo induzido
pelos vértices M-saturados, denotado por G[M], satisfaz a propriedade 2.

Elencamos alguns tipos de &?-emparelhamentos na Tabela 1, mostrando o
nome do emparelhamento, a propriedade que o subgrafo induzido deve possuir, e a
complexidade do problema para grafos em geral.



Emparelhamento | Propriedade &2 do subgrafo Complexidade

induzido 1-regular NP-completo [Cameron 1989]

NP-completo

aciclico aciclico (Goddard et al. 2005]
NP-completo
) ) 1
k-degenerado k-degenerado [Baste and Rautenbach 2018]
possui um tnico NP-completo

unicamente restrito emparelhamento perfeito [Golumbic et al. 2001]

polinomial [Masquio et al. 2020]

conexo conexo [Goddard et al. 2005]

desconexo desconexo NP-completo [Este trabalho]

Tabela 1. &-emparelhamentos a subgrafos e complexidades.

Vale ressaltar que alguns problemas continuam NP-completos mesmo para
classes restritas. Por exemplo, o problema do emparelhamento induzido foi provado
ser NP-completo, mesmo para grafos bipartidos. Porém, existem alguns problemas
que sao polinomiais para algumas classes, como € o caso de emparelhamentos desco-
nexos, que foi mostrado ser O(|V||E|) para grafos cordais [Masquio et al. 2019].

2. NP-completude de Emparelhamento Desconexo

Vamos esbocar a prova da NP-completude do problema de decisao EMPARELHAMENTO
DESCONEXO. Tal problema € definido pela entrada (G, k), sendo G um grafo e k um
inteiro e a pergunta “Existe, em G, emparelhamento desconexo de cardinalidade = k?"

Para isso, utilizaremos uma reducao do problema ONE-IN-THREE 3SAT, que é
NP-completo[Garey and Johnson 1979]. A entrada deste problema é um conjunto I de
m cldusulas na FNC, em que cada uma possui exatamente 3 literais, e sua pergunta é
“Existe uma atribuicao as varidveis V ou F tal que um unico literal em cada cldusula
sejaiguala V2"

Sem perda de generalidade, vamos considerar que, em ONE-IN-THREE 3SAT,
nao se repetem duas varidveis em uma mesma cldusula de I. Isso é possivel pois essas
cldusulas podem ser substituidas de forma simples sem que seja afetada a complexi-
dade do problema. Além disso, toda variavel deve estar presente em pelo menos uma
clausula.

2.1. Transformacao da entrada de ONE-IN-THREE 3SAT

Vamos descrever uma transformac¢do de uma entrada do ONE-IN-THREE 3SAT para
0 EMPARELHAMENTO DESCONEXO. Para tanto, construiremos um grafo bipartido G =
(V1U Vs, E) a partir de um conjunto de cldusulas da seguinte forma, como na Figura 1b.

1. Para cada clausula c;, adicionar uma cépia do subgrafo B; da Figura 1a.

2. Para cada varidvel x presente em duas cldusulas c¢; e c¢j, sendo o g-ésimo li-
teral de ¢; e o t-ésimo literal de ¢, adicionar quatro arestas. Se x € ne-
gada em exatamente uma das cldusulas, adicionar o conjunto de arestas
{(rig, Ljt), Uiq+3), Tj(r+3))}. Sendo, adicionar {(l;(4+3), T'j1), (Fig, Lj(z+3)))}-

1Um grafo G é k-degenerado se o grau minimo de H < G, |V (H)| > 0, é no maximo k.



(a) (b)

Figura 1. Em (a), o subgrafo B; e, em (b), o subgrafo induzido de G pelos vértices
V(Bi) Ufu, U, us, U}, uy € V(U1), Uz € V(U2), us € V(Us) € ug € V(Us).

3. Gerar dois subgrafos bipartidos completos H; e H,, ambos isomorfos a K33,
V(H) =V({U)uV(Uz) e V(Hy) = V(U3) UV (Us).

4. Para cada u € V(U>) e clausula c;, adicionar as arestas {(uy, [;;) | j € [6]}

5. Para cada ugz € V(U3) e clausula c;, adicionar as arestas {(u3, ;) | j € [6]}.

6. Defina k=12m.

2.2. Propriedades de emparelhamentos desconexos em G

Descrevemos algumas propriedades do emparelhamento desconexo de cardinalidade
pelo menos k determinada em um grafo G, gerado a partir do método da Subsecao
2.1. Por fim, mostraremos que uma solucdao de ONE-IN-THREE 3SAT pode ser transfor-
mada em um emparelhamento desconexo de cardinalidade pelo menos k e vice-versa.

Lemal Se M é um emparelhamento desconexo de cardinalidade pelo menos k, entéao
G[M] possui exatamente duas componentes conexas.

Lema2 Se M é um emparelhamento desconexo de cardinalidade pelo menos k, B; um
subgrafo de cldusula e W; o conjunto de vértices M -saturados de B;, entdo W; tem car-
dinalidade 12 e é um dos trés conjuntos indicados na Tabela 2.

Corolario 1 Um emparelhamento desconexo mdximo em um grafo definido na Subse-
¢do 2.1 tem cardinalidade k.

Mostraremos agora, por um lado, uma transformac¢do de um emparelhamento
desconexo de cardinalidade pelo menos k em uma solucao de ONE-IN-THREE 3SAT.
Para cada cldusula c¢;, em que x;; corresponde ao j-ésimo literal de c;, gerar as seguin-
tes atribuigdes. Se o vértice [;; € M-saturado, entdo x;; = V. Sendo, x;; = F.

Por outro lado, também podemos transformar uma solu¢do de ONE-IN-THREE
3SAT em um emparelhamento desconexo de cardinalidade k a partir do método a
seguir. Para cada cldusula c;, cujo literal verdadeiro é o j-ésimo, adicionar a M o
conjunto de arestas definido por {(l;}, li7), (i}, 7i7), (Lig, li8), (Tig, Ti8), (Fiz, Lig), (Tit, Tig) |
q€{4,5},t€{5,6},q # j+3 # t # q}. Ademais, para H;, adicione ao emparelhamento
3m arestas, cada uma incidente de forma disjunta a quaisquer dois vértices, um de
cada biparticao de H,. Repita o processo para Ho.



Vértices possivelmente saturados em B;

v, lis, lie, Liz, Lig, Lig, i1, T'is, Ties Ti7s Tig, Ti9}
{liZ) li4) li6) li7} li8) li9) I'i2, Tia, Ti6» T'i7, Ti8» rig}
{li?n li4) li5r li7r li8) li9) r'i3,Ti4,Ti5,Ti7,Ti8, ri9}

Tabela 2. Os conjuntos de vértices possivelmente saturados de um subgrafo B;

2.3. Restricao para grafos de diametro limitado

O Lema 3, mostra que uma pequena modificacdo na transformacao da Subsecdo 2.1,
mantém validos os Lemas anteriores, reduzindo, porém, o didmetro do grafo para 3.

Lema3 Seja G = (V1U Vs, E) o grafo bipartido construido a partir da Subsecio 2.1 e G' =
(V] UV, E') de modo que V(G') = V(G) U {w1, w} e E(G') = E(G) U {(w1, w2)} U {(v, w1) |
ve VIVDIU{(v, wo) | ve V(o)) Se M é um emparelhamento desconexo em G', |M| = k,
entdo M também é um emparelhamento desconexo em G.

O Teorema 1 resume a prova de que o problema em questao é NP-completo
mesmo para classes restritas de grafos.

Teoremal EMPARELHAMENTO DESCONEXO é NP-completo mesmo para grafos bipar-
tidos de didmetro 3.

Os resultados anteriores implicam as seguintes dicotomias, em termos do dia-
metro.

Corolario 2 Para grafos bipartidos com didmetro < d, EMPARELHAMENTO DESCONEXO
é NP-completo se d for pelo menos 3 e pertence a P caso contrdrio.

Corolario 3 Para grafos com diametro < d, EMPARELHAMENTO DESCONEXO é NP-
completo se d for pelo menos 2 e pertence a P caso contrdrio.
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