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Abstract. Given graphs G, S and H, we write G % (S, H) if every edge-
colouring of G contains a monochromatic copy of S or a rainbow copy of H.
We prove that, for S = K3 and H a complete binary tree of height h, the
smallest tree T satisfying T —— (S, H) has size 201/2+0()"*,

Resumo. Para grafos G, S e H, dizemos que G ™ (S, H) se toda coloragdo
das arestas de G tem uma copia monocromdtica de S ou uma copia multico-
lorida de H. Provamos que se S = K3 e H é uma drvore bindria completa

de altura h, entdo o tamanho da menor drvore T que satisfaz T = (S, H) é
9(1/2+0(1))h*

1. Introducao

Para grafos GG, S e H dizemos que uma coloragio de E(G) é (S, H)-restrita se ela ndo
contém uma cépia monocromatica de S nem uma cépia multicolorida de H (uma cépia
de H em que todas as arestas t€ém cores diferentes). Denotaremos a propriedade “G
ndo admite coloracio (S, H)-restrita” por G — (S, H). O mimero de Ramsey restrito
re(S, H), definido como o menor n tal que K, s (S, H), foi estudado por diversos
autores (veja, e.g., [Alon et al. 2003, Gyarfés et al. 2007, Loh and Sudakov 2009]).

Em [Jamison et al. 2003] é mostrado que o r.(S, H) existe se e somente se .S é
uma estrela ou H € uma floresta. Em [Collares et al. 2021], foi determinado o limiar para
a propriedade G'(n, p) —— (S, H) no caso em que H é uma floresta, onde G(n, p) denota
o grafo aleatério de Erds-Rényi. Em particular, no caso em que S € uma estrela, o limiar
depende do parametro

mp(S, H) = min {k(G) | G éflorestae G ™% (S, H)},

onde k(G) denota o tamanho da maior componente conexa de G. Neste artigo iremos
investigar a ordem de crescimento do pardmetro mp(S, H) quando S = K] 3, a estrela de
trés pontas, em termos do tamanho de H. Quando H € um caminho com d arestas (deno-
tado por P;), mostramos que m (K, 3, H) = d*/?+°W)4_Quando H é uma drvore bindria
completa de altura h (denotada por T},), mostramos que mp( K 5, H) = 20/2+0()"*  Tajg
resultados implicam cotas inferiores e superiores no caso geral.
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2. Resultado

O objetivo deste resumo estendido é provar os Teoremas 2.5 e 2.6, que fornecem cotas
inferiores e superiores para mp (K 3, H) quando H é uma arvore bindria completa ou um
caminho. Nossas cotas inferiores sao consequéncias de mostrar, nos Lemas 2.3 e 2.4, que
a coloracdo da Definicdo 2.1 tem boas propriedades.

As seguintes defini¢cdes serdo uteis. Uma drvore enraizada serd denotada por um
par (H,r). Dada uma arvore enraizada 7' e um vértice v, um vértice w é descendente de
v se o caminho de v a w € aresta-disjunto do caminho de v a raiz. Denotaremos por hr(v)
a distancia do vértice v a raiz e por Dr(v) o nimero de descendentes de v (incluindo o
proprio v). Um vértice w € filho de outro vértice v se vw € E(T) e hp(w) > hr(v).
Definicao 2.1 (Coloracdo por peso). Dada uma drvore enraizada 'T', uma coloragdo por
peso de T é uma funcdo x: E(T) — N com a seguinte propriedade. Para qualquer
vértice u, se vy, ...,vy sGo os filhos de u, entdo {x(uvy),...,x(uvr)} = {1,...,k} e
X (uv;) < x(uv;) para quaisquer 1 < i, j < k tais que D(v;) > D(v;).

Para colorir uma arvore 7' com uma colorag@o por peso, ordenamos os filhos de
cada vértice u por ordem decrescente de nimero de descendentes (desempatando de modo
arbitrario) e colorimos as arestas entre u e seus filhos nessa ordem usando cores de 1 a k.

Observacao 2.2. Seja 1" uma drvore enraizada e x uma coloragdo por peso de T'. Se v é
filho de u, entdo Dy (u) > x(uv)Dr(v).

Demonstrag¢do. u tem pelo menos x (uv) filhos com Dr(v) ou mais descendentes. [

Note que coloragdes por peso evitam K 3 monocromatico. Para estimar o valor
mp (K12, H) (que corresponde ao caso de coloragdes prdprias sem c6pia multicolorida
de H) em vez de mp (K 3, H), a defini¢do de coloragdo por peso teria que evitar reusar
a cor da aresta entre u e seu pai. Assim, na observagdo acima, o termo x(uv) teria que
ser substituido por max{1, y(uv) — 1}. E facil adaptar os argumentos seguintes para tal
mudanca, mas por simplicidade iremos omitir tais alteragdes.

A observacdo acima motiva a seguinte definicdo. Dada uma arvore nio-enraizada
Hes e V(H), defina Ps(H) como o conjunto de todos os caminhos comegados em s e
terminados numa folha de H, e seja

f(H) = min ng(}fq) EDX(B) x: E(H) — Néinjetivaes € V(H) . (1)

Em outras palavras, dada uma coloracdo multicolorida das arestas de H e um enraiza-
mento s de H, consideramos o maximo dos “pesos” (produtdrio das cores) dos caminhos
daraiz até os demais vértices. A conexao entre a funcio f e cotas inferiores é dada abaixo.
Lema 2.3. Seja T uma drvore enraizada e x uma coloracdo por peso de T'. Se x contém
uma cdpia multicolorida de H, entdo |V (T')| > f(H).

Demonstragdo. Seja ¢: V(H) — V(T') a imersao de uma cépia multicolorida de H em
T, esejas € V(H) o vértice que minimiza hr(¢(s)). Temos da defini¢do de f que

max Hx(e) > f(H). 2)



Seja P um caminho arbitrario de Ps(H ), escreva P = vy... v e defina w; = ¢(v;).
Pela escolha de s, hy(wg) < -+ < hr(wyg). Aplicando a Observagdo 2.2 vdrias vezes,
obtemos que D7(p(s)) = Dr(wg) > (Hf:1 X(w;_qw;)) - Dr(wy). Como P era arbitrario
e Dr(w) > 1 para todo w € T, temos que

V(D)| = Dr(e(s)) 2 max. (Hx Wi—1W; > :

PePs(H

Juntamente com (2), isso conclui a prova do lema. ]

A arvore bindria completa de altura h, denotada por By, € a drvore enraizada de-
finida do seguinte modo. A arvore B, € constituida de apenas um vértice, a raiz. Para
h > 0, a arvore B, € a unido disjunta de duas cépias 77 e T de Bj,_; (com raizes ry e r3),
juntamente com um novo vértice r (a nova raiz) que € vizinho de r; e rs.

Lema 2.4. Seja B,y = (H,r) a drvore bindria completa de altura h + 1. Vale que

Demonstracdo. Denote por Ty = (Hy,7m) e To = (Hay, 7o) as cOpias de By, usadas na
construgio de By, ;1. Note que, para qualquer enraizamento s € V' (H ), existe i € {1,2}
tal que o caminho (em H) de s a qualquer vértice de 7;; passa por r. Iremos tratar o caso
em que i = 1, pois o outro caso é simétrico. Pela observacéo anterior, todo P € P’ :=
P,,(H:) estd contido em algum caminho de Ps(H). Assim, por monotonicidade, basta
mostrar que, para toda fung¢do injetiva y: E(7}) — N,

max (H x(6)> > 2(2), 3)

eeP

Como T} tem 2" folhas, vale que |P’| = 2". Usando que o méximo de uma sequéncia de
numeros € pelo menos a média deles, € suficiente mostrar que

33 log x(e) > 2 (’;) @)

PeP'ec P

Como e(Ty) = 2! — 2, podemos assumir que Im(y) = {1,...,2""! — 2}, pois trocar
uma cor por outra de maior valor claramente niao diminui o somatorio. Seja E; C E(T})
o conjunto das arestas que ligam um vértice de altura 7 — 1 a um vértice de altura 7z em 77.
Como cada aresta de F; estd em 2"~* caminhos de P’, vale que

> ) log, x(e) Z > 2" log, x(e) 5)

PeP'ee P i=1 e€FE;

Aplicando a Desigualdade do Rearranjo, vemos que a soma é minimizada se, € somente
se, para todo 1 < ¢ < j < h e qualquer par (e;,e;) € E; x Ej, vale que x(e;) < x(e;).



Como |E;| = 2%, uma coloragdo que minimiza o lado direito de (5) satisfaz x(F;) =
{20 —1,...,21 — 2}, Assim,

ZZQ’”logzx >Z2’ 2" log, (2771 = QhZz—l —2h(2> (6)
=1 eek; =1

Combinando (5) e (6), obtemos (4) e portanto (3), que ja argumentamos que implica a
desigualdade desejada. 0

Teorema 2.5. Seja T), = (H,r) a drvore bindria completa de altura h. Entdo

mp(Ky s, H) = 20/2 0

Demonstracdo. Comecaremos analisando a cota superior. Seja G uma arvore enraizada
de altura h em que, para 0 < i < h, os vértices do nivel i tém grau 2¢3, Tal 4rvore tem

2(3)+3" folhas, e portanto 2(1/2+°(M)"* yértices. Considere uma coloracio de E(G) sem
copia monocromdtica de /&y 3. Afirmamos que € possivel encontrar uma copia multico-
lorida de 7} imergindo os vértices “nivel a nivel”. De fato, como cada vértice do nivel ¢
de G ¢ incidente a arestas de pelo menos 2:2 cores e a restri¢io de 7T}, aos vértices dos
niveis 0, ...,7 -+ 1 tem 272 — 2 arestas, h4d uma cor disponivel ao imergir um filho de um
vértice do nivel s.

Para provar a cota inferior, relacionaremos os Lemas 2.3 € 2.4. Seja [ uma floresta
que tem uma copia multicolorida de H em qualquer colorag@o que evita /; 3. Enraizamos
cada componente de [ arbitrariamente e as colorimos com uma coloragdo por peso. Seja
T uma componente que contém uma cOpia multicolorida de f{. Pelos Lemas 2.3 e 2.4

temos k(F) > |V(T)| > f(H) > 2("2"). Como F era arbitriria, obtemos a cota inferior
desejada. [

Teorema 2.6. Seja P, o caminho com d arestas. Entdo mp(K, 3, Py) = d1/>T()d,

A prova do teorema acima serd omitida por motivos de espago. Ela € andloga a do
Teorema 2.5, substituindo a aplicagdo do Lema 2.4 pela desigualdade f(F;) > /(d!) =
d1/2+e(D)d O seguinte corolario segue diretamente do Teorema 2.6.

Coroldrio 2.7. Para todo grafo G de didmetro d, vale que mp(K; 5,G) > +/(d!).
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