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Resumo. A Teoria dos Dominios de Dana Scott fornece técnicas gerais para
a obtencdo de \-modelos através da resolugcdo de equagoes de dominio sobre
categorias cartesianas fechadas arbitrdrias. A intencdo aqui é oferecer uma
exposicdo de forma geral do projeto de generalizacdo da Teoria dos Dominios
para uma teoria que denominamos “Teoria de Dominios da Homotopia”. O
esforco vai no sentido de encontrar um tipo de A-modelo com uma estrutura
de oo-grupdide, que permitem um salto na interpretacdo das igualdades do -
calculo (ex: B-igualdade, n-igualdade etc.) para igualdades de ordem superior
na mesma teoria.

Abstract. Scott’s Domain Theory provides general techniques for obtaining -
models, solving domain equations, raised in arbitrary cartesian closed catego-
ries. The intention here is to offer an exposition in general terms of the project
to generalize Domain Theory for a theory that we call “Homotopy Domain The-
ory”. The effort goes in the way of finding a type of \-models with the struc-
ture of co-groupoid, which allows a jump to the interpretation of equalities of
A-calculus (e.g. [-equality, n-equality etc.) for higher equalities of the same
theory.

1. Introducao

A iniciativa de buscar \-modelos [Hindley e Seldin 2008] com estrutura de oco-grupdide
surgiu em [Martinez e de Queiroz 2020], onde estudou-se a geometria de qualquer c.p.o
(e.g. D), e constatou-se que a topologia inerente a esses modelos gerava grupos de or-
dem superior triviais. A partir desse momento, surgiu a necessidade de procurar um tipo
de modelo que apresentasse uma rica estrutura geométrica; onde seus grupos fundamen-
tais de ordem superior ndo entrassem em colapso.

Para cumprir este propésito, o caminho que nos pareceu mais natural foi adaptar a
Teoria de Dominios de Dana Scott a uma teoria geral dos dominios, onde categorias carte-
sianas fechadas sao substituidas por oo-categorias cartesianas fechadas, como foi feito em
[Martinez e de Queiroz 2021]. Essas co-categorias sdo definidas nos conjuntos simplici-
ais, onde aqueles que t€ém uma estrutura de co-grupdide sao chamados complexos de Kan
[Lurie 2009], os quais estdo relacionados com algumas teorias computacionais, como a
Teoria de Tipos de Homotopia (HoTT). De modo a garantir a consisténcia de HoTT,
Voevodsky [Kapulkin, Lumsdaine e Voevodsky 2012] (ver [Lumsdaine e Shulman 2020]
para tipos indutivos superiores) provou que o HoTT possui um modelo na categoria de
complexos de Kan (ver [Program 2013]).



Em [Martinez e de Queiroz 2020] a oo-categoria Kleisli KI(L}) (como uma
generalizagdo de [Hyland 2010]) é apresentada como um exemplo de uma oo-categoria
cartesiana fechada (c.c.i) com pontos suficientes, onde L}, € a comoOnada sobre
KI(P) que fecha oo-categorias pequenas a oo-categorias que preservam colimites k-
pequenos, a estrutura Kleisli PX = [X 8], com X pequena e 8 a oo-categoria
dos espacos, e KI(P) a oo-categoria Kleisli gerada pela estrutura P. Finalmente em
[Martinez e de Queiroz 2021] sdo aplicados os métodos generalizados para resolucdo de
equagdes de dominio em c.c.1 (que chamamos "Equa¢des de Dominio da Homotopia™) ao
caso particular K'I(L%), onde alguns complexos de Kan (com informagao relevante) sdo
apresentados como exemplos de solucdes deste tipo de equacdes.

2. Equacao de Dominio da Homotopia em uma oco-categoria cartesiana
fechada arbitraria

Esta secdo € uma generalizacdo direta dos métodos tradicionais para resolver
equacdes de dominio em categorias cartesianas fechadas (ver [Asperti € Longo 1991] e
[Abramsky e Jung 1994]), no sentido de obter complexos de Kan como solu¢des de um
tipo de equacdes, que chamamos Equacdes de Dominio de Homotopia, em qualquer co-
categoria cartesiana fechada (cf. [Martinez e de Queiroz 2021]). A seguir, temos uma
versao oo-categorica do teorema do ponto fixo.

Teorema 2.1. Seja KC uma co-categoria. Seja também F : K — IC um funtor (covariante)
w-continuo e tome um vértice Ky € K tal que existe uma aresta 6 € K(Ky, FKj).
Assuma também que (K,{6;, € K(F'Ky, K)}ic,,) € um colimite para o w-diagrama
{F'Ko}icw, {F'0}icw), onde F°Ky = Ky e F°0 = 6. Entdo K ~ FK.

Para aplicar o Teorema 2.1 na equagdo do dominio da homotopia X ~ (X =
X) = FX em uma oco-categoria cartesiana fechada K, primeiro precisamos garantir a
continuidade de ' : K — K. Para isso, o problema do funtor contravariante do expo-
nencial € resolvido de forma semelhante ao caso tradicional [Asperti e Longo 1991]. Ou
seja, uma oo-categoria K777 ¢ definida, com os mesmos objetos de K, e as projecdes
fracas (que chamamos “’projecdes de homotopia”) como seus morfismos. Isto com o fim
de transformar um funtor contravariante (como o funtor exponencial) em um funtor cova-
riante, conforme definido abaixo (a defini¢ao de (0, co)-categoria pode ser consultada en
[Martinez e de Queiroz 2021]).

Defini¢ao 2.1. Dada uma (0, 00)-categoria K, e um funtor contravariante no primeiro
componente F' : K x K — K, o funtor covariante F*= : CHPTT x JCHPri — [CHPTS ¢
definido por

F+=(A, B) = F(A, B),

FE((f ) (g% 97) = (F(f7,97). F(f7,97)),
onde A, B sao vértices, e (f+, f7), (9", g7) sdo pares n-simplexos em K",

Observacao 2.1. Seja K uma (0, 00)-categoria cartesiana fechada, w°P-completa. Jd
que o funtor exponencial =: K% x IC — K e o funtor diagonal A : K — K x K sdo
localmente continuos, os funtores associados

(:>)+— . K:HPrj % ICHPrj N ICHPTj, (A)+— . K:HPrj N K:HPrj % ICHPTj



sdo w-continuos. Mas a composicdo de funtores w-continuos ainda é um funtor w-
continuo. Portanto, o funtor

F = (=) (A)T . cHPrd 5 [cHPrd

é w-continuo. Pelo Teorema 2.1 o funtor F' tem um ponto fixo, isto é, existe um vértice
K € K tal que K ~ (K = K). A co-categoria dos pontos fixos do F é denotada por

3. Equacio de Dominio da Homotopia em KI(L%},)

Em [Martinez e de Queiroz 2020] provou-se que as oco-categorias K[(L}) e KI(P) sdo
cartesianas fechadas. Portanto, podemos aplicar a teoria dos dominios de homotopia
da segdo anterior. Para um cardinal regular s, seja a subcategoria Pr’ de C'AT,,, cu-
jos objetos sdo oo-categorias k-compactamente geradas e cujos morfismos sdo funtores
que preservam colimites pequenos € objetos k-compactos. De acordo com a imersao
Pri(PA, PB) — KI(P)(A, B) temos o seguinte resultado.

Proposi¢ao 3.1. A oo-categoria KI(P) admite limites para w°P-diagramas em Prt.
Logo, KI(L%) também admite este tipo de limites.

A seguinte proposi¢do garante que existem objetos reflexivos que ndo sio
equivalentes ao complexo de Kan trivial AY. Sua prova pode ser encontrada em
[Martinez e de Queiroz 2021].

Proposicao 3.2. Existe um objeto reflexivo ndo contrativel K1(L%},).

O fato de que um complexo de Kan X € ndo contrativel, ndo implica que cada
vértice x € X contém informacgdo, ou que este contém buracos em todas as dimensdes
superiores. Isto motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 3.1 (Complexo de Kan fragmentado). Um complexo de Kan pequeno X é frag-
mentado se

1. (X)) € infinito.

2. para cada n > 1, existe um vértice x € X tal que 7, (X, x) & *.

3. para cada vértice x de algum k-simplex ndo trivial X, (i.e., nenhuma aresta de
X, € aidentidade) contido em X, com k > 2, existe n > 1 tal que 7,(X,x) 2 *.

[a¥)

Exemplo 3.1. Para cadan > 0, seja o complexo de Kan B" = 0?7 (isomorfos). Onde
AL tem os mesmos vértices e lados de N\"™ mas 1-simplexos inversiveis. E tome o complexo
de Kan B*, com w vértices diferentes By, By, BY , . . ., tal que existe um mapa f : 0A™ —
B¥, com f(i) = B} para cada 0 < i < n, o qual estabelece fON\ = B". Defina o

complexo de Kan fragmentado By como a unido disjunta By = [, <o B"

Note que B" é “similar’a esfera S"~!. Além do mais, 7, ;(B™) 2 * para todo
n > 2, e existe k > n tal que 7, (B™) 2 * para cada n > 3 [Hatcher 2001]. Para mais
exemplos ver [Martinez e de Queiroz 2021].

Definicao 3.2 (A\-modelo de homotopia). Seja K — C' AT, uma oco-categoria cartesiana
fechada com uma quantidade suficiente de pontos. Um complexo de Kan K € K é um
A-modelo de homotopia se K é um complexo de Kan fragmentado e reflexivo.



Exemplo 3.2. Dado o complexo de Kan fragmentado By do Exemplo 3.1. Partindo da
projecdo diagonal, B o, (Bg = By), 0 objeto inicial By, ird gerar o complexo de Kan
fragmentado B in Fiz(F) como o colimite do w-diagrama ({ F* By }icw, { F*(00,70) }icw),
onde vy : (By = By) — By é 0 membro direito do par projecdo.

4. Conclusoes e trabalhos futuros

Alguns métodos foram estabelecidos para resolver equacdes de dominio de homotopia,
o que contribui ainda mais para o projeto de uma generalizacao da Teoria de Dominios
para uma Teoria de Dominios da Homotopia (HoDT). Além disso, usando esses métodos
de resolucdo de equacgdes, foi possivel obter alguns modelos de homotopia especificos
em uma oo-categoria cartesiana fechada. Isto poderia ajudar a definir uma teoria geral
de A-calculo de ordem superior. Para trabalhos futuros, seria interessante ver qual for a
relacdo entre a teoria de um A-modelo de homotopia e a Teoria dos Tipos da Homotopia
(HoTT).
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