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Abstract. An L(3,2,1)-labeling of a graph G is a function f: V(G) — S =
{0,1,...,k} such that, for any two vertices u,v € V(G), |f(u) — f(v)] >
4 — dg(u,v), where dg(u,v) is the distance between u and v in G. The span
of an L(3,2,1)-labeling f is the largest label k € S. The smallest span that
any L(3,2,1)-labeling can assign to a graph G is denoted by \351(G). In
this work, we prove that \321(G) < 25 for every subcubic graph G without
adjacent vertices of maximum degree. In addition, we prove that A3 1(G) < 16
for subcubic graphs G with vertices of degree 3 at distance at least 4 apart.

Resumo. Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo G é uma fungdo f: V(G) —
S ={0,1,...,k} tal que |f(u) — f(v)] > 4 — dg(u,v) para quaisquer dois
vértices u,v € V(Q), em que dg(u,v) é a distdncia entre w e v em G. O span
de uma rotulagdo L(3,2,1) f é o maior rétulo k € S. O menor span que
uma rotulagdo L(3,2,1) pode atribuir a um grafo G é denotado por \s321(G).
Neste trabalho, provamos que X35 1(G) < 25 para todo grafo subciibico G sem
vértices adjacentes de grau mdximo. Além disso, provamos que A3 21(G) < 16
para grafos subctibicos G com vértices de grau 3 a distdncia pelo menos 4.

1. Introducao

Neste trabalho, investigamos uma rotulacdo de grafos que consiste em uma das mui-
tas abstracOes [Griggs and Yeh 1992, Chartrand et al. 2001, Kral and Skrekovski 2003]
do problema da atribui¢@o de canais de frequéncia a transmissores: a Rotulagdo (3,2, 1).
Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo simples G com conjunto de vértices V(G) e con-
junto de arestas £(G) é uma fungdo f: V(G) — {0,1,...,k} tal que, para quaisquer
dois vértices u,v € V(G), se dg(u,v) = 1, entdo |f(u) — f(v)| > 3; se dg(u,v) = 2,
entdo |f(u) — f(v)| > 2; e se dg(u,v) = 3, entdo |f(u) — f(v)| > 1; onde dg(u,v)
denota a distdncia entre dois vértices u e v em (&, que é o nimero de arestas no menor
caminho conectando v a v em G. O span de uma rotulagdo L(3,2,1) f é o maior rétulo
k que é atribuido pela rotulagdo f a um vértice de G. Uma rotulagdo L(3,2,1) de G é
dita dtima quando possui 0 menor span possivel e o span de tal rotulagdo, denotado por
A3.21(G), é denominado niimero cromdtico L(3,2,1) de G.

Liu e Shao [Liu and Shao 2004] introduziram a rotulagdo L(3,2,1) em 2004.
Posteriormente, Chia et al. [Chia et al. 2011] determinaram o pardmetro A3 1(G) para
familias cldssicas de grafos e obtiveram o seguinte limitante superior para o niimero
cromdtico L(3,2,1) de grafos arbitrérios.
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Teorema 1 ([Chia et al. 2011]). Se G é um grafo simples, com grau mdximo A, entdo
A321(G) < A3+ 2A.

Para todo grafo simples G com A(G) = 3, o Teorema 1 determina que A3 2 1 (G) <
33. Porém, ao investigarmos o nimero cromdtico L(3,2,1) para a subclasse dos grafos
com grau miximo 3 sem vértices adjacentes de grau maximo, ndo conseguimos encontrar
um que tivesse A3 21(G) = 33. Esta observagdo nos conduziu a investigagéo de limitantes
superiores mais justos para o niimero cromdtico L(3,2, 1) desta subclasse de grafos.

Neste trabalho, provamos que A3 2 1(G) < 25 para todo grafo G com A(G) =3 e
sem vértices adjacentes de grau maximo. Mostramos também que, se G € um grafo com
A(G) = 3 no qual quaisquer dois vértices de grau 3 estdo a distancia pelo menos 4, entdo
A321(G) < 16. A préxima secdo apresenta conceitos e resultados auxiliares usados nas
demonstracdes da Secdo 3.

2. Definicoes e Resultados Auxiliares

Dado um grafo simples G = (V(G), E(G)), dois vértices u,v € V(G) sdo ditos adja-
centes se uv € E(G). O grau de um vértice v € V(G) é o nimero de vértices adjacentes
a u e é denotado por dg(u). O grau mdximo de G é denotado por A(G) e definido como
A(G) = max{dg(u) : v € V(G)}. Um grafo G é subciibico se A(G) = 3. Denota-
mos por Ni(v) o conjunto dos vértices que estdo a distdncia exatamente k do vértice v.
Denotamos por N ,‘j St(v) o conjunto de vértices de G com grau menor ou igual a ¢ que
estdo a distncia exatamente k de v. A vizinhanga estendida de um vértice v € V(G) é o
conjunto dos vértices que estdo a distancia no maximo 3 de v.

Um (vg, vy )-caminho em um grafo simples G é uma sequéncia (vg, vy, ..., Vg)
finita e ndo vazia de vértices de G, tal que os termos nao se repetem (com excecao, pos-
sivelmente, de vy e vy) e v;_1v; € E(G) paral < i < k. Um grafo G é conexo se existe
um (u, v)-caminho em G para quaisquer dois vértices u,v € V(G). Um ciclo C,,, com
n > 3 vértices, em G é um (v, vy )-caminho em G tal que vy = v, com k > 3.

Dado um conjunto de cores ndo vazio S, uma coloragdo de vértices c: V(G) — S
¢ uma funcdo que atribui a cada vértice do grafo G um elemento do conjunto S. Dize-
mos que ¢ é uma k-coloragcdo de G, quando |S| = k. A coloragdo ¢ é dita prdpria
quando quaisquer dois vértices adjacentes u, v € V(G) possuem c(u) # c(v). O niimero
cromdtico do grafo GG, denotado por x(G), € o menor k para o qual G tem uma k-coloragio
prépria de vértices. A seguir, apresentamos dois limitantes superiores para x(G) que sdo
usados nas demonstragdes dos resultados da Sec¢ao 3.

Teorema 2 ([West 2018]). Se G é um grafo, entdo x(G) < A(G) + 1.
Teorema 3 ([Brooks 1941]). Se G é um grafo conexo e G ndo é isomorfo a um ciclo impar

ou a um grafo completo, entdo x(G) < A(G).

3. Resultados

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados principais deste trabalho. Porém, antes €
necessario apresentarmos algumas defini¢des adicionais. Dizemos que um rétulo ¢ causa
conflito se a sua atribui¢do a um vértice do grafo faz com que alguma das condicdes reque-
ridas para se ter uma rotulacdo L(3,2,1) nao seja satisfeita. Um rétulo ¢ estd disponivel
para um vértice v de G quando sua atribui¢do a v ndo causa conflito com os rétulos ja
atribuidos aos vértices na vizinhanca estendida de v.



Teorema 4. Se GG é um grafo conexo subciibico sem vértices adjacentes de grau mdximo,
entdo )\37271(G) < 25.

Esbog¢o da demonstracdo. Seja G um grafo como descrito no enunciado. Existem exata-
mente 11 grafos subctbicos, ndo-isomorfos, sem vértices adjacentes de grau maximo, que
podem ser obtidos a partir do grafo completo /K, subdividindo cada uma de suas arestas
no méaximo duas vezes. Podemos afirmar que, se G € isomorfo a um desses 11 grafos,
entdo A3 2 1(G) < 11. Pela limitagdo de espago, omitimos esta parte da prova. No restante
da demonstra¢do supomos que G ndo € isomorfo a nenhum desses onze grafos, ja que o
resultado € verdadeiro para todos eles.

Construimos uma rotulagdo L(3,2,1) f: V(G) — {0,...,25} para G. Inicial-
mente, rotulamos os vértices de grau 3 de G’ com rétulos no conjunto {0,2,4}. A fim
de obter esta rotulacdo parcial, construimos um grafo auxiliar H. Seja V3 C V(G) o
conjunto de vértices de grau 3 de (G. Definimos H da seguinte forma: V(H) = Vs e
wv € E(H) se e somente se u,v € V(H), u # v e existe um (u, v)-caminho de compri-
mento 2 ou 3 em G. Se H for um grafo completo, entdo |V (H)| < 3pois A(H) <3e H
ndo é um dos onze grafos excluidos; o que implica x(H) < 3 pelo Teorema 2. Se H for
um ciclo, x(H) < 3 pelo Teorema 2; caso contrério, temos x(H) < 3 pelo Teorema 3.
Deste modo, seja c: V(H) — {0, 2,4} uma 3-coloragdo prépria dos vértices de H.

Dada a 3-coloragdo prépria de vértices ¢ de H, defina f(v) = c¢(v) para todo
v € V(G) com dg(v) = 3. Pela defini¢do de H, todo vértice de grau 3 de G estd em H,
logo a rotulagdo parcial f é bem-definida. Deste modo, para quaisquer dois vértices u e v
de grau 3 de G com dg(u,v) < 3, temos que | f(u) — f(v)| > 2. Portanto, esta rotulagio
parcial de G satisfaz as condi¢oes da rotulagdo L(3,2,1).

A fim de concluir a construgao da rotulagao f, resta definir os rétulos dos vértices
de grau 2 e 1 de G. Rotulamos estes vértices por meio de um algoritmo guloso, descrito

a seguir. Seja vy, Vo, . .., Ux uma sequéncia arbitrdria dos vértices de grau 2 e 1 de G. Na
i-ésima iteragdo, o algoritmo guloso atribui ao vértice v; 0 menor rétulo f(v;) pertencente
ao conjunto R = {7,8,...,25}, que estiver disponivel para o vértice v;.

No restante da demonstracdo, mostramos que sempre ha um rétulo disponivel em
‘R para v;. Para isso, contamos quantos rétulos, no maximo, ndo estao disponiveis para v;
no momento da sua escolha. Note que cada vértice rotulado w € N;(v;) impossibilita que
5 rétulos sejam atribuidos ao vértice v;: f(w), f(w) — 1, f(w) — 2, f(w) +1e f(w) + 2.
Além disso, cada vértice rotulado z € N, (v;) impossibilita que 3 rétulos sejam atribuidos
ao vértice v;: f(2), f(z) — 1e f(z) + 1. Por fim, cada vértice rotulado y € N3(v;) deve
ter um rétulo f(y) diferente do rétulo de v;. Adicionalmente, como os vértices de grau
3 possuem rétulos do conjunto {0,2,4}, estes rétulos ndo conflitam com os rétulos do
conjunto R pois | max({0,2,4}) — min(R)| > 3. Portanto, na contagem dos rétulos néo
disponiveis para o vértice v; ndo consideramos vértices de grau 3; consideramos apenas
os vértices de grau 2 e 1 que estdo na sua vizinhanca estendida. Dividimos o restante
da prova em trés casos. Logo abaixo, provamos o Caso 1 e, por limitagdo de espaco,
apresentamos apenas os enunciados dos Casos 2 e 3.

Caso 1: dg(v;) = 1 e v; pertence a um (v;, v)-caminho P = (v;, x1, T2, ..., Ty, V)
tal que dg(v) = 3 e dg(z;) = 2, para 1 < i < n. Consideramos dois subcasos.

Subcaso 1.1: P = (v;,x1,29,...,2,,v) com n > 3. Neste caso, temos que



INT=2(0,)| = 1, |N§=2(v;)] = 1 e [N$=*(v;)| = 1. Isso implica que no maximo 5 - 1 4 3 -
14 1-1 = 9rétulos ndo estdo disponiveis para v; neste caso.

Subcaso 1.2: P = (v;, x1, %2, ..., Ty, v) comn < 2. Subcaso 1.2.1: dg(v,v;) =
3. Neste caso, | N'=?(v;)| = 1 e |[NJ=*(v;)| = 1. Isso implica que no méximo 5 - 1 + 3 -
1 = 8 rétulos ndo estdo disponiveis para v;. Subcaso 1.2.2: dg(v,v;) = 2. Neste caso,
INT=2(1;)] = 1 e [N§=*(v;)| = 2. Isso implica que no maximo 5 - 1 + 1 - 2 = 7 rétulos
ndo estdo disponiveis para v;. Subcaso 1.2.3: dg(v,v;) = 1. Neste caso, | N§=*(v;)| = 2 e
|N§=2(v;)| < 2. Isso implica que no maximo 3-241-2 = 8 rétulos ndo estio disponiveis
para v;. Portanto, no maximo 9 rétulos ndo estao disponiveis para v; no Caso 1.

Caso 2: dg(v;) = 2 e v; pertence a um (u, v)-caminho P = (u, x1, %, ..., Ty, V)
tal que dg(u) = 3edg(v) € {1,3} comu # vedg(zr;) =2, paral <i < n.

Caso 3: dg(v;) = 2 e v; pertence a um ciclo P = (u, x1, 2, ...,%,,v) tal que
u=wvcomdg(u) =dg(v) =3edg(x;) =2,paral <i <n.

A partir da anélise dos trés casos acima, concluimos que, na ¢-ésima iteragdo do
algoritmo, supondo o pior caso em que os vértices da vizinhanga estendida do vértice
v; estdo todos rotulados, no maximo 18 rétulos nao estdo disponiveis para v; (esta
configura¢do ocorre no Caso 2). Como |R| = 19, concluimos que sempre haverd um
rétulo disponivel em R para v; e o resultado segue. [

Teorema 5. Seja G um grafo subciibico tal que quaisquer dois vértices de grau mdximo
estdo a distancia pelo menos quatro entre si. Entdo, )\3,271(G) < 16.

Esboco da demonstracdo. Seja G como descrito no enunciado. Construimos uma
rotulagdo L(3,2,1) f: V(G) — {0,...,16} para G. Definimos f(v) = 7 para todo
v € V(G) com dg(v) = 3. Em seguida, rotulamos os vértices adjacentes a vértices de
grau 3 com rétulos em {0, 2,4}, sem causar conflitos. Por fim, sabendo que todo cami-
nho P possui A3 1(P) < 7 [Clipperton et al. 2006], atribuimos rétulos 9, 10, ..., 16 aos
demais vértices ndo rotulados, sem causar conflitos, concluindo que A3 ;(G) < 16. [
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