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Abstract. Let
−→
G = (V,A) be an oriented graph. The oriented chromatic num-

ber of
−→
G denoted by χo(

−→
G) is a well-know parameter in the literature. The

absolute oriented clique number, ωao(
−→
G), is the order of the largest subgraph

−→
H of

−→
G such that χo(

−→
H ) = |V (

−→
H )|. In this work we show that deciding if

ωao(
−→
G) ≤ k is an NP -complete problem and there is no polynomial-time ap-

proximation within a factor of n1−ε for all ε > 0, unless P = NP .

Resumo. Seja
−→
G = (V,A) um grafo orientado. O número cromático orien-

tado de
−→
G denotado por χo(

−→
G) é um parâmetro bem conhecido na literatura.

O número clique orientado absoluto, ωao(
−→
G), é a ordem do maior subgrafo

−→
H de

−→
G tal que χo(

−→
H ) = |V (

−→
H )|. Neste trabalho mostramos que decidir se

ωao(
−→
G) ≤ k é um problema NP -completo e que não existe um algoritmo apro-

ximativo de tempo polinomial com um fator n1−ε para todo ε > 0, a não ser que
P = NP .

1. Introdução

O problema da coloração orientada foi introduzido independentemente na literatura por
meio dos trabalhos [Raspaud e Sopena 1994] e [Courcelle 1994]. O trabalho de Sopena
[Sopena 2016] faz uma revisão dos principais resultados do problema. Nos últimos anos
os parâmetros número clique orientado relativo e absoluto de um grafo orientado

−→
G ,

denotados respectivamente por ωro(
−→
G) e ωao(

−→
G), têm ganhado atenção por serem limites

inferiores para o número cromático orientado χo(
−→
G), ou seja, ωao(

−→
G) ≤ ωro(

−→
G) ≤

χo(
−→
G).

Uma k-coloração orientada é definida pela função ϕ−→
G

: V (
−→
G) → {1, 2, . . . , k},

tal que: Se xy ∈ A(
−→
G), então ϕ−→

G
(x) ̸= ϕ−→

G
(y) e se xy, zt ∈ A(

−→
G) e ϕ−→

G
(y) = ϕ−→

G
(z)

então ϕ−→
G
(x) ̸= ϕ−→

G
(t). O número cromático orientado, denotado por χo(

−→
G), é o menor k

tal que
−→
G admite uma k-coloração orientada.

No escalonamento paralelo um conjunto com n tarefas V = {J1, J2, . . . , Jn}
é dado como uma entrada mais uma relação de precedência

−→
E ⊂ {JiJk | i, k ∈

{1, 2, . . . , n}}, significando que a tarefa Jk é executada somente após a tarefa Ji ter sido



executada. O makespan é o número mı́nimo de vezes necessário para concluir o escalo-
namento com a execução de todas as tarefas. O número cromático orientado χo(

−→
G), do

grafo
−→
G = (V,

−→
E ) é exatamente o valor do makespan.

Dados x, y ∈ V (
−→
G) a distância orientada

−→
d −→

G
(x, y) = min{k,∞}, onde k é o

número de arcos no menor caminho de x para y. A distância orientada fraca d−→
G
(x, y) =

min{
−→
d −→

G
(x, y),

−→
d −→

G
(y, x)}.

Uma clique orientada relativa R ⊆ V (
−→
G) de um grafo orientado

−→
G é um con-

junto de vértices tal que se x, y ∈ R, então d−→
G
(x, y) ≤ 2. O número clique orientado

relativo, denotado por ωro(
−→
G), é a ordem da maior clique orientada relativa que é um

subgrafo de
−→
G . Uma clique orientada absoluta ou uma o-clique é um grafo orientado

−→
G

para o qual χo(
−→
G) = |V (

−→
G)|. Observe que se

−→
G é uma clique orientada absoluta, então

se x, y ∈ V (
−→
G), então d−→

G
(x, y) ≤ 2. O número clique orientado absoluto, denotado por

ωao(
−→
G), é a ordem da maior clique orientada absoluta

−→
H que é um subgrafo de

−→
G .

O trabalho de Das et al. [Das et al. 2018] trás o primeiro resultado relativo a
complexidade de ωro através do Teorema 1 para à classe dos grafos bipartidos.

Teorema 1 ([Das et al. 2018]). Se
−→
G é um grafo orientado bipartido, então determinar

ωro(
−→
G) é NP -difı́cil.

Neste artigo nós provamos que o problema da clique orientada absoluta é NP -
completo restrito a classe dos grafos bipartidos e demonstramos que esse problema não
pode ser aproximado em um fator de aproximação absoluto menor ou igual a n1−ε, onde
n = |V (

−→
G)|.

2. CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA é NP-Completo
O problema do número clique orientado absoluto foi introduzido por Klostermeyer e Mac-
Gillivray [Klostermeyer e MacGillivray 2004]. Apresentamos sua definição a seguir:

Problema 2. CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA
Entrada: Um grafo orientado

−→
G = (V,E), com n = |V |, e um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe uma clique orientada absoluta
−→
K de tamanho |

−→
K | ≥ k em

−→
G?

Utilizamos o problema da clique definido a seguir para a demonstração da comple-
xidade de CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA restrito à classe dos grafos bipartidos. A se-
guir apresentamos a redução utilizada para essa demonstração. Apresentamos um exem-
plo da Redução 4 na Figura 1. Primeiramente apresentamos alguns lemas necessários
para a demonstração.

Problema 3. CLIQUE
Entrada: Um grafo G = (V,E), com n = |V |, e um inteiro k.
Pergunta: Existe uma clique K ⊆ V de tamanho |K| ≥ k em G?

Redução 4. Dado um grafo não orientado G, construı́mos um grafo orientado
−→
H fazendo

V (
−→
H ) = {v+, v− : v ∈ V (G)} e A(

−→
H ) = {v+u−, u+v−, v−v+, u−u+ : vu ∈ E(G)}.

Lema 5. Seja G um grafo e
−→
H o grafo formado a partir de G com a Redução 4. Se R é

uma clique orientada absoluta maximal de
−→
H então v+ ∈ R se e somente se v− ∈ R.
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Figura 1. Exemplo da redução do Teorema 9

Corolário 6. Seja G um grafo e
−→
H o grafo formado a partir de G com a Redução 4. Se

S é uma clique orientada absoluta de
−→
H então existe uma clique orientada absoluta R

de
−→
H tal que S ⊆ R e |R| = 2q, para algum q ∈ N.

Lema 7. Seja G um grafo e
−→
H o grafo formado a partir de G com a Redução 4. O grafo

G tem uma clique de tamanho k se e somente se
−→
H tem uma clique orientada absoluta

maximal de tamanho 2k.

Corolário 8. Dada uma clique orientada absoluta S de
−→
H . Existe um algoritmo de

tempo polinomial que obtém R e C, onde R é uma clique orientada absoluta tal que
S ⊆ R, |R| = 2q e C é uma clique de G com |C| = q.

Demonstração. Nosso algoritmo, em tempo linear, completa os pares v+, v− em S ob-
tendo R de tamanho 2q. Em seguida, para cada par v+, v− em R, adiciona v em C.

Teorema 9. O problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA é NP -completo mesmo restrito
a grafos bipartidos.

Demonstração. Sabemos que o problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA pertence a
NP , pois podemos checar em tempo polinomial se R ⊆ V (

−→
G) é uma clique orientada

absoluta de tamanho k.

Para mostrar a NP -completude utilizaremos a seguinte redução de tempo polino-
mial do problema CLIQUE para o problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA. Seja G
um grafo e k um inteiro, formando uma instância do problema CLIQUE. Construiremos
uma instância do problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA considerando

−→
H como o

grafo formado a partir de G com a Redução 4 e o inteiro 2k. Nos lembramos que como
os vértices de mesmo sinal em

−→
H não são adjacentes, temos que

−→
H é um grafo bipartido.

Pelo Lema 7, G tem uma clique de tamanho k se e somente se
−→
H tem uma clique

orientada absoluta maximal de tamanho pelo menos 2k.

A seguir relembramos algumas definições de Garey e Johnson
[Garey e Johnson 1979] que serão úteis para o próximo resultado. Seja A um al-
goritmo para um problema de otimização Π. Seja DΠ o conjunto de todas as instâncias
de Π. Seja x ∈ DΠ uma instância de Π. Seja OptΠ(x) o valor de uma solução
ótima para a instância x. Seja y uma solução viável obtida pelo algoritmo A para a
instância x. Seja c(y) o valor da solução viável y obtida pelo algoritmo A. O fator



de aproximação do algoritmo A é RA(x, y) = maxx∈DΠ

{
OptΠ(x)

c(y)
, c(y)
OptΠ(x)

}
. Note

que RA(x, y) ≥ 1; e que RA(x, y) = 1 se e somente se o algoritmo A obtém uma
solução y tal que OptΠ(x) = c(y). Adicionalmente, temos que, se Π é um problema
de maximização, então RA(x, y) = OptΠ(x)/c(y). Note que CLIQUE e CLIQUE
ORIENTADA ABSOLUTA entram nesse caso. O fator de aproximação absoluto de A é
RA = inf{r ≥ 1 : RA(x, y) ≤ r, para todas as instâncias x ∈ DΠ}.

Teorema 10 ([Zuckerman 2006]). Se P ̸= NP e A é um algoritmo aproximativo polino-
mial para CLIQUE, então RA > n1−ε para todo ε > 0.
Teorema 11. Se P ̸= NP e A é um algoritmo aproximativo polinomial para CLIQUE
ORIENTADA ABSOLUTA, então RA > n1−ε para todo ε > 0.

Demonstração. Suponha que P ̸= NP . Seja G uma instância para CLIQUE e ε > 0. As-
suma que existe um algoritmo de aproximação polinomial A para CLIQUE ORIENTADA

ABSOLUTA com RA ≤ n1−ε. Considere
−→
H o grafo formado a partir de G com a Redução

4. Assim, Opto−clique(
−→
H )

A(
−→
H )

= RA(
−→
H,A(

−→
H )) ≤ RA ≤ n1−ε. Pelo Lema 7, temos que

Opto−clique(
−→
H ) = 2Optclique(G). Pelo Corolário 6 sabemos que existe uma clique orien-

tada absoluta R em
−→
H tal que A(

−→
H ) ⊆ R e |R| = 2q, para algum q ∈ N. Assim, pelo

Lema 7, existe uma clique de tamanho pelo menos q em G que pode ser obtida em tempo

polinomial pelo Corolário 8. Dessa forma, Optclique(G)

q
=

2Optclique(G)

2q
≤ Opto−clique(

−→
H )

A(
−→
H )

=

RA(
−→
H,A(

−→
H )) ≤ n1−ε, o que define uma aproximação polinomial para CLIQUE com fa-

tor de aproximação absoluto menor ou igual a n1−ε. Pelo Teorema 10 temos que P = NP ,
uma contradição. Logo, não existe algoritmo de aproximação polinomial para CLIQUE
ORIENTADA ABSOLUTA com fator de aproximação absoluto menor ou igual a n1−ε.
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