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Abstract. Let 8 = (V, A) be an oriented graph. The oriented chromatic num-
ber of 8 denoted by x,(G) is a well-know parameter in the literature. The
absolute oriented clique number, w,,(G'), is the order of the largest subgraph
H of & such that Xo(ﬁ) = |V(ﬁ)| In this work we show that deciding if

Wao(G) < k is an NP-complete problem and there is no polynomial-time ap-
proximation within a factor of n*=¢ for all ¢ > 0, unless P = NP.

Resumo. Seja 3 = (V, A) um grafo orientado. O niimero cromdtico orien-
tado de C denotado por Xo(G) é um pardmetro bem conhecido na literatura.
O niimero clique orientado absoluto, w,,(G), é a ordem do maior subgrafo
H de G tal que Xo(ﬁ) = |V(ﬁ)| Neste trabalho mostramos que decidir se

Wao( G') < k é um problema NP-completo e que ndo existe um algoritmo apro-
ximativo de tempo polinomial com um fator n*=¢ para todo € > 0, a ndo ser que
P = NP.

1. Introducao

O problema da coloragdo orientada foi introduzido independentemente na literatura por
meio dos trabalhos [Raspaud e Sopena 1994] e [Courcelle 1994]. O trabalho de Sopena
[Sopena 2016|] faz uma revisao dos principais resultados do problema. Nos ultimos anos

os parametros numero clique orientado relativo e absoluto de um grafo orientado G,
denotados respectivamente por wm(a) e wao(a), tém ganhado atengﬁoapor serem limites

inferiores para o nimero cromdtico orientado x,(G ), ou seja, wqo(G) < wm(a) <

(@)

Uma k-coloragdo orientada € definida pela fungdo ¢: V(a) —{1,2,...,k},
tal que: Se zy € A(z), entdo ¢ (v) # ¢ (y) e se xy, 2t € A(a) e g(g) = ¢a(2)
entdo ¢z () # ¢z (t). O niimero cromdtico orientado, denotado por X,( G ), é 0 menor k
tal que 8 admite uma k-coloracdo orientada.

No escalonamento paralelo um conjunto com n tarefas V- = {Ji, Jo, ..., Jn}

¢ dado como uma entrada mais uma relagdo de precedéncia E C {JiJx | i,k €
{1,2,...,n}}, significando que a tarefa .J;, é executada somente apds a tarefa J; ter sido



executada. O makespan é o nimero minimo de vezes necessdrio para concluir o escalo-
namento com a execu¢do de todas as tarefas. O nimero cromdtico orientado XO(E?), do
grafo = (V, B) € exatamente o valor do makespan.

Dados z,y € V(B) a distdncia orientada 78(@ y) = min{k, oo}, onde k é o
numero de arcos no menor caminho de x para y. A distdncia orientada fraca c_ig(x, y) =

min{ d =(z,y), d=(y, 2)}.

Uma clique orientada relativa R C V(a) de um grafo orientado & 6 um con-
junto de vértices tal que se 7,y € R, entdo dg(z,y) < 2. O miimero clique orientado

relativo, denotado por wm(a), é a ordem da maior clique orientada relativa que é um
subgrafo de GG. Uma clique orientada absoluta ou uma o-clique é um grafo orientado 8
para o qual x,(G) = |V(8) |. Observe que se & éuma clique orientada absoluta, entao
sez,y € V(G), entdo dg(x,y) < 2. O niimero clique orientado absoluto, denotado por
wao(a), ¢ a ordem da maior clique orientada absoluta ﬁ que € um subgrafo de 8

O trabalho de Das et al. [Das etal. 2018]] trds o primeiro resultado relativo a
complexidade de w;, através do Teoremal] para a classe dos grafos bipartidos.

Teorema 1 ([Das et al. 2018]]). Se 8 € um grafo orientado bipartido, entdo determinar
wro(C) € NP-dificil.

Neste artigo nés provamos que o problema da clique orientada absoluta ¢ NP-
completo restrito a classe dos grafos bipartidos e demonstramos que esse problema nao
pode ser %proximado em um fator de aproximacdo absoluto menor ou igual a n!~¢, onde

n=[V(G)|.

2. CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA é NP-Completo

O problema do nimero clique orientado absoluto foi introduzido por Klostermeyer e Mac-
Gillivray [Klostermeyer e MacGillivray 2004]]. Apresentamos sua defini¢ao a seguir:

Problema 2. CLIQUE ORIENT%DA ABSOLUTA
Entrada: Um grafo orientado G = (V, E), comn = |V
Pergunta: Existe uma clique orientada absoluta ?() de tamanho |7(>| >k em 8?

, e um inteiro positivo k.

Utilizamos o problema da clique definido a seguir para a demonstra¢ao da comple-
xidade de CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA restrito a classe dos grafos bipartidos. A se-
guir apresentamos a reducao utilizada para essa demonstragdo. Apresentamos um exem-
plo da Reducdo [] na Figura [I] Primeiramente apresentamos alguns lemas necessarios
para a demonstracio.

Problema 3. CLIQUE
Entrada: Um grafo G = (V, E), comn = |V|, e um inteiro k.
Pergunta: Existe uma clique K C'V de tamanho |K| > k em G?

Reducao 4. Dado um grafo ndo orientado G, construimos um grafo orientado ﬁ fazendo
V(ﬁ) ={vt, v :veV(G)}e A(ﬁ) ={vtu",utv v v uTut s ou € EB(G)}.

Lema 5. Seja G um grafo e ﬁ o grafo formado a partir de G com a Reducdo|d} Se R é
uma clique orientada absoluta maximal de ﬁ entdo v € R se e somente se v~ € R.



Figura 1. Exemplo da redugédo do Teorema 9|

Corolario 6. Seja G um grafo e ﬁ o grafo formado a partir de G com a Reducdo |4} Se
S é uma clique orientada absoluta de ﬁ entdo existe uma clique orientada absoluta R
de H tal que S C Re |R| = 2q, para algum q € N.

Lema 7. Seja G um grafo e ﬁ o grafo formado a partir de G com a Redugda O grafo

G tem uma clique de tamanho k se e somente se ﬁ tem uma clique orientada absoluta
maximal de tamanho 2k.

Corolario 8. Dada uma clique orientada absoluta S de Hz Existe um algoritmo de
tempo polinomial que obtém R e C, onde R é uma clique orientada absoluta tal que
S C R, |R| =2qeC éuma cliqgue de G com |C| = q.

Demonstrac¢do. Nosso algoritmo, em tempo linear, completa os pares v, v~ em S ob-
tendo R de tamanho 2¢. Em seguida, para cada par v, v~ em R, adicionavem C.  []

Teorema 9. O problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA é NP-completo mesmo restrito
a grafos bipartidos.

Demonstracdo. Sabemos que o problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA pertence a

NP, pois podemos checar em tempo polinomial se 2 C V(a) € uma clique orientada
absoluta de tamanho k.

Para mostrar a NP-completude utilizaremos a seguinte redu¢do de tempo polino-
mial do problema CLIQUE para o problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA. Seja G
um grafo e £ um inteiro, formando uma instancia do problema CLIQUE. Construiremos
uma instancia do problema CLIQUE ORIENTADA ABSOLUTA considerando ﬁ como o
grafo formado a partir de G com a Reducdo 4| e o inteiro 2k. Nos lembramos que como

os vértices de mesmo sinal em H ndo sdo adjacentes, temos que H € um grafo bipartido.

Pelo Lema G tem uma clique de tamanho £ se e somente se ﬁ tem uma clique
orientada absoluta maximal de tamanho pelo menos 2k. [

A seguir relembramos algumas definicbes de Garey e Johnson
[Garey e Johnson 1979] que serdo tteis para o proximo resultado. Seja A um al-
goritmo para um problema de otimizagdo II. Seja Dy o conjunto de todas as instancias
de II. Seja x € Dy uma instancia de II. Seja Opty(z) o valor de uma solugdo
6tima para a instdncia x. Seja y uma solug@o vidvel obtida pelo algoritmo A para a
instdncia z. Seja c(y) o valor da solucdo vidvel y obtida pelo algoritmo A. O fator



de aproximagdo do algoritmo A é R(x,y) = maXgepy {Oi t(z)(x), O;t(ny)(a:)}' Note

que Ra(z,y) > 1; e que Ra(z,y) = 1 se e somente se o algoritmo A obtém uma
solugdo y tal que Opty(z) = ¢(y). Adicionalmente, temos que, se II é um problema
de maximizagdo, entdo Ru(z,y) = Optn(z)/c(y). Note que CLIQUE e CLIQUE

ORIENTADA ABSOLUTA entram nesse caso. O fator de aproximagdo absoluto de A é
Ra =inf{r > 1: R4(z,y) < r,para todas as instincias = € Dy }.

Teorema 10 ([Zuckerman 2006]). Se P # NP e A é um algoritmo aproximativo polino-
mial para CLIQUE, entdo R4 > n'~¢ para todo £ > 0.

Teorema 11. Se P # NP e A é um algoritmo aproximativo polinomial para CLIQUE
ORIENTADA ABSOLUTA, entdo R, > n'~¢ para todo € > 0.

Demonstracdo. Suponha que P # NP. Seja G uma instancia para CLIQUE e € > 0. As-
suma que existe um algoritmo de aproximacao polinomial A para CLIQUE ORIENTADA

ABSOLUTA com R4 < n'~¢. Considere H o grafo formado a partir de G com a Redugao

Assim, %ﬁ'qge(ﬁ) = RA(ﬁ,A(ﬁ)) < R4 < n'~c. Pelo Lema temos que

Opto—ciique(H) = 20pt jique(G). Pelo Coroldrio @ sabemos que existe uma clique orien-

tada absoluta R em H tal que A(ﬁ) C Re |R| = 2q, para algum ¢ € N. Assim, pelo
Lemal[7] existe uma clique de tamanho pelo menos ¢ em G que pode ser obtida em tempo
Optclique(G) 2Optclique(cz) < Opto—clique(ﬁ) —

polinomial pelo Corolério [8f Dessa forma, . = 5 < ACH)

R A(ﬁ, A(ﬁ)) < n'~¢, o que define uma aproximagio polinomial para CLIQUE com fa-
tor de aproximacdo absoluto menor ou igual a n'~¢. Pelo Teorematemos que P = NP,
uma contradi¢do. Logo, ndo existe algoritmo de aproximacado polinomial para CLIQUE
ORIENTADA ABSOLUTA com fator de aproximacio absoluto menor ou igual a n'=¢. [
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