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Abstract. The crossing number ν(G) of a graph G = (V,E) is the minimum
number of crossings in a drawing D(G) in the plane of G. Let r be a straight
line, called spine, p ≥ 1, and S1 . . . , Sp be p distinct half-planes bounded by
r. A drawing of G = (V,E) in p-pages has the vertices of V drawn in r and
each edge of G is drawn in one of S1, . . . , Sp. The crossing number in p-pages
νp(G) of G is the minimum number of crossings in a drawing in p-pages of G.
We prove that if n = 2q ≥ 6, then n8
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graphs, ν2(K(n, 2)) = Θ(|V (K(n, 2)|4) = ν(K(n, 2)) and the leading term is
ℓ(n), such that 1
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Resumo. O número de cruzamentos ν(G) de um grafo G = (V,E) é o menor
número de cruzamentos em um desenho D(G) no plano de G. Dada uma reta r,
chamada espinha, p ≥ 1, e S1 . . . , Sp serem p semiplanos distintos limitados por
r. Um desenho de G = (V,E) em p-páginas tem os vértices de V desenhados em
r e cada aresta de G é desenhada em um S1, . . . , Sp. O número de cruzamentos
em p-páginas νp(G) de G é o menor número de cruzamentos em um desenho de
G em p páginas. Nós provamos que se n = 2q ≥ 6, então n8
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. Como os grafos completos ν2(K(n, 2)) = Θ(|V (K(n, 2)|4) = ν(K(n, 2)) cujo
termo lı́der ℓ(n) satisfaz 1

213
≤ ℓ(n) ≤ 1

210
.

1. Introdução
Martin Kneser [Kneser 1955] definiu os grafos de Kneser em 1955. Dados n, k dois in-
teiros com 0 < k ≤ n o grafo de Kneser K(n, k) = (V,E) tem V a coleção dos

(
n
k

)
subconjuntos com k elementos de {1, 2, 3, . . . , n} e uv ∈ E se e somente u ∩ v = ∅. O
grafo K(n, k) possui inúmeras aplicações na classificação de fenômenos da combinatória,
por exemplo K(n, 2) é o complemento do grafo de linha de um grafo completo Kn. Al-
gumas propriedades dos grafos de Kneser são que |E| = (nk)(

n−k
k )/2, K(n, k) é um grafo(

n−k
k

)
-regular, com número de clique ω(K(n, 2)) = ⌈n−1

2
⌉ e partição mı́nima de cliques

λ(K(n, 2)) = 2⌈n
2
⌉ − 1. O problema do número de cruzamentos é difı́cil [Hlinený 2006]

mesmo para cúbicos e é conhecido exatamente para pouquı́ssimas classes de grafos,
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entre elas Kn os grafos completos [Ábrego et al. 2013] e alguns limites para Qn os n-
cubos [Faria et al. 2016]. O único resultado conhecido para os grafos de Kneser é que
o grafo de Petersen - K(5, 2) tem ν(K(5, 2)) = ν2(K(5, 2)) = 2. Nossa contribuição
principal nesse artigo é o número de cruzamentos ν(K(n, 2)) = ν2(K(n, 2)) = Θ(n8)
e o desenho que a realiza. O número de cruzamentos do desenho não é ótimo, mesmo
para K(6, 2). Com o auxı́lio do computador encontramos um desenho com 49, nossa
construção possui 61 e nosso limite superior prevê 83 cruzamentos.

2. O limite inferior
Em 1997, Székely estabeleceu um limite inferior para o número de cruzamentos usando
um homeomorfismo do grafo com um multigrafo.

Teorema 1 [Székely 1997]) Se M é um multigrafo com n vértices, m arestas e entre cada
par de vértices existem exatamente k arestas, então ν(M) ≥ m3

64n2k
.

Teorema 2 Se n ∈ N∗, então ν
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Prova: Seja (C1, . . . , Cλ) uma partição por cliques para K(n, 2). Seja M = (V,E) o
multigrafo onde V = {C1, . . . , Cλ} e E = {uv | existe um vértice x ∈ u, e y ∈ v tal que
xy ∈ E(K(n, 2)}. Assim, M terá λ = 2⌈n

2
⌉ − 1 vértices, m = 2q(2q−1)

2
q(q − 2) arestas e

entre cada par de vértices existirão k = ⌈n−1
2
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Corolário 3 ν(K(n, 2)) = Ω(|V (K(n, 2)|4) e o termo lı́der para o limite inferior é 2−13.
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Figura 1. Desenho ótimo de K5 em 2-páginas em (a) e (b). Desenho ótimo de K5 em (c) obtido a
partir do desenho em 2-páginas de (a) e (b). Desenho em 2-páginas de K(6, 2) em (d) obtido
a partir de (c) pelo algoritmo com 61 cruzamentos.



3. O limite superior
de Klerk, E., D. V. Pasechnik e G. Salazar [de Klerk et al. 2013] apresentaram a técnica do
slope que realiza simultaneamente o número de cruzamentos e o número de cruzamentos
em 2-páginas exatos do grafo completo Kn. Como um exemplo para o leitor mostramos
um desenho ótimo de K5 na Figura 1(a-c). Usando a técnica do slope, Ábrego e outros
estabeleceram o Teorema 4.

Teorema 4 [Ábrego et al. 2013]) ν(Kn) = ν2(Kn) =
1
4
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Claude Berge [Berge 1973] projetou um algoritmo que dado um inteiro n permite definir
uma partição em cliques C1, C2, . . . , C2⌈n

2
⌉−1 e um ciclo Hamiltoniano, que usa a ordem

das cliques, em um grafo de Kneser K(n, 2), n ≥ 6. Nosso desenho D(K(n, 2)), n =
2q ≥ 6 é construı́do com o algoritmo.

1. Tome um desenho D(K2⌈n
2
⌉−1) em 2-páginas de K2⌈n

2
⌉−1 do algoritmo

de [de Klerk et al. 2013].

2. Substitua cada vértice de K2⌈n
2
⌉−1 por q =

⌈
n−1
2

⌉
vértices correspondentes a cli-

que Ci, i ∈
{
1, 2, . . . , 2

⌈
n
2

⌉
−1

}
com a ordem do ciclo Hamiltoniano do algoritmo

de [Berge 1973].

3. Ligue as arestas entre os vértices de duas cliques de acordo com a posição geométrica das
arestas de D(K2⌈n

2
⌉−1).

4. Coloque o desenho em 1-página de K⌈n−1
2

⌉ de [de Klerk et al. 2013] para cada clique Ci

no semiplano com o menor número de arestas que sai do vértice Ci de D(K2⌈n
2
⌉−1).

Vamos dividir os cruzamentos das arestas de D(K(n, 2)) em 5 parcelas
cr (K(n, 2)) = cr1(n) + cr2(n) + cr3(n) + cr4(n) + cr5(n). Cruzamentos herdados
do K2⌈n

2
⌉−1 - (cr1(n)); Cruzamentos internos da clique Ci - (cr2(n)); Cruzamentos entre

as arestas internas de um Ci com as outras arestas - (cr3(n)); Cruzamentos entre as arestas
que ligam 2 cliques Ci e Cj, i ̸= j - (cr4(n)); Cruzamentos entre as arestas que ligam a
clique Ci a Cj com as arestas que ligam Ci a uma clique Ck i ̸= j, i ̸= k, k ̸= j - (cr5(n)).
[de Klerk et al. 2013] estabeleceram que cada conjunto de 4 vértices de Kn, n ≥ 4 produz
exatamente 1 cruzamento no desenho de Kn em 1-página (Figura 2).
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Figura 2.
(n
4

)
cruzamentos nos desenhos de 1-página de K2, K3, K4 e K5 e (n−2)

6
(n − 1)(n)

cruzamentos com retas verticais.

Teorema 5 [de Klerk et al. 2013] ) ν1(Kn) = 0, se n ≤ 3 e ν1(Kn) =
(
n
4

)
, se n ≥ 4.



Teorema 6 cr1(n) = (q(q − 2))2 ν2(Kn−1) = (q(q − 2))2 1
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4
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Prova: O valor de cr1(n) será o produto do número de cruzamentos de D(Kn−1) vezes
o quadrado do número de arestas q(q − 2) que substitui 1 aresta de Kn−1. Que totalizam
cr1(n) = (q(q − 2))2 ν2(Kn−1) = (q(q − 2))2 1
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Teorema 7 cr2(n) = (n)
(
q
4

)
= q(q−1)(q−2)(q−3)(2q+1)

24
, onde n = 2q + 1 ≥ 7, q ∈ N.

Teorema 8 cr2(n) = (n− 1)
(
q
4

)
= q(q−1)(q−2)(q−3)(2q−1)

24
, onde n = 2q ≥ 6, q ∈ N.

Prova: Como cada clique Ci corresponde a um Kq desenhado em 1-página, estes cruza-
mentos serão dados por cr2(n) = (n− 1)

(
q
4

)
. □

Teorema 9 O desenho D(K2q−1) de K2q−1 em 2 páginas de [de Klerk et al. 2013] tem
1. q vértices com q − 1 arestas para cima e q − 1 arestas para baixo e
2. q − 1 vértices com ou (a) q − 2 arestas para cima e q arestas para baixo, ou (b)

q − 2 arestas para baixo e q arestas para cima.
Teorema 10 cr3(n) =

q(q−1)3(q−2)2

3
, onde n = 2q ≥ 6, q ∈ N.

Dado um par de retas paralelas (s1, s2) e p pontos a1, a2, . . . , ap serem p pontos
com a1 < a2 < . . . < ap, um monte pelos p pontos de grau s é um conjunto de p cur-
vas tal que existem s curvas cuja única interseção é o vértice ai, i ∈ {1, . . . , p}. Dados
p, r, s 3 inteiros positivos com p ≥ 2. Dados a1, ap dois pontos em uma espinha. Dadas
r pares (s11, s

2
1), . . . (s

1
r, r

2
r), de semiretas paralelas não coincidentes passando, respectiva-

mente por a1, ap contidas em um semiplano definido pela espinha. Uma malha(p, r, s)
é um conjunto com p pontos a1, a2, . . . , ap, com a1 < a2 < . . . < ap, mais r pares
(s11, s

2
1), . . . (s

1
r, r

2
r), de semiretas paralelas não coincidentes passando, respectivamente

por a1, ap e s montes para cada (s1i , s
2
i ).

Teorema 11 cr4(n) ≤ q(q−1)(2q−1)(q3−2q2−7q+16)
4

, onde n = 2q ≥ 6, q ∈ N.

Teorema 12 cr5(n) =
q(q−1)3(q−2)2(2q−3)

2
, onde n = 2q ≥ 6, q ∈ N.

Teorema 13 Se n = 2q ≥ 6, q ∈ N, então ν2(K(n, 2)) ≤
6q8−36q7+62q6+84q5−563q4+1034q3−801q2+214q

24
, onde n = 2q ≥ 6, q ∈ N.
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