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Abstract. Given an integer q > 2, a simple graph G and a spanning sub-
graph H, the (circular) q-backbone chromatic number, BBC, (G, H) (resp.
CBC,(G, H)) is the smallest integer k such that G has a proper k-coloring f sa-
tisfying that if uv € E(H), then |f(u)—f(v)| > q(resp. k—q > |f(u)—f(v)| >
q). In this work, we show that for a given planar graph G and a matching M, it
holds that CBC (G, M) < q+ 5, for q € {2,3}, without using the Four Color
Theorem. Furthermore, we fix a lemma presented by Havet et al. [8].

Resumo. Dados um inteiro q > 2, um grafo simples G e um subgrafo gera-
dor H, o niimero cromdtico (circular) q-backbone, denotado por BBCq(G ,H)
(resp. CBC,(G, H)), é o menor inteiro k tal que G tem uma k-colorag¢do
propria f satisfazendo que se wv € E(H), entdo |f(u) — f(v)| > q (resp.
k—q > |f(u) — f(v)] > q). Neste trabalho, mostramos que para grafo G
planar e M um emparelhamento, entdo CBC,(G, M) < q+5, para q € {2,3},
sem usar o Teorema das Quatro Cores. Além disso, nos corrigimos um lema
apresentado em Havet et al. [3].

1. Introducao

Nocoes basicas da Teoria de Grafos e Complexidade podem ser encontradas em
[6,9]. Dados um grafo G = (V, E(G)) e um subgrafo gerador H = (V, E(H)) de G,
que serd chamado de backbone de GG, denotamos por (G, H) um par de grafos. Uma
k-coloragao (circular) q-backbone de (G, H) é uma fungdo f : V. — {1,... k} com f
sendo uma colorag@o prépria, ou seja, f(u) # f(v) sempre que uv € E(G), e, além disso,
|f(u) — f(v)| > q (esp. ¢ < |f(u) — f(v)] < k — q) para todo uv € E(H). O niimero
cromdtico (circular) g-backbone, denotado por BBC, (G, H) (resp. CBC,(G, H)), é o
menor inteiro k tal que existe uma k-colorag@o (circular) g-backbone de (G, H). Caso
E(H) = 0, note que BBC,(G, H) = CBC,(G,H) = x(G). Logo, assumimos que
E(H) # (. Em particular, note que, portanto, BBC,(G, H) > q+1e CBC,(G, H) > 2q.

Coloragoes Backbone foram introduzidas por Broersma et al. [2] como uma das
modelagens de problemas de Atribui¢ao de Frequéncias [7]. Em [5], os autores apresen-
tam problemas que até entdo ainda ndo possuem resposta na literatura, mas hé resultados
parciais. Em particular, para G planar, eles conjecturam que BBCy(G,T) < 6, para
arvore geradora T' e que BBCy(G, M) < 5, para emparelhamento perfeito M. Veja que
CBCq(G, H) < BBCy(G, H) + 1. Logo, se as conjecturas anteriores forem verdadeiras,
elas implicardo que CBCy(G,T) < 7 e CBCy(G, M) < 6. Curiosamente, o limitante
CBCy(G, M) < 6 foi demonstrado de modo independente, usando o Teorema das Qua-
tro Cores, no trabalho que define a versdo circular [4]. Havet et al. [8] observam que a
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demonstracao deste limitante pode ser generalizada, ainda usando o Teorema das Qua-
tro Cores, para deduzir-se que CBC,(G, M) < 2¢ + 2, ¢ > 2. Em particular, note que
CBC3(G, M) < 8. Nossa primeira contribuicdo é demonstrar, sem usar o Teorema das
Quatro Cores, que CBCy(G, M) < 7e que CBC3(G, M) < 8.

Nesse contexto, destaca-se ainda que Aradjo et al. [I] melhoram o limitante
CBC,(G, M) < 2q + 2, mostrando que CBC3(G, M) < 7 quando G ndo possui
tridngulos compartilhando uma aresta; e que CBC,(G, M) < 2¢, para ¢ > 4.

Uma estrela € uma arvore em que um vértice € adjacente a todos os demais
vértices. Uma galdxia € uma floresta tal que cada componente conexa é uma estrela.
Teorema 1 ([8]). Para q > 3, o seguinte problema é NP-completo.

Entrada: Um grafo planar G e uma galdxia F' em G com grau de no mdximo 3.
Pergunta: BBC,(G, F) < q+3?

Nossa segunda contribuicdo € a corre¢do na demonstracao de um dos lemas utili-
zados para provar o Teorema 1.

2. Limitantes para coloracao circular backbone

Nesta sec¢@o, apresentamos, como principal resultado, que para ¢ € {2, 3}, grafo
G planar e M emparelhamento de G, entdo CBC, (G, M) < ¢ + 5. Este limitante é
corolério do Teorema 3, apresentado ao final desta secdo.

Sejam G e H classes de grafos hereditdrias e cujos graus médios, denotados Ad(G)

2|1E(G
com Ad(G) = M, sdo limitados e ¢ um inteiro tal que ¢ > 2. Definimos também

V(G)]

X(g,#) como o menor valor inteiro de £ estritamente maior que:
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A(H)(A(H) +1)
Ad(G), caso contrario.

Ad(G) +2(¢—1)Ad(H) (1— ) , se|E(H)| > 0;
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para quaisquer que sejam G € Ge H € H.

Se (G, H) é um par de grafos, considere (G’, H') um subpar de (G, H) se G' C G
e H' C H. Denotamos o grau total de um vértice v € V(G) com respeito a (G, H'),
i gy (v), em que dig gy (v) = der(v) + 2(¢ — 1)dpr(v). O indice € omitindo se o
subpar for o préprio par (G, H), isto &, d'(v) = dg gy (v). Se v € V(G'), tome f" uma
k-coloragio circular ¢g-backbone de (G’, H'). Denotamos o conjunto de cores disponiveis
para v, Av (v), como o conjunto de cores ¢ € {1,..., k} tais que, para todo v € N¢(v),
¢ # f'(u) eparatodow € Ng:(v), ¢ < [{— f'(w)| < k—gq. Podemos interpretar Av ¢ (v)
como o conjunto das cores que podem ser atribuidas a v e a extensao da colorag¢ao f' a v
ainda ser prépria. Denotamos também av(v) = | Avy(v)|. Definimos também (G, H)
um par (k, g)-minimal se ndo existe uma k-coloragdo circular g-backbone de (G, H), mas
existe tal coloragdo de todo subpar (G', H') com G’ C G ou H' C H, neste caso (G', H’)
é chamado subpar préprio de (G, H).
Lema 2. Sejam q > 2, k > 2q inteiros, G e H classes de grafos hereditdrias e cujos
graus médios sao limitados e (G, H) um par (k, q)-minimal onde G € G e H € H. Sdo
vdlidas:

1. d'(v) >k, para todo v € V(G).



2. d'(u) + d"(v) > 2(k + ¢ — 1), para toda aresta uv € E(H).

Demonstramos o Lema 2 por contradi¢cao. No primeiro caso, por exemplo, toma-
mos o subpar (G’, H') de (G, H) obtido da remog¢do de um vértice v tal que d*(v) < k.
Pela minimalidade, temos uma k-coloragdo g-backbone f’ de (G’, H'). Mostramos que
entdo podemos estender tal coloracdo parcial [’ de (G', H') para (G, H), contradizendo
a hipétese que (G, H) ndo admite uma k-coloragdo g-backbone. A segunda desigualdade
do Lema 2 requer uma anélise mais elaborada, mas segue de modo andlogo. Com auxilio
do Lema 2, calculamos a soma de graus totais nas arestas de um contraexemplo minimal
do Teorema 3 para obter o limitante para CBC,(G, H) desejado.
Teorema 3. Sejam q um inteiro tal que q > 2, G e H classes de grafos hereditdrias e
cujos graus médios sdo limitados e (G, H) um par tal que G € G e H € H. Entdo,
CBC, (G, H) < max{x(g),2q}-

O Corolario 4 € obtido do Teorema 3 quando consideramos G pertencente a classe
dos grafos planares e H = M pertencente a classe cujas arestas formam um emparelha-
mento. Ambas sdo classes hereditdrias e seus graus médios sdo limitados, uma vez que
|E(G)| < 3|V(G)| — 6 para planares e A(M) = 1 para emparelhamentos ndo vazios.
Coroldrio 4. Se G é um grafo planar e M é um emparelhamento, entdo CBC,(G, M) <
q + 5 quando q € {2,3}.

3. Correcao da demonstracao do lema

Para provar o Teorema 1, sdo usados dois lemas, que também sdo apresentados
e provados em Havet et al. [8]. Antes de enunciar os lemas, precisamos da defini¢do de
dois tipos de grafos que s@o usados na demonstracao: paraquedas e pipa. Um paraquedas
em v € um grafo completo com 4 vértices, onde as arestas que sdo incidentes ao vértice v
estdo no backbone. Chamamos de pipa um grafo de estrutura demonstrada na Figura 1,
em que os vértices ¢ e u sdo chamados, respectivamente, de ponta e borda da pipa.

Figura 1. A pipa. Figura 2. A pipa corrigida.
Lema 5. Para q > 2, em uma (q + 3)-coloragdo q-backbone do paraquedas em v, o
vértice v € colorido com as cores em {1,q + 3}.
Lema 6. Se f é uma (q+3)-coloragdo q-backbone de uma pipa tal que f(t) € {1,2,3, ¢+
1,q + 2,q + 3}, entdo uma das situagdes acontece: f(t) € {1,2,3} e f(u) = ¢+ 3, ou
f@)e{g+1,q+2,q+3}e f(u)=1.



A demonstragao feita para o Lema 5 é uma ripida andlise de casos, supondo, por
contradicdo, que a cor de v difere destas duas. Ja no Lema 6, a prova seguiu-se a partir
da andlise de dois casos. Voltando para a Figura 1, observe que temos paraquedas nos
vértices v, z1, 23 € 23, logo, pelo Lema 5, esses vértices t€ém cor em {1,q + 3}. Ao
analisar o primeiro caso, em que f(v) = 1, temos f(z1) = f(22) = f(23) = ¢+ 3, pois v
¢ adjacente a todos esses vértices em (. Analisando as adjacéncias dos vértices, tanto em
G como no backbone, é deduzido que {f(s1), f(s2)} = {¢+ 1,9+ 2} e f(u) = g+ 3.
Em [8], na finalizacdo do argumento, temos que com essa atribui¢do de cores, poderiamos
concluir que f(t) = {1,2,3}. O segundo caso é andlogo, supondo que f(v) = g + 3, de
forma simétrica, seria deduzido que f(u) =1e f(t) = {q¢+ 1,¢+ 2,9 + 3}.

Porém, ao estudar detalhadamente a demonstragdao, como o vértice ¢, pela hipdtese
do lema, s6 pode ser colorido com as cores do conjunto {1,2,3, ¢+ 1, g+ 2, g+ 3}, logo,
no primeiro caso (onde f(v) = 1), temos a restri¢do da cor ¢+ 3 para ¢, pois u é adjacente
atem (G. A outra cor que € proibida para ¢ é a cor atribuida ao vértice sy, que nesse
caso é ¢ + 1 ou ¢ + 2. Portanto, o vértice ¢ pode ser colorido em {1,2,3,¢+ 1,q + 2} \
{f(s1)}. Analogamente para o segundo caso. Para corrigir o problema e prosseguir na
demonstracao do Teorema 1, podemos adicionar trés paraquedas que serdao chamados de
D1, P2 € p3. A nova estrutura da pipa € apresentada na Figura 2.

4. Trabalhos futuros

Com a apresentacao do limitante para o problema de coloragdo circular com empa-
relhamento como backbone a partir do Teorema 3, uma abordagem futura € tentar utilizar
o resultado para outras classes de grafos do backbone. Além de, se possivel, melhorar
o limitante do Teorema 3 para alcancar novos resultados. Na classe de grafos cordais, o

seguinte problema em aberto € de interesse para estudos futuros.
Problema 7 ([3]). Sejam G um grafo cordal e T uma drvore geradora de G. Existe

constante ¢ > 0 tal que BBCy(G,T) < x(G) + ¢?
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