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Resumo. Uma k-rotulação (p, 1)-total de um grafo simples G é uma função
π : V (G)∪E(G)→ {0, . . . , k} em que: |π(uv)−π(u)| ≥ p e |π(uv)−π(v)| ≥ p
para uv ∈ E(G); π(uv) 6= π(vw) para uv, vw ∈ E(G); e π(u) 6= π(v) para
uv ∈ E(G). O menor inteiro k para o qual G admite uma k-rotulação (p, 1)-
total é denotado por λtp(G). Neste trabalho, provamos que: λtp(G) = p + 4,
p ≥ 3, para os grafos near-ladder não bipartidos e para os grafos de Petersen
generalizados P (`, 2), ` ≥ 6; e λt2(G) = 5 para P (`, 2), ` ≥ 6.

Abstract. A k-(p, 1)-total labelling of a simple graphG is a function π : V (G)∪
E(G) → {0, . . . , k} such that: |π(uv) − π(u)| ≥ p and |π(uv) − π(v)| ≥ p
for uv ∈ E(G); π(uv) 6= π(vw) for uv, vw ∈ E(G); and π(u) 6= π(v) for
uv ∈ E(G). The least integer k for which G admits a k-(p, 1)-total labelling is
denoted λtp(G). In this work, we show that: λtp(G) = p + 4, p ≥ 3, for non-
bipartite near-ladder graphs and generalized Petersen graphs P (`, 2), ` ≥ 6;
and λt2(G) = 5 for graphs P (`, 2), ` ≥ 6.

1. Introdução
Sejam G = (V (G), E(G)) um grafo simples, d(v) o grau de um vértice v ∈ V (G) e ∆ o
grau máximo de G. Uma k-rotulação (p, 1)-total de G é uma função π : V (G)∪E(G)→
{0, . . . , k} com as seguintes propriedades: |π(uv) − π(u)| ≥ p e |π(uv) − π(v)| ≥ p
para uv ∈ E(G); π(uv) 6= π(vw) para uv, vw ∈ E(G); e π(u) 6= π(v) para uv ∈
E(G). O menor inteiro k para o qualG admite uma k-rotulação (p, 1)-total é denominado
número (p, 1)-total e denotado por λtp(G). Essa rotulação foi introduzida por Havet e Yu
(2008) e, em seu trabalho original, eles se aprofundaram no caso p = 2, estabelecendo
limitantes e determinando λt2(G) para os grafos completos, ciclos e caminhos. Além
disso, provaram que λt2(G) ≤ 6 para grafos com ∆ ≤ 3 e que λt2(K4) = 6. Desses
resultados, conjeturaram que seG 6∼= K4 é um grafo conexo com ∆ ≤ 3, então λt2(G) ≤ 5.

Essa conjetura foi verificada para ∆ ∈ {1, 2} (Havet e Yu, 2008) e para algu-
mas classes de grafos com ∆ = 3 tais como: bipartidos regulares (Havet e Thomassé,
2009), grafos cujo conjunto de vértices é coberto por um conjunto independente de
triângulos (Sethuraman e Velankanni, 2015) e grafos near-ladder (Omai et al., 2021).
Para p arbitrário, λtp(G) está determinado para algumas classes de grafos, dentre elas:
ciclos (Havet e Yu, 2008), Flower Snarks (Chunling et al., 2010) e grafos Sierpiński-
Like (Deng et al., 2019). Boa parte dos resultados conhecidos abordam limitantes para
λtp(G) restritos a classes de grafos (Montassier e Raspaud, 2006; Sun e Wu, 2017). No
caso dos regulares, sabe-se que λtp(G) ≥ ∆ + p, p ≥ 2 (Havet e Yu, 2008). Se, adici-
onalmente, G for bipartido, λtp(G) = ∆ + p quando p ≥ ∆ ≥ 3 (caso dos near-ladder



bipartidos); e λtp(G) ≥ ∆ + p + 1 se G não for bipartido (Chunling et al., 2010). Neste
trabalho, determinamos o número (p, 1)-total dos grafos near-ladder não bipartidos para
p ≥ 3 e dos grafos de Petersen generalizados P (`, 2), ` ≥ 6 e p ≥ 2.

2. Resultados
Seja n = 2`, ` ≥ 1 e inteiro. Um grafo ladder Ln possui V (Ln) = {u0, u1, . . . ,
u`−1, v0, v1, . . . , v`−1} e E(Ln) = Eh∪Ev, em queEh = {uiui+1, vivi+1 : 0 ≤ i < `−1}
e Ev = {uivi : 0 ≤ i ≤ ` − 1}. Um near-ladder é construı́do a partir do Ln, n > 4,
adicionando-se ou duas arestas laminares, v0v`−1 e u0u`−1 (denotado PLn e também de-
nominado Prisma), ou duas arestas cruzadas, u0v`−1 e v0u`−1 (denotado MLn e também
denominado Möbius Ladder).

Teorema 1. Se G é um grafo near-ladder não bipartido, então λtp(G) = p+ 4, p ≥ 3.

Esboço de demonstração. Neste caso, G ∼= PLn com n ≡ 2 (mod 4) ou G ∼= MLn com
n ≡ 0 (mod 4) (Omai et al., 2021). Como λtp(G) ≥ p+4, para provar que λtp(G) = p+4
é suficiente construir uma (p+ 4)-rotulação (p, 1)-total π para G.

Considere dois subgrafos aresta-disjuntos de G: Bn−4 ∼= Ln−4, com V (Ln−4) =
{v1, . . . , v`−2, u1, . . . , u`−2} e B4

∼= L4 com V (L4) = {v0, v`−1, u0, u`−1}. Note que
E(L4) depende deG ∼= PLn ouG ∼= MLn. Por construção,G é obtido a partir da união de
Bn−4 e B4 ao adicionar-se as arestas de ligação EL = {v0v1, u0u1, v`−2v`−1, u`−2u`−1}.

Suponha G ∼= PLn. A rotulação π, restrita ao Bn−4, é definida como segue. Para
cada vi, faça: π(vi) = 1 se i é par; e π(vi) = 0 caso contrário. Para cada ui faça:
π(ui) = 0 se i é par; e π(ui) = 1 caso contrário. Para cada vivi+1 faça: π(vivi+1) = p+ 2
se i é ı́mpar; e π(vivi+1) = p+1 caso contrário. Para cada uiui+1 faça: π(uiui+1) = p+1
se i é ı́mpar; e π(uiui+1) = p+ 2 caso contrário. Para as arestas de Ev ∩E(Bn−4) atribua
o rótulo p + 3. Rotule as arestas de EL como segue: π(v0v1) = p + 1; π(u0u1) = p + 2;
π(v`−2v`−1) = p + 2; e π(u`−2u`−1) = p + 1. A Figura 1(a) ilustra o esquema da
rotulação π incluindo a rotulação fixa do bloco B4 em tracejado. O subgrafo em negrito
corresponde ao Bn−4 e a arestas pontilhadas correspondem às arestas de ligação. Agora,
considere G ∼= MLn. Neste caso, os vértices de Bn−4 e as arestas de Ev ∩ E(Bn−4) são
rotulados como no caso anterior e as demais arestas são rotuladas como segue. Para cada
aresta vivi+1, faça: π(vivi+1) = p + 1 se i é ı́mpar; e π(vivi+1) = p + 2 caso contrário.
Para cada aresta uiui+1, faça: π(uiui+1) = p + 2 se i é ı́mpar; e π(uiui+1) = p + 1 caso
contrário. Rotule as arestas de EL como segue: π(v0v1) = p + 2; π(u0u1) = p + 1;
π(v`−2v`−1) = p + 2; e π(u`−2u`−1) = p + 1. A Figura 1(b) apresenta o esquema da
rotulação π incluindo a rotulação fixa do B4. Em ambos os casos, verificamos π por
inspeção das rotulações fixas de blocos adjacentes.

Um grafo de Petersen generalizado P (`, k), k ≤ b(`− 1)/2c e ` ≥ 3, é um grafo
3-regular com V (P (`, k)) = {x0, x1, . . . , xl−1, y0, y1, . . . yl−1} e E(P (`, k)) = Ex ∪
Ey ∪ Exy tal que Ex = {xixi+1 : 0 ≤ i < `}, Ey = {yiyi+k : 0 ≤ i < `}, Exy =
{xiyi : 0 ≤ i < `} e ı́ndices tomados módulo `. Um P (`, k) é bipartido se e somente
se l é par e k é ı́mpar (Krnc e Pisanski, 2019). Como PLn

∼= P (`, 1), pelo Teorema 1 e
pelo trabalho de Omai et al. (2021), λtp(P (`, 1)) está determinado quando p ≥ 2. Neste
trabalho, determinamos λtp(P (`, 2)), ` ≥ 6 e p ≥ 2. Para isso, utilizamos a seguinte
construção por blocos. Para ` par com `′ = `/2, q = b`′/3c e r = `′ mod 3, o grafo
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(a) Esquema de rotulação do grafo PLn.
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(b) Esquema de rotulação do grafo MLn.

Figura 1. (p + 4)-rotulação (p, 1)-total para PLn e MLn.

P (`, 2) é construı́do a partir da união de q − 1 cópias, B1, B2, . . . , Bq−1, do bloco Bi

(veja Figura 2(a)) e um bloco residual BR definido conforme o valor de r (veja Figura 2).
Esses blocos são conectados por arestas de ligação: {u1,1u2r+6,q, v1,1v2r+5,q, v2,1v2r+6,q}∪
{u6,iu1,i+1, v5,iv1,i+1, v6,iv2,i+1 : 1 ≤ i < q}. Para ` ı́mpar, a construção é análoga com:
q = b`/5c, r = ` mod 5 (veja Figura 3) e o conjunto de arestas de ligação definido por
{u1,1u5+r,q, v2,1v5+r,q, v1,1v5+r−1,q} ∪ {u5,iu1,i+1, v4,iv1,i+1, v5,iv2,i+1 : 1 ≤ i < q}.
Teorema 2. Seja G um grafo de Petersen generalizado P (`, 2), ` ≥ 6. Então, λtp(G) =
p+ 3 se p = 2; e λtp(G) = p+ 4 se p ≥ 3.
Esboço de demonstração. Seja G ∼= P (`, 2), ` ≥ 6. Para p = 2, construı́mos uma 5-
rotulação (2, 1)-total π para G. Se ` par, rotule os blocos usando as rotulações fixas dadas
na Figura 2 e para as arestas de ligação, faça: π(v1,1v2r+5,q) = 2; π(v2,1v2r+6,q) = 3; e
π(u1,1u2r+6,q) = 5, exceto quando ` = 8, para o qual π(u1,1u2r+6,q) = 3. Além disso, se
q > 1 faça: π(v5,iv1,i+1) = 2, 1 ≤ i < q; π(v6,iv2,i+1) = 3, 1 ≤ i < q; π(u6,iu1,i+1) = 5,
1 ≤ i < q, exceto quando i = q − 1 e r = 1, para o qual π(u6,iu1,i+1) = 3. Se `
ı́mpar, rotule os blocos usando as rotulações fixas dadas na Figura 3 e rotule as arestas
de ligação como segue: π(u1,1u5+r,q) = 4; π(v2,1v5+r,q) = 1; e π(v1,1v4+r,q) = 0. Além
disso, se q > 1 faça: π(u5,iu1,i+1) = 4; π(v4,iv1,i+1) = 0; e π(v5,iv2,i+1) = 1, 1 ≤ i < q.
Para p ≥ 3, apresentamos uma (p + 4)-rotulação (p, 1)-total π para G. Rotule os blocos
considerando as rotulações fixas dadas: na Figura 4 se ` par; e na Figura 5 se ` ı́mpar.
Atribua rótulo p + 4 às arestas de ligação. Em todos os casos, verificamos π pela análise
da rotulação fixa de blocos adjacentes.
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Figura 2. 5-rotulação (2, 1)-total para os blocos do P (`, 2) com ` par.
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Figura 3. 5-rotulação (2, 1)-total para os blocos do P (`, 2) com ` ı́mpar.
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Figura 4. (p + 4)-rotulação (p, 1)-total dos blocos do P (`, 2) com ` par.
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Figura 5. (p + 4)-rotulação (p, 1)-total dos blocos do P (`, 2) com ` ı́mpar.
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