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Resumo. Uma k-rotulagdo (p, 1)-total de um grafo simples G é uma fungdo
m: V(G)UE(G) — {0,..., k}emque: |1(uv)—7(u)| > pe|m(uv)—m(v)| > p
para w € E(G); m(uww) # w(vw) para uv,vw € E(G); e m(u) # w(v) para
uv € E(G). O menor inteiro k para o qual G admite uma k-rotulagdo (p,1)-
total é denotado por X, (G). Neste trabalho, provamos que: N,(G) = p + 4,
p > 3, para os grafos near-ladder ndo bipartidos e para os grafos de Petersen
generalizados P((,2), { > 6; e \5(G) = 5 para P((,2), { > 6.

Abstract. A k-(p, 1)-total labelling of a simple graph G is a function 7: V(G)U
E(G) — {0,...,k} such that: |r(uwv) — w(u)| > p and |7(uv) — w(v)| > p
foruwv € E(G); m(uv) # w(vw) for wv,vw € E(G); and m(u) # m(v) for
wv € E(G). The least integer k for which G admits a k-(p, 1)-total labelling is
denoted \,(G). In this work, we show that: \,(G) = p +4, p > 3, for non-
bipartite near-ladder graphs and generalized Petersen graphs P((,2), { > 6;
and \5(G) = 5 for graphs P((,2), { > 6.

1. Introducao

Sejam G = (V(G), E(G)) um grafo simples, d(v) o grau de um vérticev € V(G) e Ao
grau mdximo de G. Uma k-rotulagdo (p, 1)-total de G é uma fungdo 7: V(G)U E(G) —
{0,...,k} com as seguintes propriedades: |r(uv) — w(u)| > pe |r(uv) — w(v)| > p
para uv € E(G); m(uwv) # w(vw) para wv,ow € E(G); e m(u) # w(v) para uv €
E(G). O menor inteiro k para o qual G admite uma k-rotulac@o (p, 1)-total ¢ denominado
niimero (p, 1)-total e denotado por A (G). Essa rotulagdo foi introduzida por Havet e Yu
(2008) e, em seu trabalho original, eles se aprofundaram no caso p = 2, estabelecendo
limitantes e determinando \5((G) para os grafos completos, ciclos e caminhos. Além
disso, provaram que \5(G) < 6 para grafos com A < 3 e que \y(Ky) = 6. Desses
resultados, conjeturaram que se G % K é um grafo conexo com A < 3, entdo \y(G) < 5.

Essa conjetura foi verificada para A € {1,2} (Havet e Yu, 2008) e para algu-
mas classes de grafos com A = 3 tais como: bipartidos regulares (Havet e Thomassé,
2009), grafos cujo conjunto de vértices € coberto por um conjunto independente de
triangulos (Sethuraman e Velankanni, 2015) e grafos near-ladder (Omai et al., 2021).
Para p arbitrario, )\;(G) estd determinado para algumas classes de grafos, dentre elas:
ciclos (Havet e Yu, 2008), Flower Snarks (Chunling et al., 2010) e grafos Sierpiriski-
Like (Deng et al., 2019). Boa parte dos resultados conhecidos abordam limitantes para
)\;(G) restritos a classes de grafos (Montassier e Raspaud, 2006; Sun e Wu, 2017). No
caso dos regulares, sabe-se que )\;(G) > A+ p, p > 2 (Havet e Yu, 2008). Se, adici-
onalmente, G for bipartido, )\;(G) = A+ pquando p > A > 3 (caso dos near-ladder



bipartidos); e )\Z(G) > A + p + 1 se G nio for bipartido (Chunling et al., 2010). Neste
trabalho, determinamos o nimero (p, 1)-total dos grafos near-ladder ndo bipartidos para
p > 3 e dos grafos de Petersen generalizados P(¢,2),{ > 6ep > 2.

2. Resultados

Seja n = 2¢, ¢ > 1 e inteiro. Um grafo ladder L, possui V(L,) = {ug,uq,...,
Up—1,Vg, V1, ... ,U[_l} (& E(Ln) = F,UE,, em que E, = {uiuiﬂ, ViViq1 - 0<i< - 1}
e B, = {uv; : 0 < i < ¢ —1}. Um near-ladder é construido a partir do L,, n > 4,
adicionando-se ou duas arestas laminares, vov,_1 € uguy—; (denotado PL,, e também de-
nominado Prisma), ou duas arestas cruzadas, ugve_1 € vgus—1 (denotado ML, e também
denominado Mobius Ladder).

Teorema 1. Se G ¢é um grafo near-ladder ndo bipartido, entio \,(G) = p+4, p > 3.

Esbogo de demonstragdo. Neste caso, G = PL, comn = 2 (mod 4) ou G = ML, com
n =0 (mod 4) (Omai et al., 2021). Como \,(G) > p+4, para provar que A (G) = p+4
¢ suficiente construir uma (p + 4)-rotulagdo (p, 1)-total 7 para G.

Considere dois subgrafos aresta-disjuntos de G: B, _4 = L,_4, com V(L,_4) =
{v1,.. ., vp_9,u1, ..., ug_2} € By = Ly com V(Ly) = {vo,vp_1,up,us_1}. Note que
E(L,) depende de G = PL,, ou G = ML,,. Por construcao, G € obtido a partir da unido de
B,,_4 e By ao adicionar-se as arestas de ligacdo E1, = {vovy, w1, Vg_oVp_1, Up_2Up_1}.

Suponha G = PL,,. A rotulagdo T, restrita ao B,,_,, € definida como segue. Para
cada v;, faca: m(v;) = 1 se i é par; e m(v;) = 0 caso contrdrio. Para cada u; faga:
m(u;) = 0sei é par; e m(u;) = 1 caso contrario. Para cada v;v;,; faga: m(v;v;41) = p+2
se i é impar; e m(v;v;11) = p+ 1 caso contrario. Para cada w;u; . faga: 7m(w;u; 1) = p+1
se ¢ é impar; e 7(u;u;41) = p+ 2 caso contrério. Para as arestas de F, N E((B,,_4) atribua
o rétulo p + 3. Rotule as arestas de F;, como segue: m(vgv1) = p + 1; m(uguy) = p + 2;
m(ve—ove—1) = p + 2; e m(up_2us—1) = p + 1. A Figura 1(a) ilustra o esquema da
rotulagdo 7 incluindo a rotulagdo fixa do bloco B, em tracejado. O subgrafo em negrito
corresponde ao 5,,_, e a arestas pontilhadas correspondem as arestas de ligacdo. Agora,
considere G = ML,,. Neste caso, os vértices de B,,_4 e as arestas de F, N E(B,,_4) sdo
rotulados como no caso anterior e as demais arestas sao rotuladas como segue. Para cada
aresta v;v; 11, faga: w(v;v;41) = p+ 1 se ¢ é impar; e w(v;v,41) = p + 2 caso contrdrio.
Para cada aresta w;u; 1, faga: m(u;u; 1) = p + 2 se i é impar; e 7(u;u;+1) = p + 1 caso
contrdrio. Rotule as arestas de F; como segue: m(vov1) = p + 2; w(uguy) = p + 1;
m(ve_ove_1) = p + 2; e m(ug_2up—1) = p + 1. A Figura 1(b) apresenta o esquema da
rotulagdo 7 incluindo a rotulacdo fixa do B,. Em ambos os casos, verificamos 7 por
inspecao das rotulacdes fixas de blocos adjacentes. [

Um grafo de Petersen generalizado P((, k), k < | (¢ —1)/2] e £ > 3, é um grafo
3-regular com V(P((, k) = {xo,21,..., T1-1,Y0,Y1,-.-Yi—1} € E(P({,k)) = E, U
E,UE,, talque £, = {z;z;41 : 0 < i <}, B, = {yyirr : 0 < 1 < (}, B,y =
{z;y; : 0 < i < (} e indices tomados mddulo ¢. Um P(¢, k) é bipartido se e somente
se [ é par e k é impar (Krnc e Pisanski, 2019). Como PL,, = P({,1), pelo Teorema 1 e
pelo trabalho de Omai et al. (2021), A} (P(¢, 1)) estd determinado quando p > 2. Neste
trabalho, determinamos X\’ (P(/,2)), { > 6 e p > 2. Para isso, utilizamos a seguinte
construgdo por blocos. Para ¢ par com ¢ = (/2, ¢ = |¢'/3] e r = ¢’ mod 3, o grafo
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(a) Esquema de rotulacao do grafo PL,,. (b) Esquema de rotulagao do grafo ML,,.

Figura 1. (p + 4)-rotulagao (p, 1)-total para PL,, e ML,,.

P(¢,2) é construido a partir da unifio de ¢ — 1 cépias, By, By, ..., B,_1, do bloco B;
(veja Figura 2(a)) e um bloco residual By definido conforme o valor de r (veja Figura 2).
Esses blocos sdo conectados por arestas de ligacdo: {uy 1Uar16,4, V1,1027+5 ¢, U2,102r+6,4 FU
{ue,iu1,iv1, V501,141, V6, V2,41 = 1 < 1 < q}. Para ¢ impar, a constru¢do é andloga com:
q = £/5], r = £ mod 5 (veja Figura 3) e o conjunto de arestas de liga¢do definido por
{u1,1u5+r,q7v2,lv5+r,q7U1,1U5+r71,q} U {US,iul,iJrl; V4,iU1,i41, U5,iV2,i+1 * 1<i< Q}-

Teorema 2. Seja G um grafo de Petersen generalizado P((,2), { > 6. Entdo, \,(G) =
p+3sep=2,eN(G)=p+4dsep>3.

Esbogo de demonstragdo. Seja G = P({,2), { > 6. Para p = 2, construimos uma 5-
rotulagdo (2, 1)-total 7 para GG. Se /¢ par, rotule os blocos usando as rotula¢des fixas dadas
na Figura 2 e para as arestas de ligagdo, faga: 7(v11v2,45,) = 2; T(V21V2r46,4) = 35 €
7(u11U2r46,4) = O, exceto quando ¢ = 8, para o qual 7(uy 1u2r16,4) = 3. Além disso, se
q > 1faca: m(vs5,v1,41) = 2,1 <i < q; m(ve,v2:41) =3, 1 < i < q;m(ugu1i41) =D,
1 < i < g, exceto quando i = ¢ — 1 e r = 1, para o qual 7(ug;u14+1) = 3. Se !
impar, rotule os blocos usando as rotulacdes fixas dadas na Figura 3 e rotule as arestas
de ligagdo como segue: m(uy 1Ustrg) = 45 T(V21V511g) = 15 € T(V110s4r4) = 0. Além
disso, se ¢ > 1 faca: m(us uiit1) =45 m(vg,01541) = 05 e m(v5,09,41) = 1,1 < i < q.
Para p > 3, apresentamos uma (p + 4)-rotulag@o (p, 1)-total 7 para GG. Rotule os blocos
considerando as rotulagdes fixas dadas: na Figura 4 se ¢ par; e na Figura 5 se ¢ impar.
Atribua rétulo p + 4 as arestas de ligacdo. Em todos os casos, verificamos 7 pela andlise
da rotulagdo fixa de blocos adjacentes. [

(a) Bloco B; (Bgr parar = 0). (b) Bloco By parar = 1. (c) Bloco B parar = 2.

Figura 2. 5-rotulagao (2, 1)-total para os blocos do P(¢,2) com £ par.
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(d) Bloco B, parar = 3. (e) Bloco B parar = 4.

Figura 3. 5-rotulagao (2, 1)-total para os blocos do P(¢,2) com £ impar.
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(c) Bloco Bgr parar = 2.

Figura 4. (p + 4)-rotulagao (p, 1)-total dos blocos do P (¢, 2) com £ par.
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(d) Bloco B, parar = 3. (e) Bloco By parar = 4.

Figura 5. (p + 4)-rotulagao (p, 1)-total dos blocos do P(¢,2) com £ impar.
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