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Abstract. Graph partition problems is an important class of graph problems
that are able to model real-world tasks such as Concurrent Processor Alloca-
tion and Very Large-Scale Integration (VLSI) systems. Even though such prob-
lems are NP-hard, there is a lot of effort in developing methods to deal with
such problems. In this work, we present results from the point of view of compu-
tational complexity for the problem of Partitioning Graphs into Monochromatic
Trees as know as PGMT, proving the NP-hardness even for restricted versions of
this problem. In addition, we present a lower bound for the execution time of al-
gorithms based on the Exponential Time Hypothesis (ETH) and we also present
two algorithms, the first based on dynamic programming when considering that
the input graph is a tree and a second algorithm parameterized by the treewidth
and the number of colors.

Resumo. Problemas de particdo de grafos é uma importante classe de prob-
lemas de grafos que sdo capazes de modelar tarefas do mundo real, como,
alocagdo concorrente de processadores e integracdo de sistemas de larga es-
cala (VLSI). Mesmo tais problemas sendo NP-dificeis, existe muito esforco em
desenvolver métodos para tratar tais problemas. Neste trabalho apresentamos
resultados do ponto de vista de complexidade computacional para o Problema
de Particdo de Grafos em Arvores Monocromdticas conhecido como PGMT,
onde demonstramos a NP-dificuldade mesmo para versoes restritas do prob-
lema. Além disso, apresentamos um limitante inferior para o tempo de exe-
cucdo de algoritmos baseados na Hipotese do Tempo Exponencial (ETH) e
também apresentamos dois algoritmos, um baseado em programagdo dindmica
quando consideramos que o grafo da entrada é uma drvore e um outro algo-
ritmo parametrizado pela largura arborea e pelo niimero de cores.

1. Introducao

Uma grande variedade de problemas combinatérios pode ser interpretada como uma busca
por uma particdo dos vértices ou arestas de um grafo em subgrafos que satisfazem certas
propriedades. Alguns desses problemas de particdo, bem como a sua complexidade, ja
foram estudados e, consequentemente, demonstrados que pertencem a classe dos proble-
mas NP-dificil. Como exemplo, os problemas de coloracdo de vértices e arestas podem
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ser vistos como problemas de particionamento dos vértices de um grafo em conjuntos
estaveis.

Em particular, neste trabalho, estudamos a versao de decisdo do problema de PAR-
TICAO DE GRAFOS EM ARVORES MONOCROMATICAS - PGMT. Define-se o problema
da seguinte forma.

PGMT

Instancia: Um grafo GG colorido nas arestas; um inteiro positivo k.

Pergunta: Existem k& ou menos drvores monocromadticas disjuntas nos vértices que
cobrem todos os vértices de G?

Neste trabalho, apresentamos os resultados quanto a complexidade computacional
do PGMT quando consideramos alguns parametros como: frequéncia com que cada
cor aparece nas arestas € grau maximo. Também apresentamos um limitante inferior
para o tempo de execu¢do de algoritmos exatos usando a Hipdtese do Tempo Exponen-
cial — ETH. Além disso, apresentamos um algoritmo polinomial baseado em progra-
macdo dindmica quando o grafo da entrada € uma arvore e apresentamos um algoritmo
parametrizado pelo ndmero de cores e pela largura arborea do grafo da entrada do prob-
lema.

2. Complexidade Computacional para o PGMT

Nossos primeiros resultados s@o resultados negativos do ponto de vista de complexi-
dade computacional. Considerando as versOes restritas que foram estudadas por
[Jin and Li 2004], [Jin et al. 2006] e [Jin and Li 2008], em nosso trabalho, consideramos
um outro conjunto de restricdes a fim de verificar a NP-dificuldade para as seguintes
restrigdes: frequéncia de repeticdo de cores, grau maximo limitado, ndmero de drvores
na solugdo e a classe de grafos bipartidos completos. Para esse conjunto de restrigdes
demonstramos que o PGMT continua ainda sendo NP-completo.

Teorema 1. O problema de PGMT é NP-completo mesmo em grafos coloridos onde cada
cor aparece até 3 vezes.

Teorema 2. O problema PGMT com k = 2 é NP-completo mesmo em grafos coloridos
com duas cores.

Teorema 3. O problema PGMT com k = 2 é NP-completo mesmo em grafos bipartidos

completos.
Teorema 4. O problema PGMT com k = 2 é NP-completo mesmo em grafos onde o

grau mdximo é no mdximo 5.

Para demonstrar o Teorema 2 utilizamos uma redugdo do 3-SAT do seguinte
modo: dada uma instdncia & = (B,C) de 3-SAT onde B = {vy,vq,...,0,} eC =
{C1,Cy,...,C}, onde B é o conjunto de varidveis e C é o conjunto de cldusulas. O
conjunto de vértices de G é V(G) = {vy, vq, ..., 0,,C1, Co, ..., Cyy, s, t}. O conjunto das
arestas de G consiste de: v;C; se, e somente se, v; € C}, paratodoi € {1,2,...,n}, j €
{1,2,...,m}; e das arestas v;s, e v;t, para todo i € {1,2,...,n}. As arestas de G sdo
coloridas com 2 cores c; € ¢ da seguinte maneira. Atribua a cor ¢; para toda aresta v;s
e para v;C}; se o literal positivo v; aparece em Cj, i € {1,2,....,n}, 7 € {1,2,...,m}.
Agora atribua a cor ¢, para toda aresta v;t e v;C; se o literal negativo v; pertence a C},



i€ {1,2,...,n}, j € {1,2,...,m}. Com o grafo oriundo da transformagdo descrita,
demonstramos que que existe uma atribui¢do de verdade que satisfaz a formula ¢ se e
somente se, G contém 2 drvores monocromadticas disjuntas nos vértices que cobrem todos
os vértices de G. A Figura 1 mostra um exemplo da transformagao anterior feita na in-
stancia Cl A CQ A\ 03, onde 01 = (Ul V v9 V ?73), 02 = (?_}1 V vg V 1)3), 03 = (’UQ VgV 174)

=1/

Figure 1. Exemplo da transformacao de uma instancia do 3-SAT em uma instan-
cia do PGMT

Uma observagdo importante é que, pelo Teorema 2, temos que o tamanho do
grafo produzido na construcdo € linear no tamanho da instincia do 3-SAT, sendo assim,
consideramos a Hipotese do Tempo Exponencial — ETH e demonstramos um limitante
inferior para execucdo de algoritmos para o PGMT.

Teorema 5. Existe 5 > 0 tal que PGMT ndo pode ser resolvido em tempo O(2°"), a
menos que a ETH falhe.

3. Algoritmos para o PGMT

Além de resultados de complexidade computacional, também demonstramos e apresen-
tamos alguns algoritmos para o PGMT. Primeiro consideramos uma versao do PGMT
restrito a classe das Arvores. Neste caso, enraizamos a drvore em um vértice arbitrario, e
resolvemos o problema utilizando um algoritmo baseado no paradigma de programacdo
dindmica, no qual os subproblemas consistem em problemas restritos a subdrvores.
Assim, obtivemos o seguinte resultado.

Teorema 6. Seja ' uma drvore com n vértices. Existe um algoritmo para PGMT, que
pode ser executado em tempo O(n?).

Para grafos gerais, desenvolvemos um algoritmo parametrizado pela largura
arborea ¢t e pelo nimero de cores r de (G. Por se tratar de um problema em que a
conectividade é importante, utilizamos em nossa solucdo uma técnica apresentada por
[Bodlaender et al. 2013] que utiliza um reticulado onde, aplicando os operadores de
unido e encontro, a conectividade é preservada durante a execucdo do algoritmo. Foi
possivel, entdo, demonstrar e apresentar o seguinte algoritmo.



Teorema 7. Seja G um grafo com n vértices e com uma r-coloragdo de suas arestas, et a
largura arborea de uma decomposicdo arborea de G. Existe um algoritmo para PGMT
que pode ser executado em tempo O(n®W (r - )2#+1),

4. Conclusao

O PGMT € um problema relativamente antigo, mas que possui poucos resultados con-
hecidos, principalmente do ponto de vista computacional. Nesse trabalho foram obtidos
resultados que permitem concluir que mesmo em grafos com diversas restricdes naturais
o problema permanece dificil. Por outro lado, foram obtidos resultados positivos para
grafos com largura arbérea limitada, que formam uma importante e ndo trivial classe de
instancias. Os resultados obtidos estdo sendo formatados para submissido para um per-
iédico. Estes resultados sao uma contribui¢do para a literatura do PMGT, uma vez que
permitem compreender de maneira mais concreta a dificuldade do problema e fortalecem
resultados ja existentes na literatura.

Temos como objetivo continuar estudando o problema, ou seja, determinar a com-
plexidade computacional de outras variacdes que sejam naturais e interessantes para o
problema. Além disso, pretendemos aprofundar a busca por algoritmos parametrizados
por outros parametros e também investigar a existéncia de um kernel polinomial, para os
casos em que sejam tratdveis por parametro fixo.

Outras abordagens de natureza distinta das apresentadas anteriormente também
serdo consideradas. Temos particular interesse em abordagens baseadas em Programacao
Linear Inteira. Podemos formular o problema usando ideias baseadas em fluxos e elimi-
nacdo de subciclos. Os trabalhos futuros incluem a avaliagdo experimental de tais formu-
lagdes, bem como possiveis melhorias, com a investigacao de desigualdades validas, por
exemplo.
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