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Abstract. A k-coloring c: V(G) — {1,2,...,k} is a line-distinguishing colo-
ring if each pair of distinct edges have different sets of colors in their end-
points. The line-distinguishing chromatic number of G is A(G) = min{k € N |
G admits a line distinguishing k-coloring}. If a line-distinguishing coloring c is pro-
per, then c is an harmonious coloring. The harmonious chromatic number, denoted
by h(QG), is the minimum k € N such that G has a harmonious k-coloring. In this
paper, we first present a sufficient and necessary condition for h(G) to be k, for any
graph G and k € N. Then, we present Integer-Programming formulations to compute
h(G) and some preliminary tests on random graphs with distinct edge densities.

Resumo. Uma k-coloragdo c: V(G) — {1,2,...,k} é uma colora¢do linha-
distinguivel se cada par de arestas distintas tem conjuntos de cores distintos em suas
extremidades. O niimero cromdtico linha-distinguivel de G é A\(G) = min{k € N |
G tem uma k-coloracdo linha-distinguivel}. Se uma coloracdo linha-distinguivel c é
propria, entdo c é uma coloracao harmoniosa. O nimero cromatico harmonioso, de-
notado por h(G), é o menor k € N tal que G tem uma k-coloragdo harmoniosa. Neste
trabalho, apresentamos uma condi¢cdo necessdria e suficiente para h(G) ser k, para
um grafo arbitrdrio e k € N. Apds isso, apresentamos formulagdes de programagdo
inteira para computar h(G) e alguns testes preliminares em grafos aleatdrios com
densidades de arestas distintas.

1. Introducao

Para defini¢des ndo apresentadas neste texto, vide [West 2001, Garey and Johnson 1979]. Con-
sidere que todos os grafos estudados aqui sdo finitos e simples. Dado um grafo G, uma
k-coloragdo de G é uma fungdo ¢ : V(G) — {1,...,k}; c serd prdpria se c(u) #
c(v), sempre que wv € FE(G). O nimero cromdtico de G é x(G) = min{k € N |
G admite uma k-coloragdo prépria}. O problema de Coloracdo de Vértices consiste em de-
terminar x((G), para um dado grafo G. Se ¢ é uma coloragdo de um grafo G, para todos
u,v € V(G), definimos a cor de uma aresta e = wv € E(G) como c(e) = {c(u),c(v)}.
Dizemos que uma k-coloragdo é harmoénica ou linha-distinguivel (definida com a terminolo-
gia line-distinguishing em [Lee and Mitchem 1987]) quando, para quaisquer duas arestas dis-
tintas e; e ey, temos c(e1) # c(ez). Note que tal coloragdo ndo é necessariamente propria.
Em [Lee and Mitchem 1987], também € definido numero cromdtico harmdnico ou niimero
cromdtico linha-distinguivel (também conhecido na literatura por line-distinguishing chroma-
tic number) de G como A\(G) = min{k € N | G admite uma k-coloragdo linha-distinguivel}.

*Financiado por CNPq 437841/2018-9 e Funcap PNE-0112-00061.01.00/16 e 186-155.01.00/21.



Uma coloragdo harmoniosa é uma coloragao linha-distinguivel e propria. O niimero cromdtico
harmonioso de G é h(G) = min{k € N | G admite uma k-coloragdo harmoniosa}.

Dados um grafo G e k € N, decidir se A(G) < k ou se h(G) < k so proble-
mas NP-completos [Hopcroft and Krishnamoorthy 1983, Edwards and McDiarmid 1995]. Na
Secdo 2, apresentamos uma caracteriza¢cao de grafos com numero cromatico harmonioso igual
a k. Apesar de simples, nao encontramos tal resultado na literatura até o momento. Na
Secdo 3, apresentamos modelos de Programacgao Inteira para encontrar o nimero cromatico
harmonioso e resultados preliminares de execucdo destes modelos em instincias geradas ale-
atoriamente. H4 na literatura uma monografia a respeito de formulagdes para o nimero
cromatico linha-distinguivel [de Oliveira 2019], mas acreditamos que este € o primeiro traba-
lho a propor formulacdes para o nimero cromatico harmonioso. Deve-se ressaltar que nossas
formulacdes ndo apenas incluem uma restri¢cao adicional para tornar a coloragao prépria. Elas
também modelam a restri¢do de ser linha-distinguivel de modo distinto do que o apresentado
em [de Oliveira 2019].

2. Resultados gerais
Em [Miller and Pritikin 1991], é provado que h(G) = n(G) se diam(G) < 2. Notamos que:

Proposicao 1 h(G) = n(G) se, e somente se, diam(G) < 2.

Demonstracdo: (=) Se diam(G) > 2, entdo existem u,v € V(G) tais que dist(u,v) > 3.
Assim, seja V(G) = {u, v, wi, wa, ..., Wy)—2}; tomando c(u) = c(v) = 1 e c(w;) =
i+ 1, Yw; # v, w; # u, temos uma colora¢do harmoniosa com n(G) — 1 cores.

(«=) Como observado em [Miller and Pritikin 1991], se diam(G') < 2 entdo todo par de
vértices u,v € V(@) ou tem um vizinho em comum, e portanto devem receber cores distintas
ja que a coloragdo deve ser linha-distinguivel, ou € formado por vértices adjacentes que também
devem receber cores distintas ja que a coloracio deve ser propria. U

E folclore que x(G) = p se, e somente se, existe sequéncia de identificacdes de vértices
ndo adjacentes que, quando aplicadas a G, resultam em K,. Tal fato ajudou a visualizar que:

Teorema 1 Dados um grafo G e k € N, entdo h(G) = k se, e somente se, existe sequéncia
iterativa e exaustiva de identificacoes de vértices a distancia pelo menos 3 que resulta em um

grafo H tal que diam(H) <2en(H) = k.
3. Formulacoes de Programacao Inteira

Modelo Padrao. Sejam G' = (V| E)) um grafo e k € N tais que h(G) < k. Definimos uma
variavel z,, ; paracadav € V e: < k tal que z,; = 1 representa que v recebe acori e x,; = 0,
caso contrdrio. Paracada 1 < i < k, definimos uma varidvel bindria w; que representa quando a
cor ¢ é usada ou nao. O primeiro modelo € similar ao mais cldssico para Coloracdo de Vértices.

A fungao objetivo consiste em minimizar o nimero de cores utilizadas, portanto, sera:
min Z _ W;. E necessdrio garantir que cada vértice receba uma cor, e que se uma cor i for
usada por um vértice v, a varidvel w; seja igual a 1. Para tanto, temos as seguintes restri¢des:

SE x> 1 veV(G); w; >y i€{l,... k},YoeV(G).
Para forcar que a coloracdo seja propria e as varidveis sejam bindrias, adicionamos:

Ty + Tu; S w; 1€ [k],uv € E(G); Tosw; € {0,1} v e V(G),i€ [k].



Por ultimo, adicionamos restrigdes para forcar que a coloracdo seja harmoniosa. Pri-
meiro, garantimos que ndo hajam vértices a distancia 2 com mesma cor. Ademais, é necessario
garantir que nao haja outro par de arestas com mesmas cores em suas extremidades.

Ty + Tyy <w; 1€ [K] u,v € V(N(w)NN(u) #0);
oo x> ;<3 —mpi— 1w w,v € V(G) w € E(G) i € [k].

weN (u) leN(v)

Modelo por representantes. Outro modelo para Coloracio de Vértices segue a ideia de es-
colher um representante por cor [Campélo et al. 2008]. Define-se uma varidvel bindria z,,,
para todo u € V(G) e v € Ngz(u) U {u} (i.e. v estd a distncia maior que 2 de u), indicando
quando o vértice u € ou ndo o representante da cor dada ao vértice v. Desse modo, a fungdo
objetivo serd: min)_ . 7,,. Como antes, é necessario garantir que cada vértice receba uma
cor, e que se um vértice v for o representante da cor de u, entdo v deve ser representante de si
mesmo:

Zue(@(v)u{v}) Tw>1 veV(Q) Tpu < Ty v EV(G),u € Nea(v).
Também for¢camos a coloragdo a ser propria e as varidveis a serem bindrias:
T + Tow < Ty v EV(G) u,w € Ne2(v) (uw € E(Q));
Ty € {0,1} v € V(GQ),u € Ng2(v) U {v}.
Para garantir que a coloragdo seja harmoniosa, primeiro garantimos que nao haja dois

vértices de mesma cor a distancia dois. Entdo, evitamos que outros pares de arestas recebam as
mesmas cores em suas extremidades (considere N ({u,w}) = N(u) U N(w)):

2 eV mnNGw) Tos S Tuw U,V € V(G);

> T <3 —Toy — T2y v EV(Q), uw ¢ E(G?), 2 € Ngz({u, w}).
1€N 2 (v)NN ({u,w})
Modelo assimétrico por representantes O modelo anterior possui diversas solucdes
simétricas, correspondendo a mesma coloragdo, apenas trocando o representante de cada cor.
Para evitar tal problema, é possivel assumir uma ordem total qualquer em V' () e reescrever
o modelo para exigir que o representante de uma cor seja o elemento minimo, com respeito a
ordem, entre os vértices de tal cor. Por restricdes de espago, tal modelo ndo € incluido aqui.

4. Resultados Computacionais

Para testes preliminares, usamos a linguagem de programacao Julia para executar instancias
geradas aleatoriamente no Gurobi versao 9.0. O rétulo GRAPH_X_Y _1.col indica que foi uma
instancia com X vértices em que cada aresta foi incluida com probabilidade Y. Os testes foram
feitos em um computador de processador i7 com 20 Gb de memoéria RAM usando o Ubuntu
20.04. A Tabela 1 apresenta um resumo. Note que formulacdo assimétrica de representantes
alcancgou a solucdo 6tima em todas as intdncias dadas e bem mais rapidamente que as demais.

E interessante analisar o comportamento tio eficiente de tal formulacdo para este
problema nessas instancias mesmo para grafos com 50 vértices. Note que instancias com
baixa densidade demandaram mais tempo. Esse fato ndo é surpreendente ja que determinar
o nimero cromético harmonioso € NP-dificil mesmo para florestas com trés arvores de raio
2 [Edwards and McDiarmid 1995]. E necessario fazer uma analise mais extensiva de instancias
para verificar se o padrdo visto para grafos com 50 vértices se repete: € demandado mais tempo
quando se tem poucas arestas, ou em excesso. Também temos ideias de heuristicas cujo de-
sempenho precisa ser comparado ao uso de tais formulacdes.



Representantes Padrao Rep. Assimétrico

Instancia GAP Tempo GAP Tempo | GAP | Tempo
GRAPH_10.0.20_1.col | 0.0 0.277 0.0 0.071 0.0 0.002
GRAPH_20.0.20_1.col | 0.0 190.156 | 20.0 | 1800.032 | 0.0 0.29
GRAPH_30.0.20_1.col | 28.571 | 1800.087 | 40.0 | 1800.049 | 0.0 0.388
GRAPH_40.0.20_1.col | 65.0 | 1800.036 | 65.217 | 1800.227 | 0.0 17.422
GRAPH_50.0.20_1.col | 30.0 | 1800.109 | 93.939 | 1801.281 | 0.0 1.465
GRAPH_10.0.40_1.col | 0.0 0.001 0.0 3.841 0.0 0.001
GRAPH_20.0.40_1.col | 0.0 0.0 15.789 | 1800.046 | 0.0 0.0
GRAPH_30.0.40_1.col | 0.0 0.001 0.0 1006.648 | 0.0 0.0
GRAPH_40.0.40_1.col | 0.0 0.0 95.0 | 1800.598 | 0.0 0.0
GRAPH_50.0.40_1.col | 0.0 0.0 (] (] 0.0 0.533
GRAPH_10.0.60_1.col | 0.0 0.0 0.0 0.691 0.0 0.0
GRAPH_20.0.60_1.col | 0.0 0.0 0.0 138.575 | 0.0 0.0
GRAPH_30.0.60_1.col | 0.0 0.0 93.333 | 1800.117 | 0.0 0.0
GRAPH_40.0.60_1.col | 0.0 0.0 95.0 | 1800.499 | 0.0 0.0
GRAPH_50.0.60_1.col | 0.0 0.0 (] (] 0.0 0.036
GRAPH_10.0.80_1.col | 0.0 0.0 0.0 0.702 0.0 0.0
GRAPH_20.0.80_1.col | 0.0 0.0 0.0 268.858 | 0.0 0.0
GRAPH_30.0.80_1.col | 0.0 0.0 93.333 | 2547.575 | 0.0 0.0
GRAPH_40.0.80_1.col | 0.0 0.0 (] (] 0.0 0.0
GRAPH_50.0.80_1.col | 0.0 0.0 [] [] 0.0 1.173

Tabela 1. Comparacao entre as formulacoes
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