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Abstract. A set S C V(G) of a graph G is k-independent if every vertex in S
has at most k — 1 neighbors in S, where k € 7". The k-independence number
is the cardinality of a maximum k-independent set of a graph G. We present
bounds for k-independence on complementary prisms and we show that deci-
ding whether a complementary prism graph has a k-independent set of cardina-
lity at least ¢ is a NP-complete problem, where { € 7.

Resumo. Um conjunto S C V(G) de um grafo G é k-independente se cada um
de seus vértices ¢ adjacente a no mdximo k — 1 vértices do conjunto S, onde
k € Z*. O niimero de k-independéncia é a cardinalidade de um maior conjunto
k-independente em um grafo G. Apresentamos limites para a k-independéncia
em prismas complementares e mostramos que decidir se um grafo prisma com-
plementar tem um conjunto k-independente de ordem pelo menos { é um pro-
blema NP-completo, onde { € 7.

1. Introducao

Consideramos grafos finitos, simples e nao direcionados. Para um grafo (5, seus conjuntos
de vértices e arestas sdo denotados por V(G) e E(G), respectivamente. Um conjunto
independente S C V(G é tal que os vértices em S ndo sdo adjacentes entre si. O niimero
de independéncia de um grafo GG, denotado por a(G), é a cardinalidade méaxima de um
conjunto independente de G. O conceito de conjunto independente foi generalizado, em
[Fink and Jacobson 1985], da seguinte forma. Para k € Z*, um conjunto S C V(G) é
k-independente se o grau maximo dos vértices do subgrafo induzido por S é no maximo
k—1. A cardinalidade maxima de um conjunto k-independente em um grafo GG € denotada
por a,(G), chamada de niimero de k-independéncia. Chamamos de conjunto-ay,(G) um
conjunto k-independente de GG de cardinalidade maxima. Em particular, o1 (G) = a(G) é
o nimero de independéncia cldssico de G. Observa-se que um conjunto j-independente é
também um conjunto k-independente, para k > je k,j € Z*. Além disso, todo conjunto
com k vértices € k-independente.

Limites inferiores e superiores justos para oy nos produtos lexicogréfico, forte,
cartesiano e direto foram apresentados em [Mao et al. 2018]. Diversos resultados sobre
k-independéncia foram reunidos em [Chellali et al. 2012].

O prisma complementar GG de um grafo G é um grafo formado pela unifio dis-
junta de G e G adicionando-se arestas do emparelhamento perfeito entre os vértices cor-
respondentes (com o mesmo rétulo) de G e G. Resultados sobre k-independéncia nos
prismas complementares foram apresentados em [Mortosa and Cappelle 2021]. O prisma



complementar de C, o grafo C5C’s, conhecido como Grafo de Petersen, pode ser visto na
Figura 1.
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Figura 1. Grafo de Petersen, o prisma complementar de Cs.

Decidir se um grafo tem um conjunto independente de tamanho pelo menos /¢
€ NP-completo para grafos gerais [Karp 1972] e também para os prismas complemen-
tares [Duarte et al. 2017]. Dados um grafo G e inteiros positivos k£ e ¢, o problema
CONJUNTO k-INDEPENDENTE consiste em decidir se existe S C V/(G), um conjunto
k-independente de ordem pelo menos /. Este problema é NP-completo para grafos gerais
[Jacobson and Peters 1989]. Mostramos que o problema CONJUNTO k-INDEPENDENTE
permanece NP-completo para os prismas complementares. Além disso, apresentamos li-
mites superior e inferior para a cardinalidade mdxima de um conjunto k-independente de
um prisma complementar GG.

Simplificando nossa discussio, dizemos simplesmente G e G para referirmos aos
subgrafos copias de G e G em GG, respectivamente. Além disso, para um vértice v de G,
diz-se que T é o seu vértice correspondente em G, e para um conjunto X C V(G), diz-se
que X € o seu conjunto de vértices correspondente em V (G). Se S C V(G), denotamos
por G[S] o subgrafo de GG induzido por S e por dg(v) o grau de v em G[S]. O grau

maximo dos vértices de G é denotado por A(G).

2. Resultados

Apresentamos no Teorema 1 limites para a;(GG) de um grafo G qualquer e, na
Proposi¢do 1, um limite superior mais justo, diante de algumas restri¢oes.

Teorema 1 Seja k > 2. Para um grafo G qualquer, o _1(G) + aj_1(G) < ap(GG)

Oék(G) + Oék(G)

IN

Prova. Para o limite inferior, sejam S um conjunto-ay_1(G) e T um conjunto-ay_; (G).
Para vértices quaisquer v € S eu € T, temos que ds(v) < k —2e dn(u) < k — 2.
Assim, em GG, um vértice v € S U T satisfaz dg 7(v) < (k—2)+1 =k — 1.
Consequentemente, S U 7 é um conjunto k-independente de GG. Como S e T sdo
conjuntos disjuntos em GG, [SUT| = |S| + |T| = ax_1(G) + ax_1(G). Logo
ar(GG) > ap_1(G) + ay_1(G). Para o limite superior, sejam I um conjunto-ay(GG),
S os vértices de I em G e T os vértices de I em G. Como |S| < a(G) e |T| < ax(G),
temos que ax(GG) = |S| + |T| < ar(G) + ax(G), e o limite superior ¢ mantido. O

Proposicio 1 Sejam k > 2, n > k e um grafo G de ordem n. Se A(G) < k —2e G
possui 'T', um conjunto—ak(G), que contém um vértice v com k — 1 vizinhos em T, entdo



Prova. Pelo Teorema 1, o (GG) < ai,(G) + ax(G). Como A(G) < k — 2, ax(G) = n.
Para uma contradicio, suponha que I é um conjunto k-independente maximal de GG
com |I| = n + ai(G). O conjunto I contém os n vértices de V(G). Chamaremos o
conjunto dos n vértices de G de S. Seja I NV (G) = T os vértices de I em G. Logo,
IT| = ax(G). Pela hipétese, T contém um vértice © com k — 1 vizinhos em T. Assim,
como o seu correspondente v em G estd no conjunto I, v possui k vizinhos em /. Temos
uma contradigio, pois / nio é k-independente. Portanto, ax(GG) < n + ap(G) — 1. O

Finalmente, mostramos que o problema CONJUNTO k-INDEPENDENTE perma-
nece NP-completo para os prismas complementares. Para a reducdo utilizada nesta
prova, apresentamos uma generalizagdo para a reducdo usada em [Duarte et al. 2017],
para k = 1. Portanto, consideramos a seguir que k > 2.

Teorema 2 O problema CONJUNTO k-INDEPENDENTE permanece NP-completo mesmo
restrito a classe dos grafos prismas complementares.

Prova. E possivel verificar em tempo polinomial se um dado conjunto V' C V(GQ) é
um conjunto k-independente de GG. Logo, CONJUNTO k-INDEPENDENTE estd em NP.
Apresentamos uma reducdo de CONJUNTO k-INDEPENDENTE para esse problema.

Dado um grafo GG de ordem n > k, construimos o grafo H, que € a uniao disjunta
de G e o grafo multipartido completo Ky, imy,...m,yqi» ODde My = Mo = ... = My =
2k — 1. Seja HH o prisma complementar de H. A construcdo de H H ¢é exemplificada
na Figura 2. Seja K = V(K ms,..mn.1)» OU seja, I é um conjunto de (2k — 1)(n +
1) vértices de H. Vamos mostrar que, para inteiros ¢ e k, G possui um conjunto k-
independente de ordem pelo menos ¢ se, e somente se, o prisma complementar H H tem
um conjunto k-independente de ordem pelo menos ¢ = kn+3k—2+/¢'. Primeiro, suponha
que I é um conjunto k-independente de G de ordem pelo menos ¢'. Sejam K!, ... K*~!
os conjuntos de vértices de cada parte de H[K] e Fl, e ,K%fl os conjuntos de vértices
correspondentes em K. Seja D C KUK contendo 2k —1 vértices de K, k—1 vértices de
K" e k vértices de cada um dos conjuntos K, ..., K . Ouseja, [DNEK| = kn+k—1
e |DNK| = 2k—1. Cada vértice em H[D] tem grau no maximo k — 1. Logo, /U D é um
conjunto k-independente de H H de ordem kn+k —1+2k — 1+ =kn+3k—2+ /.

Agora, suponha que H H possui um conjunto k-independente .J de ordem pelo
menos kn + 3k — 2 + £'. Vamos mostrar que (i) |J N K| < 2k — 1, (ii) JNV(G) =0
e (i1i) |J N (K U K)| < kn + 3k — 2. Para provar (i), por contradi¢io, assuma que
|J N K| > 2k — 1. Logo, J tem vértices em pelo menos duas partes de H[K]|. Se J
contém todos os k vértices de uma parte de H[K|, digamos K i um vértice u de uma
outra parte de H[K] que estd em J tem d;(u) > k, uma contradi¢do, ji que J é um
conjunto k-independente. Se J contém menos de k vértices de K*, entdo .J contém pelo
menos k vértices que estdo em outras partes de H[K]|. Logo, para um vértice u € K°,
dj(u) > k, o que também resulta em uma contradi¢do. Portanto, |J N K| < 2k — 1.
Para provar (ii), por contradi¢do, assuma que J N V(G) # ). Se J N K = (), entdo
J pode conter no maximo todos os 2n vértices de V(G) U V(G), além de no maximo
2k — 1 vértices de K, por (7). Note-se que k > 2, n > k e ¢ > k. Portanto, tem-se que
| <2n+2k—-1<kn+2k—1<kn+2k+(k—-2)+0 =kn+3k—-2+17.
Se JN K # (), tem-se que |J N (V(G) U K)| < 2k — 2, ja que todos os vértices em




V(G) sdo adjacentes a todos os vértices em K, o que implicaem [V(G)NJ| <k—1le
|IKNJ| < k—1. Além disso, |JNV(G)| < ne,por (i), |JNK| < 2k—1. Portanto, tem-se
que |J| < 2k—142k—24+n = (n+k)+3k—3 < 2n+3k—2 < kn+3k—2+/'. Logo,

qualquer combinacéo de vértices de .J contendo pelo menos um vértice de V(G), resulta
em cardinalidade menor do que kn-+3k—2+, uma contradigdo. Portanto, JNV (G) = 0.
Para provar (iii), por contradi¢do, suponha que |J N (K U K)| > kn + 3k — 1. Como
|JNK| < 2k—1,tem-se que | JNK| > kn+k = k(n-+1). Se |JNK| = 2k — 1, existe
ital que K' C Jewv e K’ tal que seu correspondente T € & também pertence a .J, o
que implica que d;(v) = k. Se | JN K| < 2k — 1, tem-seque |J N K| > kn +k + 1 =
k(n +1) + 1. Logo, ha pelo menos uma clique K de K tal que |[K' N J| > k + 1, 0 que
contradiz que .J seja k-independente. Portanto |J N (K U K)| < kn + 3k — 2.

Por (i) e (iii), conclui-se que J — (K U K) é um conjunto k-independente de G
de ordem no minimo ¢’. Portanto, o problema CONJUNTO k-INDEPENDENTE permanece
NP-completo mesmo restrito a classe dos prismas complementares. 0

Figura 2. Exemplo de HH, com k = 3. Os vértices de um conjunto #-
independente estao em destaque. As arestas de G, G e K foram omitidas.
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