Lights Out em grafos: apagando luzes da menor maneira
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Abstract. Lights Out is an eletronic puzzle whose goal is to find a set of buttons
that, when pressed, turns off all the lights on the board. In this work, we consi-
der the generalization of the game whose input is a graph and we focus on its
minimize version, whose goal is to determine the minimum number of vertices
that must be activated in order to turn all graph lights off. We deal with Cater-
pillar graphs, Flower Snarks and Goldberg Snarks. To help us on obtaining the
results, a software that simulates the game for any input data has been imple-
mented as well as a brute-force algorithm that solves the minimize version of
Lights Out game.

Resumo. Lights Out é um quebra-cabeca eletronico cujo objetivo é encontrar
um conjunto de botées que, quando pressionados, apaguem todas as luzes do ta-
buleiro. Neste trabalho, consideramos a generalizagcdo cuja entrada é um grafo
e focamos na versdo de minimizacdo, onde o objetivo é determinar o niimero
minimo de vértices que devem ser acionados para apagar todo o grafo. Traba-
lhamos com grafos Caterpillar, Snarks Flor e Snarks Goldberg. Para auxiliar
na obtengdo dos resultados, implementamos um software que simula o jogo para
qualquer grafo de entrada e também um algoritmo forca-bruta que soluciona a
versdo de minimizagdo.

1. Introducao

Lights Out € um jogo de quebra-cabeca que consiste, originalmente, em uma matriz de
botdes (grid) 5 x 5 onde cada posi¢do possui apenas 2 estados: aceso, denotado por 1, ou
apagado, denotado por 0. Ao pressionar um botdo, seu estado e o estado dos botdes adja-
centes sao alternados. O jogo tem inicio com uma matriz com estados aleatdrios, chamada
de configuracdo inicial, e o objetivo do jogador € desligar todos os elementos, chamada de
configuracdo final. Existem muitas variantes para este jogo que vao desde uma mudancga
no formato do quebra-cabecas ou de possiveis configuracdes iniciais, até diferentes obje-
tivos a serem alcancados. Podemos, por exemplo, ao invés de usar uma entrada em forma
de grid, aplicar as mesmas regras a grafos de outras classes [Berman et al. 2019]. Além
disso, pode-se desejar minimizar o conjunto de vértices que, quando acionados, condu-
zem a uma configuracdo final. Sabe-se que todo grafo possui a0 menos uma solugdo
para o Lights Out quando iniciado com todos os vértices apagados. Além disso, dada
uma solucdo, a configuracao final € alcancada independentemente da ordem em que os
vértices forem pressionados [Fleischer and Yu 2013]. Entretanto, determinar o conjunto
minimo de vértices que, ao serem pressionados, conduzem a configuracao final é um
problema NP-dificil [Sutner 1988]. Por isso, alguns trabalhos da literatura restringem o
estudo desta versdo de minimizacdo a algumas classes de grafos, como: Caterpillars,



Caminhos, Ciclos e Grafos Bipartidos Completos. Neste trabalho, realizamos um estudo
deste problema de minimiza¢do em duas classes de grafos, a saber: Caterpillars, onde
obtivemos alguns avangos em relacdo ao estado da arte, e em duas familias de Snarks, os
Snarks Flor e os Snarks Goldberg.

1.1. Definicoes Gerais
Seja G = (V, E) um grafo, onde n = |V| e m = |E|. Cada vértice v € V possui um
estado e, € {0,1}, onde 0 e 1 indicam que o vértice estd, respectivamente, apagado ou
aceso. O ato de pressionar um vértice v € chamado de movimento e alterna o estado de
todos os vértices u € Ng[v] de 0 para 1 ou vice-versa. Iniciando com todos os vértices
apagados, Cipicia = {€, = 0 | v € V'}, desejamos um conjunto de movimentos X C V/,
chamado de solugdo, que, quando executados, acendam todos os vértices do grafo e tenha
tamanho minimo. Seja S(G) o conjunto de todas as possiveis solugdes para um grafo G
inicialmente apagado e S*((G) uma solugdo minima.
Proposicao 1. Seja G um grafo com n vértices. Entdo [ 3| < |S*(G).

Note que para grafos completos, grafos ciclo Cs,,, grafo de Petersen (Fig. 1 (b)),
o limite descrito na Proposi¢ao 1 € justo. Haveria outras classes onde o mesmo ocorre?
Seriam Snarks grafos para os quais este limite inferior € justo?

Um Snark € um grafo conexo, cubico, classe 2 e que nao possui pontes. Um grafo
¢ classe 2 quando o menor nimero de cores para colorir sua arestas ¢ A + 1, onde A é o
maior grau do grafo. Uma ponte € uma aresta que ao ser removida aumenta o nimero de
componentes conexas do grafo.

Figura 1. (a) Caterpilar (b) Petersen (c) Snark Flor F; (d) Snark Goldberg G3

Focaremos em duas familias de Snarks chamadas Snarks Flor e Goldberg
[Isaacs 1975]. Um Snark Flor (Fig. 1 (c)) é denotado por F;}, onde i é impare: > 1, e
tem sua construcdo definida por 7 blocos de 4 vértices. Cada bloco B; (Fig. 2) (a) consiste
em trés vértices u;, x; € y; interligados por um vértice central v;. Cada bloco é conectado
pelas arestas de conex@o. Neste trabalho, mostramos que o limite inferior apresentado
na Proposicdo 1 € justo para Snarks Flor e exibimos uma solu¢do minima. Um Snark
Goldberg é denotado por GG;, onde ¢ € impar e ¢ > 3. Eles sdo formados através da ligacao
entre ¢ blocos pré-definidos de 8 vértices. O bloco B; do grafo Goldberg € o grato que tem
como conjunto de vértices é V (B;) = {a;, b;, ¢;, d;, e;, fi, gi, hi } € seu conjunto de arestas
é E(B;) = {ab;, aje;, bici, cid;, ¢; fi, dihy, diei, €9, fig;} como indicado na Figura 2 (b).
O grafo final € obtido pelas seguintes arestas de ligagdo Ej ; = {bya;, gx f;, hih;} entre
os respectivos blocos B;_; e B;. Mais informagdes sobre a constru¢do dos Snarks Flor e
Goldberg em [Isaacs 1975]. Snarks Goldberg sao exemplos de Snarks para o qual o limite
inferior dado pela Proposicao 1 ndo € justo.

Além do estudo em Snarks, obtivemos avancos com relagdo ao estado da arte do
problema da minimizagdo para Grafos Caterpillar. Grafos Caterpillar, (Fig. 1 (a)) sdo
arvores onde cada vértice ou pertence a um caminho P, denominado espinha, ou esta a
distancia 1 de P, chamado folha.
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Figura 2. (a) Bloco do Snark Flor B; (b) Bloco do Snark Goldberg G;

2. Lights Out em Caterpillars

De acordo com nosso conhecimento da literatura, a versdo de minimizagao do jogo Lights
Out quando restrito a classe de grafos Caterpillar ja foi solucionada em alguns casos de

acordo com o Teorema 1.
Teorema 1. [Fleischer and Yu 2013] Seja GG um grafo caterpillar com e vértices na espi-

nha cada um com f folhas. Entdo:

[s1+ L%, f par
1S*(G)| = ef, f impar e e par
%(e —D(f+1)+1, e, fimpares

Em nosso estudo da versdao de minimizacdo para grafos caterpillar, consideramos
o caso onde a quantidade de folhas em cada vértice da espinha alterna entre impares e
pares. Como a quantidade folhas € varidvel, os resultados a seguir exibem o conjunto
S*, e ndo sua cardinalidade. Neste caso, o conjunto S* € obtido pela sele¢do dos vértices
correspondentes a sequéncias descritas da seguinte forma: F'F', onde E significa “acionar
o vértice da espinha correspondente” e F’' significa “acionar todas as folhas do vértice
da espinha correspondente”. Dada uma sequéncia, ela deve ser aplicada da esquerda
para direita ou vice-versa no caterpillar, sucessivas vezes, até acendermos todo o grafo.
Denotaremos por (E'F'); se a sequéncia E'F’ € aplicada da esquerda para a direita, e (E'F),,

caso contrario.
Teorema 2. Seja G um grafo caterpillar com e vértices na espinha, onde a quantidade de

folhas em cada vértice de e alterna entre niimeros tmpares e pares, nesta ordem. Entdo
S*(G) é obtido por sucessivas aplicagées da sequéncia:

(FFEF), seemod4=0 (Fig.3)
(EFFF), se e mod 4 = 2
(EFFF), ou (EFFF),, caso contrdrio
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Figura 3. Aplicacao da sequéncia F'F EF para obter o menor conjunto solugao do
Lights Out para um caterpillar com ¢ = 4 e paridade de folhas alternadas,
iniciando em impar. Os vértices em vermelho sao os selecionados.

Teorema 3. Seja G um grafo caterpillar com e vértices na espinha, onde a quantidade de

folhas em cada vértice de e alterna entre niimeros pares e impares, nesta ordem. Entdo
S*(G) é obtido por sucessivas aplicagdes da sequéncia:

(FEFF), se e mod 4 =0
(EF),, seemod4 =1
(EFFF),, se emod 4 = 2
(FEFF),ou (EF),, caso contrdrio



O Lema 4 € o argumento base para garantir a minimalidade das solu¢des obtidas
através dos Teoremas 2 e 3.
Lema 4. Sejam G um caterpillar, v um vértice da espinha de G e F(v) o conjunto de
todas as folhas de v. Em qualquer solucdo S; € S(G) ouv € S; ou F(v) C S,.

3. Lights Out em familias de Snarks

Como visto na Secdo 1, Snarks Flor F;, ¢ € impar, sdo construidos por blocos B; (Fig. 2
(a)). Cada um desses blocos possui um vértice central v; que, ao ser pressionado, acende
todos os vértices do bloco e ndo alterna o estado de vértices de outros blocos do grafo.
Além disso, como um Snark Flor possui 47 vértices, temos que o limite inferior apresen-
tado na Proposi¢do 1 € justo para a solugdo apresentada no Teorema 5, o que garante sua
minimalidade.

Teorema S. Seja F; um Snark Flor, construido por blocos B; com vértices centrais deno-
tados por v;. Entdo, S*(F;) = {v;},Yv; € V(F;) e |S*(F})| = i.

Agora, vamos considerar a familia de Snarks Goldberg. Uma soluciao pode ser
obtida para um Snark Goldberg G; acionando vértices que acendem cada bloco do grafo.
Cada bloco pode ser aceso em 3 movimentos (acionando os vértices ¢;, e;, h; de cada
bloco B;). Esta solugdo foi obtida através de um software que desenvolvemos, descrito
na Secdo 4. Note que a Proposi¢do 1 fornece um valor inferior ao obtido nesta solugao.
Uma prova tedrica acerca da minimalidade desta solugdo estd em fase de elaboracao.
Teorema 6. Seja G; um Snark Goldberg composto por i blocos B; de vértices
a;, by, ¢, d;, e, fi, gi, hy como na Fig. 2 (b). Entdo S(G;) = {c¢;,e;, h;} é uma solugcdo
para G

Através do software, observamos que nos Snarks testados, dada uma solugao S;, a
solugdo complementar S; também era solu¢do. A Proposi¢io 2 generaliza este resultado.
Proposicao 2. Seja G um grafo cujos vértices tém grau impar. Entdo, para cada solu¢do
S; € S(G), temos que S; € S(G), S; =V \ S..

4. Software

Para auxiliar nos estudos, foi desenvolvido um software que permite criar grafos e anali-
sar o problema manualmente ou usando um algoritimo forca-bruta. A técnica exaustiva
consiste na contagem de 1 até 2". Em cada passo, percorremos todos os bits; pressio-
namos cada vértice cujo bit corresponde a 1; e verificamos se o grafo foi solucionado.
A complexidade desde algoritmo é O(2"). Entretanto, para grafos caterpillar, é possivel
reduzir consideravelmente a quantidade de iteracdes do algoritmo forca-bruta, tornando
sua complexidade O(2¢), onde e é o tamanho da espinha.
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