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Abstract. Let N be a network over a digraph D and x be a feasible (s, t)-flow in
N. We say that x is (-splittable if it can be decomposed into up to { path-flows.
In this paper, we consider the problem of obtaining a path decomposition in arc-
coloured digraphs, such that the sum of the number of path colours is minimum.
We show that, for a given flow x in a network N over an arc-coloured digraph
and an integer k, it is N'P-complete to decide whether there is a decomposition
of x into paths, such that the sum of the number of colours of the paths is at most
k, and we show some cases for which this can be done in polynomial time.

Resumo. Sejam N uma rede sobre um digrafo D e x um (s, t)-fluxo vidvel em
N. Dizemos que x é (-divisivel se ele pode ser decomposto em até { fluxos
caminhos. Neste artigo, consideramos o problema de obter uma decomposigdo
em caminhos em digrafos arco-coloridos, de modo que a soma do niimero de
cores dos caminhos seja minima. Nos mostramos que, dado fluxo x em uma
rede N sobre um digrafo arco-colorido e um inteiro k, é N'P-completo decidir
se hd uma decomposi¢do de x em caminhos, tal que a soma do niimero de cores
dos caminhos seja no mdximo k, e mostramos alguns casos para os quais isso
pode ser feito em tempo polinomial.

1. Introducao

O problema de fluxo de multicomddites consiste em encontrar um fluxo que satis-
faca todas as demandas de cada comddite entre uma origem e um destino, respeitando as
capacidades dos arcos. Em [Kleinberg 1996], foi introduzido o problema de fluxos indi-
visiveis; que pode ser visto como uma versao restrita de fluxo de multicomddites onde a
demanda de cada uma destas deve ser enviada por um tnico caminho. O autor mostrou
que esse problema compreende vérios problemas AP-Completos, como os de particio-
namento, escalonamento, empacotamento, roteamento em circuitos virtuais etc.

Em [Baier et al. 2005], foi proposta uma generalizac@o para o problema de fluxos
indivisiveis, que pode ser aplicada a uma ou mais comddites, e a demanda de cada uma
destas deve ser enviada por um nimero restrito e possivelmente diferente de caminhos.
Trata-se do problema de fluxos divisiveis. Problemas desse tipo acontecem, por exemplo,
em redes de comunicagdo, onde os clientes podem demandar conexdes com determina-
das capacidades entre dados pares de nds. Se as capacidades demandadas sdo altas, fica
invidvel para o administrador da rede atendé-las de forma indivisivel. Por outro lado, o
cliente pode nao querer lidar com muitas conexdes de pequenas capacidades.

De acordo com [Granata et al. 2013], digrafos coloridos sdo usados para mode-
lar situagdes onde € crucial representar diferencas qualitativas (em vez de quantitativas)



em diferentes regides do préprio digrafo. Cada cor pode representar uma propriedade
a ser modelada. Problemas desse tipo tém aplicacdes em diversas areas como redes de
comunicacao, redes de transporte multimodal, biologia molecular, entre outras.

Neste artigo, apresentamos uma combina¢do do problema de decomposicdo de
fluxos em caminhos com o de caminhos com menor nimero de cores. Dados uma rede
sobre um digrafo arco-colorido e um fluxo x nesta, o objetivo € decompor x em caminhos,
de modo que a soma do numero de cores usadas nestes seja minima. Mostramos que o
problema de decisdo associado é N'P-Completo, e apresentamos alguns casos em que 0
problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

2. Definicoes e Terminologias

De maneira simplificada, uma rede é um (multi)digrafo D = (V, A) associado
com uma fung¢do de capacidade u : A — 7., e é representada por N' = (D, u). Quando
D for um digrafo simples, representamos um arco de um vértice ¢+ para um vértice j
simplesmente por ij. As cardinalidades de V' e de A sdo denotadas, respectivamente,
por n e por m. Denotamos por D¢ = (V) A, ¢) um (multi)digrafo D = (V, A) com uma
coloragdo de arcos ¢ : A — {1,2,...,p} ndo necessariamente prépria.

Um fluxo x em uma rede N'(D,u) é uma fungdo = : A — R,. Dizemos que z
é um fluxo inteiro, se x(a) € Zy, ¥ a € A; e que x é um fluxo vidvel, se x(a) < u(a),
YV a € A. Dizemos que = é A\-uniforme, se x(a) = \, ¥V a € A. O balango de um vértice
v em relagdo a um fluxo x, denotado por b, (v), é a diferenga da quantidade de fluxo que
sai de v e a que entra em v. Uma circulagdo é um fluxo 2 em uma rede N = (D, u) em
que b, (v) = 0, paratodo v € V.

Seja uma fungdo f : A — R, . Denotamos por f, o valor de f(a). Assim, u,, T,
e ¢, representam, respectivamente, a capacidade, o valor de fluxo = e a cor do arco a.

Sejam s e ¢ vértices distintos de uma rede N’ = (D, ). Em um (s, t)-fluxo x,
temos: b,(s) = —b,(t) = r, paraalgumr € R ;e b,(v) = 0, paratodov € V'\ {s,t}. O
valor de um fluxo z desse tipo, denotado por |z|, € igual ao balanco de s em relagdo a z.

Um caminho (resp. ciclo) em uma rede ' = (D, u) é um caminho (resp. ciclo)
no (multi)digrafo D = (V, A). Um fluxo caminho x ao longo de um caminho P (resp.
fluxo ciclo ao longo de um ciclo C') em uma rede N é aquele em que z, = r para todo
arco a de P (resp. de (), para algum valor positivo 7. Um resultado classico de [Ford
Jr. and Fulkerson 1962] mostra que todo fluxo em uma rede pode ser decomposto em no
maximo n + m fluxos caminhos ou fluxos ciclos.

Segundo [Baier et al. 2005], um (s, t)-fluxo 2 em uma rede N é (-divisivel se

puder ser representado por ¢ pares (Py, f1),..., (P, f¢), onde cada par representa um

caminho P; de s a t, com fluxo f; ao longo deste; ou seja, se x puder ser decomposto em
. ¢ 1 . ~

¢ fluxos caminhos z' ...z, de modo que >, , |z’| = |z|. Os caminhos de z' ... 2" ndo

precisam ser distintos. Assim, um fluxo /-divisivel também é ¢'-divisivel, para ¢/ > /.
Denotamos por n.(P) o nimero de cores no caminho P.

O problema que estamos propondo consiste em: dados uma rede N' = (D¢, u) e
um (s, t)-fluxo vidvel x sobre ela; desejamos encontrar uma decomposi¢do (ndo neces-
sariamente minima) de x em ¢ fluxos caminhos, com o objetivo de minimizar o custo da
solugdo, dado por ne(Py, ..., P)) = S0 ne(P).



Na rede da Figura 1, os rétulos (a, z,) nos arcos do multidigrafo indicam o arco
e o seu valor de fluxo. O (s,t)-fluxo pode ser decomposto em seis fluxos caminhos,
da seguinte forma: um monocromético (ajasasasasagar) de valor 2, trés bicromati-
COS (agagan, a12a4Q15 € alﬁaﬁalg) de valor 2, e dois bicromaticos (a1a9a3a13a5a17a7 c
a1a10a301405a013a7) de valor 1, com custo total 11. E possivel obter um custo 7, usando
sete fluxos caminhos monocrométicos, como segue: um de valor 4 (ajasazasasagar) €
seis de valor 1 (agagaq1, agaioai1, A12a13015, A12a14015, Q16017019 € A16A1819).

Figura 1. Exemplo de fluxo em uma rede sobre um multidigrafo arco-colorido

3. Complexidade

Com o Teorema 3.1, mostramos que o problema aqui proposto é N P-Completo,
a partir do Problema 3-Parti¢do. Segundo [Garey and Johnson 1979], este consiste em
decidir se, dado um conjunto S = {ay,aq,...,as.} de valores inteiros positivos, cuja
soma total & r'T', € possivel particiona-lo em r subconjuntos de 3 elementos, tal que a soma
dos elementos de cada subconjunto seja 7. Os autores mostraram que esse problema ¢
fortemente N P-Completo, mesmo com a restri¢do 7'/4 < a; < T'/2, para 1 < i < 3r.

Teorema 3.1. Dados uma rede N' = (D¢, u), um (s,t)-fluxo vidvel x e um inteiro positivo
k; decidir se é possivel decompor x em fluxos caminhos a um custo no mdximo k é N'P-
Completo.

Demonstra¢do. Claramente, esse problema esti em NP. Dada uma instincia S =
{a1,...,a,}, com p = 3r, do problema 3-Parti¢do, construimos uma rede N e de-
finimos um (s,¢)-fluxo vidvel = nesta, de valor r7, da seguinte maneira: V =
{ar, ..., ap,b1,...,br,q, 5t} A = {sa;,a;,q | 1 < i < p}U{gh;,b;t | 1< j <r},
definimos sy, = Uqyq = Q45 Ugp, = Up;y = T', fazemos x;; = u;; para todo ij € A (isso
€ possivel, pois a; + ... + a, = 17T, e definimos a colora¢do dos arcos como segue:
Csa; = Cazq =T+ 1ecgy, = cpy = j. Por fim, fazemos k = 2p = 6r. Isso estd ilustrado
na Figura 2 (o rétulo em cada arco indica a sua cor).

r+1

Figura 2. Construgao de rede a partir de uma instancia do 3-Particao

Se a resposta para o problema 3-Particao for sim, o fluxo pode ser decomposto em
3r fluxos caminhos de custo 2 da seguinte forma: seja {51, ..., S,} uma solugdo para o
primeiro problema. Para cada a; € S;, com 1 < j < r, existe um fluxo caminho sa;gb;t
com valor a;, usando duas cores (j e r + 1), na rede.



Considere que o (s,t)-fluxo = na rede AN definidos acima pode ser decomposto
em fluxos caminhos a um custo total £ = 6r. Como cada fluxo caminho de s a ¢ usa duas
cores, precisamos de 3r fluxos caminhos. Cada vértice a;, para 1 < ¢ < p, deve estar
em exatamente um fluxo caminho, cujo valor é a;. Note que hd exatamente trés fluxos
caminhos com um vértice b; em comum, para 1 < j < r, pela restri¢cdo para os valores
de a; (T'/4 < a; < T/2). Sejam eles sa,qb;t, sa,qb;t e sa,qb;t. Para cada trés fluxos
caminhos desses, construimos um subconjunto {a, a,,a.},coma, +a, +a, =7. [

4. Casos Polinomiais

Teorema 4.1. Dados uma rede N' = (D¢, u), com D¢ = (V,A,c)ec: A — {1,2}, eum
(s, t)-fluxo vidvel x A\-uniforme. E possivel encontrar o custo minimo de uma decomposi-
cdo de x em fluxos caminhos em tempo polinomial.

Demonstracdo. Como x é A-uniforme, ele pode ser decomposto em p = |x|/A fluxos
caminhos de valor \. Tomemos uma rede N* = (D* u*), com D¥ = (V, A¥), a partir de
N e de z, apenas com os arcos de cor k, e fazendo u’; = 24, Vac AF parak ¢ {1,2};
calculamos o fluxo miximo f* e temos a quantidade de fluxos caminhos neste, que é
pe = |f*|/\. Logo, a quantidade de fluxos caminhos bicrométicos € p1o = p — p; — po.
O custo dessa solugdo € p; + ps + 2 X p12, que € minimo, pois p; € po sao0 maximos. [

Esse resultado pode ser generalizado para redes com duas cores, considerando que
o fluxo nos arcos de cor 1 é igual a A, e nos de cor 2 € k), para um inteiro positivo k.

5. Consideracoes Finais

Pela reducao apresentada no Teorema 3.1, observa-se que o problema proposto é
NP-Completo mesmo para redes definidas em digrafos aciclicos e planares. Uma linha
natural de pesquisa futura € investigar a existéncia de algoritmos aproximativos para o
mesmo. Considerando que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial para
fluxos uniformes em digrafos com duas cores, um préximo passo pode ser investigar a
complexidade do mesmo problema, considerando trés cores.
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