Novos resultados sobre coloracao de arestas em grafos split:
grafos split minimamente 3-admissiveis
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Resumo. A classificacdo dos grafos split quanto a coloracdo de arestas é um
problema em aberto hd décadas. Recentemente, utilizamos a particdo em sub-
classes provida pelo PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE para grafos split e
classificamos grafos split com o(G) = 2, restando, portanto, classificar os
grafos com o = 3. Neste trabalho, damos um novo passo em dire¢cdo a esta
classificagdo considerando grafos split com 0 = 3 obtidos a partir da adi¢cdo
de um vértice de grau 2 a um grafo split com o(G) = 2, grafos esses que cha-
mamos de grafos split minimamente 3-admissiveis. Além disso, apresentamos
um algoritmo eficiente para a coloracdo dos grafos que sao Classe 1.

Abstract. The classification of split graphs according to edge coloring has been
an open problem for decades. Recently, we used the partition into subclasses
provided by the t-ADMISSIBILITY PROBLEM for split graphs and classified split
graphs with o(G) = 2, remaining, therefore, to classify the graphs with o(G) =
3. In this work, we take a new step towards this classification considering split
graphs with o(G) = 3 obtained from the addition of one vertex of degree 2
to a split graph with o(G) = 2, which we call minimally 3-admissible split
graphs. Furthermore, we present an efficient algorithm to color graphs which
are Class 1.

1. Introducao

Uma coloragdo de arestas é uma atribuicao de cores ou rétulos ao conjunto de arestas de
um grafo G = (V| E). Esta coloragdo ¢ dita propria se arestas vizinhas (incidentes no
mesmo vértice) recebem cores distintas. Dizemos que um grafo € k-aresta-colorivel se é
possivel colorir seu conjunto de arestas, propriamente, utilizando % cores distintas. O me-
nor numero de cores necessdrias para colorir as arestas de um grafo é chamado de indice
cromético e é denotado por x'(G). O PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS consiste
em determinar o indice cromdtico de um grafo. E direto verificarmos que um limitante in-
ferior para o indice cromdtico de um grafo € o valor de seu grau maximo A(G). Em 1964,
Vizing demonstrou que um limitante superior para o indice cromético de um grafo G é o
valor A(G) + 1 [Vizing 1964]. Desta forma, foi possivel particionar todo o universo dos
grafos em duas classes: grafos que admitem uma colorag@o de arestas prépria com A(G)
cores, estes sendo chamados Classe 1, e grafos tais que A(G) cores ndo sao suficientes
para colorir seus conjuntos de arestas, necessitando entdo de A(G) + 1 cores, estes sendo
chamados de Classe 2. A partir deste resultado, 0 PROBLEMA DA CLASSIFICACAO foi



introduzido na literatura. Neste desejamos responder a seguinte pergunta: dado um grafo
G, este grafo € Classe 1?7

O PROBLEMA DA COLORACAO DE ARESTAS € extremamente desafiador e pro-
vado NP-completo no caso geral [Holyer 1981]. Para algumas classes de grafos como:
grafos bipartidos [Garey e Johnson 1979] e grafos exoplanares [Johnson 1987]. Entre-
tanto, existem classes para as quais este problema esta em aberto, como € o caso da classe
dos grafos split. Um grafo G = ((X,Y), F) é dito split se seu conjunto de vértices pode
ser particionado em uma clique X e um conjunto independente Y. Existem alguns re-
sultados parciais a respeito da coloracao de arestas dos grafos split na literatura. Chen et
al. [Chen et al. 1995] mostraram que todo grafo split com grau maximo impar € Classe 1,
e Almeida [Almeida 2012] também exibe uma condig¢ao suficiente para grafos split serem
Classe 1. Além disso, alguns resultados para classes de interse¢ao envolvendo grafos split
também sao conhecidos [Ortiz et al. 1998, Gonzaga 2021]. Mas a pergunta que surge é: o
que falta para resolvermos completamente o problema da coloracao de arestas nesta classe
de grafos? Neste trabalho, apresentamos uma abordagem diferente para este estudo uti-
lizando um segundo problema: o PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE. Este problema
tem como objetivo: dado um grafo conexo G, obter uma arvore geradora 7' de G na
qual a maior distancia entre vértices adjacentes em G é menor ou igual a t em 7". Neste
caso, dizemos que arvore 7' € uma arvore t-geradora e se G admite tal arvore, G € dito
t-admissivel, onde t é o fator de extensao associado a arvore. O menor dentre todos os fa-
tores de extenséo de um grafo G é chamado de indice de extensdo e é denotado por o (G).
O PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE foi introduzido por Cai e Corneil em 1995 em
seu trabalho intitulado Tree Spanners [Cai e Corneil 1995]. Neste trabalho, os autores de-
monstram que, para valores de t < 2, 0 PROBLEMA DA t-ADMISSIBILIDADE tem solugdo
em tempo polinomial, enquanto que para ¢t > 4, o problema é NP-completo. Resta entdo
sabermos verificar a 3-admissibilidade de um grafo, mas este é um problema que estid em
aberto. Todavia, conhecemos algumas classes de grafos que sdo 3-admissiveis, como &
o caso da classe dos grafos split. Mais ainda, utilizando o critério da ¢t-admissibilidade,
conseguimos particionar a classe dos grafos split em trés subclasses: grafos split com
o(G) = 1, 2 ou 3. Neste trabalho realizamos a coloragdo das arestas de uma subclasse
dos grafos split cujo o(G) = 3, os grafos split minimamente 3-admissiveis.

2. Preliminares

Considerando as trés subclasses mencionadas na Secao 1, temos o seguinte estado da arte
para 0 PROBLEMA DA CLASSIFICACAO: grafos split com o(G) = 1 sdo Classe 1, pois
sdo arvores [Cai e Corneil 1995]. Recentemente, classificamos a classe dos split com
o(G) = 2 [Couto et al. 2023] usando como ferramentas os resultados apresentados no
Teorema 2.1 e na Proposicao 2.1.

Teorema 2.1 ([Couto e Cunha 2020]). Seja G = ((X,Y), E) um grafo split tal que Yy €
Y,d(y) > 1. Entdo o(G) = 2 se, e somente se, G tem um vértice universal.

Proposicao 2.1 ([Coutoetal. 2023]). Se G = (V,E) é um grafo simples e
P ={v € V]dv) = 1}, entdo, o(G) = o(G[V \ P]).

De acordo com a Proposi¢ao 2.1, a remocao de vértices de grau 1, os quais cha-
maremos de pendentes, de um grafo, em particular de um grafo split, ndo altera seu indice
de extensdo. Esta remocao de vértices pendentes é denominada pré-processamento. Ou-
tras defini¢des importantes para este trabalho sdo as defini¢cdes de grafo sobrecarregado,



subgrafo-sobrecarregado e vizinhanga-sobrecarregado. Um grafo G € dito sobrecarre-
gado se |E| > A(G).|5]. Mais ainda, um grafo G € dito subgrafo-sobrecarregado se se
existe um subgrafo H C G tal que A(H) = A(G) e H é sobrecarregado. Além disso, se
H ¢ induzido por um vértice v tal que d(v) = A(G) e por todos os seus vizinhos, entdo
G € dito vizinhanga-sobrecarregado.

Teorema 2.2 ([Couto et al. 2023]). Seja G = ((X,Y), E) um grafo split com o(G) = 2.
G é Classe 2 se, e somente se, G é vizinhanga-sobrecarregado.

Para colorir os grafos split com o(G) = 2 que sao Classe 1, apresenta-
mos um algoritmo eficiente [Couto et al. 2023] que estende a coloracdo das arestas
do grafo pré-processado para o grafo inteiro. A coloragdo do grafo pré-processado,
que possui vértice universal [Couto e Cunha 2020], é feita utilizando os resultados de
[Plantholt 1981, Behzad et al. 1967], apresentados a seguir.

Teorema 2.3 ([Plantholt 1981]). Seja G = (V, E) um grafo. Se |V| é impar e G tem um
vértice universal, entdo G ¢é Classe 2 se, e somente se, G é subgrafo-sobrecarregado.

Teorema 2.4 ([Behzad et al. 1967]). Seja G = (V, E) um grafo. Se |V
vértice universal, entdo G é Classe 1.

é par e G tem um

Para finalizar o problema da classificacdo em grafos split, resta, portanto, o estudo
dos grafos split com o(G) = 3. Segue do Teorema 2.1 e da Proposi¢ao 2.1 que estes
grafos sdo caracterizados de acordo com o Corolério 2.1.

Corolario 2.1. Seja G um grafo split e P seu conjunto de pendentes. Entdo o(G) = 3 se,
e somente se, VG \ P] ndo possui vértice universal.

Chamamos de grafo split minimamente 3-admissivel um grafo split com o(G) = 3
obtido a partir de um grafo split com o (G) = 2 pela adi¢do de um unico vértice de grau 2.
Decorre do Teorema 2.1 e da Proposicao 2.1 o seguinte resultado sobre o reconhecimento
destes grafos.

Corolario 2.2. Um grafo split G = ((X,Y), E) é minimamente 3-admissivel se, e so-
mente se, existe um vértice x € X adjacente a todos os vértices v € Y a menos de
pendentes e exatamente um vértice de grau 2.

3. Classificando grafos split minimamente 3-admissiveis

Teorema 3.1. Seja G' um grafo split minimamente 3-admissivel obtido pela adigdo do
vértice v ao grafo split G com o(G) = 2. Entdo G’ é Classe 2 se, e somente se, G é

Classe 2.
A demonstracdo do Teorema 3.1 decorre do fato de que € possivel estender a

coloragdo do grafo G com o(G) = 2 para o grafo G’ minimamente 3-admissivel. O
algoritmo que colore os grafos que sdo Classe 1, utiliza o Procedimento 1, que analisa
conflito de cores em F(G’) \ E(G). Uma cor é dita uma cor faltante em um vértice v
se ¢ utilizada na coloracdo das arestas de um grafo (&, mas nao esta presente nas arestas
incidentes a v. Note que, para colorir (G, sdo usados as técnicas de Plantholt ou de Behzad,
de acordo com a paridade de A(G).



Observacao 3.1. Se G’ é um grafo split pré-processado minimamente 3-admissivel ob-
tido a partir do grafo split G com o(G) = 2, entdo, A(G') = A(G). Caso contrdrio,
o(G) = 2.

Quando A(G’) é impar, G ¢é colorido pela técnica de Behzad e G e G’ sdo
Classe 1 [Behzad et al. 1967]. Entretanto, quando A(G’) é par, utilizamos a técnica de
Plantholt e temos que analisar alguns casos. Plantholt mostra que é possivel particionar
o conjunto dos vértices do grafo em duas partes L e R, onde R € uma clique de tama-
nho # e L induz um subgrafo ndo sobrecarregado. Um destaque importante acerca
do resultado de Plantholt, é que as arestas de G[L| e G|R)] sdo coloridas com 0 mesmo
conjunto de cores, e G[R] usa uma cor a menos quando |R| é par. As arestas entre as
partes sao coloridas com outras # cores. Quando esta técnica € utilizada para colorir
E(G), analisamos trés casos para colorir £(G’): quando os vizinhos de v estdo ambos em
R, ambos em L, ou um em R e outro em L. Note que, quando | R| é impar, o caso em que
ambas as arestas sdo incidentes na parte R € imediato, pois utilizamos as cores faltantes

de cada vértice, que sdo, por sua vez, distintas [Behzad et al. 1967].

O Procedimento 1 fornece uma coloracdo aos grafos minimamente 3-admissiveis
que sdo Classe 1. Este procedimento recebe como entrada G’ obtido a partir de G pela
adigdo do vértice v e das arestas av e bv. Consideremos que j € a cor faltante em G|R]
quando |R| € par e que a cor faltante nos vértices a e b é sempre a mesma. E finalmente,
uma aresta denotada por 7/ € uma aresta com um extremo na parte 12 e outro na parte L.

Procedimento 1 Procedimento de analise de conflito de cores faltantes
: Se A(G) € par, entdo
Se | R| é par, entdo
Seaoub e Rentio (S.PG.b € R)

1
2
3
4 av(cor] < j; bv[cor] <= bd[cor], d € R; bd|cor] < j
5: Sendo, seja ¢ a cor faltante comumaa e b

6 Se i # j, entdo

7 Trocar cada cor i em F(G|[R]) pela cor j
8 av|cor] < i; bv[cor| < bl[cor]; bl[cor] + i
9: Se |R| é impar e 7 a cor faltante comum a a e b, entdo
10: SeacLebe R

11: Trocar cada cor i em E(G[R]) por cor k e vice-versa, k # i

12: av|cor| « i;bv[cor] < k

13: Seaebe L

14: Se existe r € RN N(b) tal que i seja cor faltante de r, entdo

15: av|cor| < i; bv[cor] < br|cor]; brlcor] < i

16: Sendo

17: Trocar cada cor i em F(G[R]) por cor k e vice-versa, k # i
18: avcor| < i; bv[cor] < br|cor]; brlcor] < i

O algoritmo completo consiste entao de trés etapas. A primeira delas € a coloragao
das arestas do grafo pré-processado através das estratégias de Plantholt ou Behzad. A
segunda etapa consiste na andlise de conflito, se necessdria, descrita pelo Procedimento 1
e por fim, na terceira etapa é realizada a coloracdo das arestas dos vértices pendentes
exibida em [Couto et al. 2023].
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