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Coloracao caminho nao repetitivo de ladders circulares *
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Abstract. Fix a coloring c: V(G) — N of the vertices of a graph G and let
W = vy .- vy, be a path in G. We say that W is repetitive (with respect to c) if
c(v;) = c(viy,) for every i € [r|. Finally, we say that c is a path-nonrepetitive
coloring of G if there is no repetitive path in G, and we denote by w(G) the
minimum number of colors in a path-nonrepetitive coloring of G. We study the
path-nonrepetitive chromatic number of circular ladders. The k-circular ladder
CLy is the graph obtained from two copies vy - - - vgv; and uy - - - uguy of the
cycle of order k by adding the perfect matching {v;u; : i € [k|}. In this paper,
we show that if k is even and k > 36, then m(C'Ly) = 5.

Resumo. Fixe uma coloracdo c: V(G) — N dos vértices de um grafo G e
seja W = vy ---vy. um caminho em G. Dizemos que W ¢é repetitivo (com
respeito a c) se c¢(v;) = c(viy,) para todo i € [r]. Finalmente, dizemos que c
€ uma coloragcdo caminho nio-repetitiva de G se ndo existe caminho repetitivo
em G, e denotamos por w(G) o menor nimero de cores em uma colora¢do
caminho ndo-repetitiva de G. Nos estudamos o niimero cromdtico ndo repetitivo
de ladders circulares. O k-ladder circular C'Ly, é o grafo obtido de duas cdpias
vy UV e Uy - - upuy do ciclo de ordem k pela adi¢do do emparelhamento
perfeito {vyu; : i € [k]}. Neste artigo, mostramos que se k é par e k > 36,
entdo w(C'Ly) = b.

1. Introducao

Seja k um inteiro positivo, definimos [k] = {1,...,k}. Um caminho em um grafo G é
uma sequéncia de vértices v; - - - v, de G tal que v;v;11 € E(G), paratodo i € [n — 1],
e v; # vj;, paratodo ¢ # j. Um ciclo em um grafo G' € uma sequéncia de vértices de
vy - - - vpvy de G tal que vv; 1 € E(G) paratodo i € [n— 1], v,v; € E(G) e v; # v; para
todo ¢ # j. Denotamos por P, (resp. C,,) o caminho (resp. ciclo) com n vértices. Dada
uma coloragio ¢: V(G) — [k], dizemos que um caminho P = vy - - - vy, € repetitivo
se c(v;) = c¢(viy,) para todo i € [r], e dizemos que ¢ é uma coloragdo caminho ndo
repetitiva se nenhum caminho de G € repetitivo (com respeito a ¢). O niimero cromdtico
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Finance Code 001. F. Botler is supported by CNPq (423395/2018-1 and 304315/2022-2), FAPERJ (211.305/2019 and 201.334/2022)
and CAPES-PRINT (88887.695773/2022-00) and UFRJ (23733). W. Lomenha is partially supported by CNPq (140654/2021-6).
FAPER]J is the Rio de Janeiro Research Foundation. CNPq is the National Council for Scientific and Technological Development of
Brazil.
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caminho ndo repetitivo de GG, denotado por 7(G), é o menor inteiro k tal que G admite
uma coloragdo nio repetitiva c: V(G) — [k]. Note que toda coloragdo caminho nao
repetitiva ¢ de G é uma coloragdo prépria, pois se vu € E(G), entdo vu ndo é um caminho
ndo repetitivo e, portanto, c¢(v) # c(u).

Em 1906, Thue provou que existem sequéncias ndo repetitivas arbitrariamente
longas com trés simbolos [Thue 1906], i.e., sequéncias aj - - - a, tais que a; € {1,2, 3}
para todo i; e para todos j,t € [n], com j + 2t < n, temos a;i1aj42- - Aj1r F
Qj 1141054241 - - - Gjyor. Isso implica que, w(P,) = 3, para todo n. Apesar disso, o conceito
de coloracdo caminho nao repetitiva foi introduzido apenas em 2002 por Alon, Grytc-
zuk, Hatuszczak, e Riordan [Alon et al. 2002] que provaram que para todo grafo G' que
7(G) < CA(G)?, em que A(G) denota o grau méximo de G e C' = 2¢'% + 1. Coloragdes
nao repetitivas um pouco mais gerais receberam atencao recentemente devido a um tra-
balho de Rosenfeld [Rosenfeld 2020]. Para classes mais restritas de grafos, Wood provou
que se G é um grafo cibico, entdo 7(G) < 19 [Wood 2021], e Currie [Currie 2002]
provou o seguinte resultado para ciclos.

Teorema 1 (Currie, 2002). Seja n > 3 um inteiro positivo. Entdo

4 10,14, 1
W(Cn):{ , sen € {5,7,9,10,14, 17}

3, caso contrdrio

Dado um inteiro positivo k, o grafo ladder circular de ordem k ou k-ladder cir-
cular, denotado por C'Ly, é o produto cartesiano de C';, e K5. Em outras palavras, C'Ly,
¢ o grafo cuibico obtido da unido disjunta de duas copias de Cj, digamos vy - - - viv; €
uy - - - uguy adicionando o emparelhamento perfeito {v;u;: ¢ € [k]}. Neste artigo prova-
mos que 7(C'Ly) = 5 sempre que k é par e k > 36. Mais precisamente, provamos o
seguinte resultado.

Teorema 2. Se k > 8 é um inteiro par tal que w(Cy2) = 3, entdo m(C'Ly) = 5.

A prova do Teorema 2, esta dividida em trés proposicdes (Proposi¢ao 3-5) que sao
apresentadas na Se¢do 2. Na Sec¢do 3 discutimos trabalhos futuros. Devido a limitacdes
de espago, omitimos a prova da Proposicao 4.

2. Prova do Teorema 2

Nesta secdo, provamos o Teorema 2. Primeiramente, mostramos o limitante inferior
(Proposigdes 3 e 4), que vale para todo k > 7.

Proposicao 3. Se k > 3 entdo n(C'Ly) > 4.

Demonstracdo. Seja k como no enunciado, G = C'Ly e seja uy - - - upy € vy - - - Vg
como acima. Lembre-se que w4 - - - ugpu; € vy - - - vxv; formam ciclos disjuntos. Suponha
por contradicdo que G possui uma coloragdo caminho nao repetitiva ¢ com trés cores.
Tome n € [k| e suponha que ¢(v,) = 1. Note que como temos apenas trés cores, pelo
menos dois vizinhos de v,, possuem a mesma cor. Por simetria, supomos que ¢(v,,_1) = 2
e 2 € {c(uy), c(vy41)}. Primeiramente, suponha que c(u,,) = 2. Seja u € {up_1, Upt1}-
Como ¢ é prépria, temos c(u) # 2. Se ¢(u) = 1, entdo v, _jv,u,u é repetitivo pois
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induz a sequécia 2121. Entdo podemos supor que c¢(u,_1) = ¢(u,+1) = 3, mas entdo
Un—1Un_1UnUn 1 € repetitivo, pois induz a sequéncia 2323. Logo, temos c(u,,) # 2, i.e.,
c(un) = 3, e que ¢(v,41) = 2. Como c é prépria, temos que c¢(u,—1) = 1, mas entdo
Up_1Un_1Un U, € Tepetitivo pois induz a sequéncia 1212. O

De forma semelhante, porém com uma andlise de casos mais detalhada e, portanto,
mais longa, podemos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 4. Se k > 7 entdo m(C'Ly) > 5.

No que segue, provamos o limitante superior.
Proposicdo 5. Se k > 8 é um inteiro par tal que w(Cy2) = 3, entdo w(CLy) < 5.

Demonstragdo. Seja k como no enunciado. Pela natureza ciclica deste problema, quando
necessario, as operagdes nos subindices sdo tomadas médulo £ ou médulo k/2. Seja
C /2 = WiWa « - WEW). Como 7(Cl /2) = 3, podemos fixar uma coloragdo caminho nao-
repetitiva f: V/(Cy/2) — {0,1,2}. Agora, lembre-se que C'L;, é composto de dois ciclos
disjuntos O = vy - - - vxvy € I = uy - - - upu,. Entdo definimos uma coloragdo ¢ de C'Ly da
seguinte forma.
(r) = flwip) se z ?Par, e clu) = f(wi2) +1 (mod 3) se z ?Par,

3 se ¢ € impar, 4 se ¢ € impar.

Nao € dificil ver que pela construcao de c, se P = x; - - - z9; € um caminho intei-
ramente contido em O ou inteiramente contido em /, entdo P define um caminho P’ em
C}/2 de tal forma que P € repetitivo com respeito a c se e somente P’ € repetitivo com
respeito a f. Como f € uma coloragcdo nao-repetitiva, entdo P nao € repetitivo. No que
segue, analisamos caminhos que possuem vértices tanto em O quanto em /.

Seja P = x7 - - - x5, um caminho repetitivo em C'L; com o menor comprimento
possivel. Observe que se para algum [ < t — 3 e i € [k] temos que z;x; 12190143 =
VUi 1 Ui 11U, OU seja, se em algum momento P, = x1---x; estd em O e passa para [
e segue na “direcdo contrdria”, entdo a sequéncia de cores c(v;)c(viy1)c(uirs)e(u;) €
{0341, 1342,2340, 3014, 3124,3204}. Em particular, a reciproca é verdadeira: se
c(x))e(zpr)e(za)c(zys) € {0341, 1342,2340,3014, 3124, 3204}, entdo v;v;11uU;11U;
ocorre em P, para algum ¢ € [k]. Isso também implica que & 1@ 1%1142T 11143 =
VjUj+1Uj41u; para algum j € [k, mas entdo xq - - - 2yXy4g - - Tppi Lyt - - Top € UM Ca-
minho repetitivo com 2¢ — 4 vértices, uma contradicdo a minimalidade de P. Entio
V;V;11Ui11u; ndo pode ocorrer em P; para nenhum i € [k|. Analogamente, verificamos
que as sequéncias de vértices do tipo v; 4 1V;U; Uit 1, Uit 1Vi11V; € Ui U;V;0; 11 NA0 podem
ocorrer em Py para nenhum i € [k].

Assim, podemos concluir que P, = @)1 --- (s em que (); € um caminho (com
pelo menos dois vértices, com excecdo de ()1 e ()5, que podem ter apenas um vértice)
inteiramente contido em O ou inteiramente contido em I, e os indices dos vértices de O ou
I ocorrem para todo ¢ € [s] sempre de forma crescente, ou sempre de forma decrescente.
Em outras palavras, P, € um caminho que segue sempre na dire¢do horaria ou sempre
na direcdo anti-horaria. Além disso, P> = 11+ Xy = Qg1 - -+ Qs SEgUE 2 Mesma
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direcdo de Py, e (), s estd inteiramente contido em O se e somente se (); estd inteiramente
contido em O. Entdo, no que segue, assumimos, sem perda de generalidade, que P e,
consequentemente, P, e P, percorrem C'Lj, na dire¢do horéria.

Consideremos a projegdo p: V(CLy) — V(O) dada por p(v;) = p(u;) = v;
para todo ¢ € [k], que estendemos aos caminhos em CL; de forma natural, i.e.,
p(r122 -+ - 2¢) = p(x1)p(x2) - - - p(z¢). Como P percorre C'Ly, na direcdo hordria, p(P)
€ um caminho levemente preguicoso, 1.e., uma sequéncia de vértices na qual um vértice
pode ocorrer no maximo duas vezes, e no caso em que ocorre duas vezes, tais ocorréncias
sdo consecutivas, e dois vértices consecutivos distintos devem ser adjacentes. Observe
que cada ocorréncia dupla de um vértice em p(P) ocorre precisamente quando P passa
de vértices em O para vértices em [ ou de vértices em [ para vértices em O; e que
ocorréncias duplas em P; ocorrem na mesma posi¢do que ocorréncias duplas em Ps.

Agora note que se (); estd inteiramente contido em O, entdo a sequéncia de cores
de p(Q;) é precisamente a sequéncia de cores de ();; e se (); estd inteiramente contido em
I, entdo a sequéncia de cores de p(();) é obtida da sequéncia de cores de (); ao substi-
tuirmos 0 por 2, 1 por 0, e 2 por 1, i.e., ao substituirmos z por z — 1 (mod 3), e 4 por 3.
Em particular, temos que como as sequéncias de cores de (); e de (), sdo iguais, entdao
a sequéncia de cores de p(Q;) e de p(Q;+s) sdo iguais, e, portanto, a sequéncia de cores
de p(P) é repetitiva. Mas entdo o caminho obtido de P ao substituirmos cada ocorréncia
dupla de um vértice por uma ocorréncia simples ¢ um caminho repetitivo em O, uma
contradicao. [

3. Conclusao e trabalhos futuros

Neste artigo provamos que 7(C'Ly) = 5 para muitos valores de k. Pretendemos estender
os resultados deste artigo para todo k. No caso em que k € pequeno, em especial k£ < 35,
tal tarefa deve empregar o uso de computadores; e no caso em que k € impar, devemos
explorar variagdes da coloracdo apresentada acima.

Este trabalho faz parte de um projeto a respeito de coloragdes nio repetitivas
de classes especiais de grafos em que estudamos variacdes de coloragdes caminho ndo
repetitivas em caminhos, ciclos, ladders circulares, e grafos de Petersen generaliza-
dos, assim como problemas extremais envolvendo nimeros cromdticos ndo repetitivos
(veja [Botler et al. 2022]).
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