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Abstract. Fullerene graphs are cubic, planar, 3-connected with girth of size 5.
A coloring c: V(G) — {1,...,k} is a distance-2 coloring if c(u) # c(v) for
all u,v € V(Q) such that dist(u,v) < 2, where dist(u,v) denotes the usual
distance between u and v. We define xo(G) to be the smallest value of k for
which there exists a distance-2 coloring. In this work, we prove that x2(G) =5
for a subclass of fullerene graphs.

Resumo. Grafos fulerenes sdo grafos cuibicos, planares, 3-conexos com cin-
tura de tamanho 5. Uma coloracdo c¢: V(G) — {1,...,k} é uma colora¢do
distancia-2 se c(u) # c(v) para todo u,v € V(QG) tal que dist(u,v) < 2, onde
dist(u,v) denota a distdncia usual entre u e v. Definimos x2(G) como sendo
o menor valor k para o qual existe uma coloragdo distdncia-2. Neste trabalho,
provamos que Xo(G) = 5 para uma subclasse de grafos fulerenes.

1. Introducao

Os grafos fulerenes sdao grafos cubicos, planares e 3-conexos, contendo faces de taman-
hos 5 e 6, chamadas de faces pentagonais e hexagonais, respectivamente. Por meio da
Relacao de Euler, pode-se concluir que todos os grafos fulerenes possuem exatamente 12
faces pentagonais € um numero arbitrario, diferente de 1, de faces hexagonais. Os grafos
fulerenes com simetria icosaedral, denotados por GG; j, com 0 < ¢ < je j # 0, foram
introduzidos por Andova e Skrekovski [Andova and Skrekovski 2013] em 2013.

Definicao alternativa Definimos 7; como sendo a imersdo de um tridngulo de
lado ¢ e seus iy tridngulos interiores em uma grade triangular. Definiremos Gy ; com
base em seu dual Gg ;. Teremos que Gg; € o icosaedro. Considere a subdivisdo de
cada tridngulo em Gy ; em ¢ arestas. Para cada K3; adicionaremos uma copia de 7j_o e
formaremos um Tj. Esse grafo serd Gp ;. Observe que cada vértice de grau 5 em Gg ;
esta a uma distancia j de exatamente outros 5 vértices de grau 5. Note que ha apenas
um caminho entre duas faces pentagonais em G ;. Para mais informacdes sobre grafos

*O presente trabalho foi realizado com apoio do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico — Brasil —
CNPq. W. Lomenha ¢ parcialmente financiado pelo CNPq (140654/2021-6).



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

IS

1

42

43

fulerenes, recomendamos ao leitor [Nicodemos 2017], [Nicodemos and Stehlik 2016] e
[Andova et al. 2012].

Dado um grafo G, dizemos que a coloragdo c¢: V(G) — {1,...,k} é uma
coloracdo distancia-2 se c(u) # c(v) para todo u,v € V(G) tal que dist(u,v) < 2,
onde dist(u,v) denota a distncia usual entre u e v, ou seja, o caminho de menor com-
primento que conecta u € v em (G. Em outras palavras, ¢ € uma coloracio distancia-2 se
c(u) # c(v) sempre que uv € E(G) ou u e v possuem um vizinho em comum. O niimero
cromdtico distdncia-2 de GG, denotado por x2(G), é definido como o menor inteiro £ no
qual G admite uma k-coloragao distancia-2. Em 1977, Wegner [Wegner 1977] provou
que se G € cuibico e planar, entdo x»(G) < 8 e conjecturou que xo(G) < 7 para todo
G cubico e planar; em 2016, Hartke et al. [Hartke et al. 2016] provaram a conjectura de
Wegner e conjecturaram que se GG € um grafo cubico, planar e 3-conexo ou que nio pos-
sui face pentagonal, entdo x2(G) < 6; em 2021, Feder et al. [Feder et al. 2021] provaram
uma versdo mais fraca da conjectura de Hartke et al. que x»(G) < 6 para todo grafo
cubico, planar e bipartido. Neste artigo, abordamos especificamente os grafos fulerenes
com simetria icosaedral Gy ;, com j > 0. Demonstramos que XQ(G072j+1) = 5, para todo
J = 0.

2. Coloracao distancia-2 de fulerenes com simetria icosaedral G 21

Dado um grafo G ; com j > 0, e c uma coloragdo distancia-2, temos c(u) # c(v) para
todo u,v € V(G ) no qual dist(u,v) < 2. Isso implica que x2(Gy ;) > 5, pois C5 C
G. Nesta se¢do vamos provar que esse limitante € justo para todo G241 com j > 0.
Para isso, apresentamos uma 5-coloragdo distancia-2 do grafo G 1, o dodecaedro (veja a
Figura 1). Essa coloragdo serd utilizada para colorir recursivamente os proximos membros
da familia G ;41 com j > 0.

Figure 1. 5-coloracao distancia-2 do fulerene G| ;.

No que segue, mostramos o resultado principal dessa secdo. Para isso, primeiro
caracterizamos as faces hexagonais nos grafos GG ;. Uma face hexagonal € dita radial, se
estd contida no caminho que dista 7 unidades entre as faces pentagonais, caso contrario,
a chamamos de face hexagonal ndo radial.
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Teorema 1. Se G ¢é o grafo fulerene com simetria icosaedral Gy 241 com j > 0, entdo
X2(Gozj1) = 5.

Proof. A prova segue por inducdo. Inicialmente, suponha que j = 0. Neste caso, a 5-
coloragdo de (G ; segue dada pela Figura 1. Quando j > 0, a identificac@o da coloragio
entre Gp2j_1 € Go2j11 segue da seguinte forma: Seja C' = wjus - - - usuy (resp. C' =
V1V - - - U5v1) O pentdgono central de G oj_;1 (resp. Go2;41). Colorimos os vértices de
C" da seguinte forma, c¢(v;) = c(u;) para todo i € [5]. Seja e = ujuy (resp. € = vivy),
note que pela definicdo de G ;1 (resp. G 2j41) existe um pentdgono que dista 2j — 1
(resp. 27 + 1) unidades partindo na dire¢@o de e (resp. €’), denote por P (resp. P’) essa
face pentagonal. Colorimos os vértices de P’ da mesma forma que estdo coloridos os
vértices de P. Analogamente, podemos repetir esse processo para todos os pentdgonos
de Go2;+1. Além disso, iremos reproduzir a coloragdo dos hexdgonos que distam até j
unidades ao redor de cada pentdgono (Figura 2 exibe uma 5-coloragao distancia-2 parcial
do G 5 obtida da 5-coloragdo distancia-2 do G 3 replicando a colorag@o dos pentdgonos
correspondentes e dos hexdgonos que distam 1 unidade dos pentdgonos).

Figure 2. 5-coloracao distancia-2 parcial do Gy, 5.

Observe que, ao identificarmos a colorag¢@o da vizinhanga de distancia j de G 21
em G 2,41, teremos sempre pelo menos duas faces hexagonais que ndo estdo completa-
mente coloridas no menor caminho entre duas faces pentagonais. Isso ocorre porque, ao
colorirmos j faces hexagonais adjacentes as faces pentagonais, no menor caminho entre
duas faces pentagonais, teremos 2 faces hexagonais coloridas. Dessa forma, restam ape-
nas duas faces hexagonais nao totalmente coloridas nesses caminhos. Portanto, a distancia
entre quaisquer dois vértices coloridos que estdo na vizinhanga de pentdgonos diferentes
serd pelo menos 4, o que mantém a coloracdo distancia-2.

Seja F' a face pentagonal central ¢ F” uma face pentagonal que dista j unidades
de F' e seja ep = ujug € epr = v1v9. Note que, pela pré coloracdo de Go;_1, temos que
c(ur) = e(vy) e e(ug) = c(vy). Seja @ (resp. Q') o caminho de menor comprimento
entre u; e vy (resp. us e v). Temos que |Q| = |Q'| = 4j possuem comprimento par.
Os extremos de @ e Q' ja estdo coloridos, pois fazem parte dos vértices dos pentdgonos
e os vértices a distincia j de uy,v1 € Q € uz, vy € Q' também estardo coloridos pela pré
coloragdo. Colorimos alguns vértices nio coloridos de () e )’ alternadamente pulando
sempre um vértice no caminho utilizando as cores dos extremos utilizados em ey (veja a
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Figura 3). Dessa forma, todo hexdgono radial contém dois vértices ainda ndo coloridos,
tais vértices serdo coloridos na coloragdao dos hexdgonos nao radiais.

Seja H uma face hexagonal ndo radial, para todo u,v € H se dist(u,v) é impar,
entdo c(u) = c(v). Note que, toda face hexagonal ndo radial, serd colorida com 3 cores.
Ao final desse processo, todos os vértices nao coloridos nas faces hexagonais radiais serdo
coloridos. O

A Figura 3 exibe uma 5-coloragdo distancia-2 do G941 obtida através da
coloragdo do G 2,1 € do método descrito no Teorema 1. O vértice circulado por uma
linha tracejada em preto, sdo os vértices coloridos através do caminho de menor compri-
mento entre duas faces pentagonais e os circulados em preto, sdo os vértices coloridos
através da coloracgdo das faces hexagonais nao radiais.

Figure 3. 5-coloracéao disténcia-2 do G 2j1.

3. Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesse artigo n6s verificamos a conjectura de Hartke [Hartke et al. 2016] para a subfamilia
de fulerenes com simetria icosaedral G241 com j > 0. Em préximos trabalhos, pre-
tendemos explorar a técnica apresentada no Teorema 1 para a subfamilia de fulerenes com
simetria icosaedral G 2; com j > 1 e na subfamilia GG ;, com j > 1. Esperamos que tais
resultados possam ser estendidos para outros tipos de fulerenes, como os nanotubos, os
nanodiscos e os fuleréides.
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