As arvores caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade
nao possuem grau limitado
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Abstract. A chordal comparability graph G is a graph that is simultaneously
a chordal graph and a comparability graph, that is, every cycle in G of size at
least 4 has a chord and G admits a transitive orientation of its edges. Being a
chordal graph, every chordal comparability graph has a clique tree. We prove
the non-existence of an upper bound for the maximum degree of clique trees
of chordal comparability graphs. More specifically, we prove that for every
n > 3, there exists a chordal comparability graph RS, such that its clique
tree is unique and isomorphic to K ,. This result shows a contrast between
chordal comparability graphs and interval graphs, another important subclass
of chordal graphs, which always have a clique tree whose maximum degree is at
most 2.

Resumo. Um grafo G é cordal comparabilidade se é simultaneamente cordal
e de comparabilidade, ou seja, todo ciclo em G de tamanho pelo menos 4 pos-
sui uma corda e G admite uma orientacdo transitiva de suas arestas. Por ser
cordal, todo grafo cordal comparabilidade possui uma drvore caracteristica.
Provamos a inexisténcia de um limite superior para o grau mdximo de drvores
caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade. Mais especificamente, pro-
vamos que para todo n > 3, existe um grafo cordal comparabilidade RS,, tal
que sua drvore caracteristica é unica e isomorfa a K, ,. Este resultado apre-
senta um contraste entre os grafos cordais comparabilidade e os grafos de in-
tervalo, outra importante subclasse de grafos cordais, que sempre possuem uma
drvore caracteristica cujo grau mdximo é menor ou igual a 2.

1. Grafos cordais comparabilidade

As defini¢cdes e demonstracdes dos conceitos e resultados bdsicos menciona-
dos no texto podem ser encontradas nos livros [Branstddt et al. 2004, Golumbic 2004,
McKee and McMorris 1990].

Nesta secao, revisamos as definicdes e alguns resultados estruturais importantes
sobre as classes dos grafos cordais, de comparabilidade e cordais comparabilidade.



Definicao 1 Um grafo GG € cordal se todo ciclo de tamanho ao menos 4 em GG possui uma
corda, ou seja, uma aresta que une dois vértices ndo consecutivos do ciclo. Denotamos a
classe de todos os grafos cordais por Cordal.

Além de serem definidos por uma familia infinita de subgrafos induzidos proi-
bidos, os grafos cordais possuem vdrias caracterizagdes importantes. Em especial, para
todo grafo G, sdo equivalentes: (a) G € grafo cordal; (b) G € grafo de intersecdo de uma
familia de subarvores de uma arvore; (c) G possui uma drvore caracteristica T, i.e, uma
arvore 7 tal que V' (7T') € o conjunto das cliques maximais de G e para cada v € V(G)
o conjunto das cliques maximais que possuem v como elemento induzem uma subarvore
T, em T (cf. [McKee and McMorris 1990], p. 24; [Golumbic 2004], p. 92).

Definicdo 2 Seja (P, R) um conjunto parcialmente ordenado com P finito. O grafo de
comparabilidade de R é o grafo G, tal que, V(Gr) = P e para quaisquer z,y € V(GRg),
temos zy € F(GR) se e somente se x # y e (x,y) € Rou (y,z) € R. Um grafo G é de
comparabilidade se existe um conjunto parcialmente ordenado finito, tal que G € isomorfo
a Gr. Denotamos a classe de todos os grafos de comparabilidade por Comparabilidade.

Grafos de comparabilidade possuem uma caracterizacao por uma lista infinita de
subgrafos induzidos proibidos (cf. [W. T. Trotter 1992], p. 58) e ndo é conhecida uma
caracterizacao dos grafos de comparabilidade como grafos de interse¢do. Porém, de
acordo com a Defini¢cdo 2, um grafo G é de comparabilidade se e somente se G pos-
sui uma orientagdo transitiva O¢ de suas arestas, i.e., uma relacdo Og C V(G) x V(G)
tal que para todos u,v,w € V(G): se (u,v) € Og, entdo (v,u) ¢ Og e se (u,v) € Og
e (v,w) € Og, entdo (u,w) € Og. Provamos que esta caracterizagao alternativa acarreta
que um grafo GG é de comparabilidade se e somente se € o grafo de inclusdo de subestrelas
de uma estrela (cf. [McKee and McMorris 1990], p. 129). Uma prova desse resultado,
baseada na no¢ao de inclusao estrita, aparece em [Golumbic and Scheinerman 1989].

Definicao 3 Um grafo € cordal comparabilidade se €, simultaneamente, cordal e de
comparabilidade. Denotamos a classe de todos os grafos cordais comparabilidade por
Cordal comparabilidade.

Apesar da sua defini¢do natural e do seu interesse intrinseco — herdado das classes
Cordal e Comparabilidade — nao sdo conhecidos muitos resultados estruturais nao triviais
sobre Cordal comparabilidade. Em particular, os seguintes praticamente exaurem a lista
do que € conhecido:

1) Uma caracterizacgdo por subgrafos induzidos proibidos, herdada da definicao de
grafos cordais e da lista de subgrafos induzidos proibidos para os grafos de com-
parabilidade [Borie and Spinrad 1999].

2) A dimensao linear dos grafos cordal comparabilidade — i.e., o nimero minimo
de extensoes lineares do conjunto parcialmente ordenado que define o grafo, cuja
intersecdo € a ordem dada — € menor ou igual a 4 [Ma and Spinrad 1991].

3) A prova de que o limite superior acima € justo, no sentido de que existe um grafo
cordal comparabilidade cuja dimens@o linear € igual a 4 [Kierstead et al. 1992].

4) Uma caracterizagao algébrica dos grafos cordais comparabilidade, baseada no fato
que um grafo de comparabilidade GG é cordal se e somente se as multicadeias de
R de tamanho pelo menos 3 podem ser associadas, de uma maneira especifica, a
um ideal térico cuja base de Grobner € quadratica [Ohsugi and Hibi 2016].



Estes resultados deixam em aberto a procura por uma caracterizacdo combinatdria
(estrutural ou ndo) dos grafos cordais comparabilidade, assim como sua caracterizacao
como grafos de intersecao (de familias de conjuntos que possuem alguma estrutura adici-
onal).

2. Arvores caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade

Por ser cordal, todo grafo cordal comparabilidade possui uma arvore carac-
teristica. Nesta se¢do, provamos a inexisténcia de um limite superior para o grau maximo
das drvores caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade. Este resultado apresenta
um contraste entre os grafos cordais comparabilidade e os grafos de intervalo.

Definicao 4 Um grafo é de intervalo se € isomorfo ao grafo de interse¢do de uma familia
de intervalos da reta real. Denotamos a classe de todos os grafos de intervalo por Intervalo.

Duas das principais caracterizagdes dos grafos de intervalo sdo dadas a seguir.
Para todo grafo GG, as seguintes propridedades sdo equivalentes: (a) G € grafo de inter-
valo; (b) G é grafo cordal e seu grafo complemento é grafo de comparabilidade (i.e., de
cocomparabilidade). (c) as cliques maximais de G podem ser ordenadas linearmente de
maneira que, para cada v € V(G), as cliques maximais que possuem v como elemento
ocorrem consecutivamente na ordenacao das cliques (cf. [Branstidt et al. 2004], p. 50).

Pelo item (b), Intervalo = Cordal N Cocomparabilidade. Pelo item (c), um grafo G
¢ de intervalo se somente se G possui uma arvore caracteristica 7 que € um caminho, isto
€, tal que o grau maximo dos vértices de 7 € menor ou igual a 2. Como o nosso foco de
investigacdo estd na classe CordalN Comparabilidade, € natural perguntarmos se existe um
limite superior para o grau maximo de 7 quando G é um grafo cordal comparabilidade.

Que este limite ndo é 2 pode ser visto quando consideramos o grafo rising-sun,
RS, ilustrado na Figura 1 e suas cliques maximais: C; = {ay, vy, 02}, Co = {ag, v9,v3},
Cs = {ag, v3,v4}, C = {v1, v2,v3,v4}. Provamos que RS é cordal comparabilidade e que
a estrela [ 3, ilustrada na Figura 1, € a tnica dvore caracteristica de R.S.
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Figura 1. Grafo rising-sun e sua arvore caracteristica.

Nosso resultado principal €, a partir do rising-sun, definir uma classe de grafos
que mostra a ndo existéncia de um limite superior para o grau maximo das arvores carac-
teristicas dos grafos cordais comparabilidade.

Teorema 1 Para todo n > 3, existe um grafo cordal comparabilidade RS,, cuja arvore
caracteristica € unica e isomorfa a Ky ,,.



Dado n > 3, consideramos o grafo RS, ilustrado na Figura 2, e suas
cliques maximais: C; = {ai,v1,v2,...,00-1}, Co = {as,vo,v3,...,0,}, C3 =
{a3, U3, V4, - - - ;Un+1}, N S {an, Uny Ung1y - - - ,U2n—2} eC= {Ula V2, V3, . .. 7U2n—2}-
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Figura 2. Grafo RS, e sua arvore caracteristica.

Por construg¢do, R.S,, € cordal. Para provarmos que RS, é de comparabilidade,
exibimos uma orientagao transitiva O que pode ser resumida do seguinte modo: para a
clique maximal C, (v,, Vns1), (Vnat1, Vnt2), -« - (Van—2,v1), (V1,02), ..., (Vp_2,Up_1) €
O (as outras arestas de C estdo orientadas por transitividade); (a;,v;) € O para j €
{1,...,n—1};paracadai € {2,...,n — 1}, (a;,v;) € Oquando j € {i,...,n — 1} e
(vj,a;) € Oquando j € {n,...,n+1i—2}; (v;,a,) € Oparaj € {n,...,2n —2}.

Finalmente, a unicidade da estrela K ,, ilustrada na Figura 2, como arvore carac-
teristica de R.S,,, decorre do fato que, para todos 1 < i # j < n, se as cliques C; e C;
fossem adjacentes, existiria um ciclo na arvore caracteristica.
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