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Abstract. We studied the “2-neighbour bootstrap percolation” on n X n grids
starting from initially infected sets with size exactly n + 1. We show that the
minimum percolation time for n > 1, in this case, ism — 1 if n Z 3 (mod 4)
andn — 2 ifn =3 (mod 4).

Resumo. Estudamos o “2-neighbour bootstrap percolation” em grids n X n
partindo de conjuntos inicialmente infectados de tamanho exatamente n + 1.
Mostramos que o tempo minimo de percolagcdo para n > 1, neste caso, é n — 1
cason #3 (mod 4) en — 2 cason =3 (mod 4).

1. Introducao

A percolacdo bootstrap, sugerida pelos fisicos Chalupa, Leath e Reich em
[Chalupa et al. 1979], é um automato celular que modela a propaga¢ao de uma infecc¢ao
em um grid, G, por um dado conjunto de vértices inicialmente infectados, Ay. Fixados
r € Ne A, parat > 1, definimos A, = A, 1 U{v € V(G) : [N(v) N A_4| > 71},
onde N (v) é o conjunto de todos os vizinhos de v. Interpretamos A; como os infectados
até o tempo ¢. Definimos (Ay) como o conjunto dos vértices eventualmente infectados,
(Ap) = U, As. Dizemos que Ay percola o grid quando (Ay) = V(G).

Este modelo foi amplamente estudado tanto do ponto de vista pro-
babilistico (quando A, ¢é aleatério, veja [Balogh and Pete 1998, Pete 1997,
Balogh et al. 2012, Bollobés et al. 2014, Guggiola and Semerjian 2015]) como de-
terministico (veja [Balogh et al. 2010, Benevides and Przykucki 2015, Morris 2009,
Przykucki and Shelton 2020]), com perguntas sobre situagdes extremais. O caso em
que o universo € um grid n X n e r = 2 tem especial importancia dada a relacao
com problemas de Fisica-Matematica (veja [Chalupa et al. 1979, Adler and Lev 2003]).
Aqui, tratamos apenas deste caso. Porém, problemas de infeccdo ja foram estudados
com diferentes nomes (veja [Chen 2009, Bessy et al. 2019], em diferentes grafos
([Guggiola and Semerjian 2015, Riedl 2012]) com diversas regras de infeccdao (ver
[Benevides et al. 2021, Przykucki and Shelton 2020]).

No grafo grid n x n, detonado por [n]? onde [n] = {1,2,...,n}, cada vértice é
representado por um quadrado unitdrio e dois vértices sao considerados adjacentes se os
respectivos quadrados compartilham um lado.

Um problema folcldrico consiste em demonstrar que o menor nimero de vértices
em um conjunto Ay que percola [n]? é n. O truque consiste em, para cada Ay C [n]?, defi-
nir ¢(Ap) como o perimetro da figura formada pela unido dos quadrados que representam



os vértices de Ay e observar que ¢(A;) < ¢(A;_1) para todo t. Ademais, ¢({Ag)) = 4n
quando A, percola. Trivialmente também temos que ¢(A;) < ¢(A;—1) — 2 se algum
vértice de A; \ A;_; possuir (pelo menos) 3 vizinhos em A; ;e ¢(A;) < d(A;1) — 4 se
algum vértice de A; \ A;_; possuir 4 vizinhos em A, ;. Chamaremos isso de argumento
(ou lema) do perimetro.

Przykucki e Shelton [Przykucki and Shelton 2020] mostraram que em grids [n]¢ e
com r = d a quantidade minima de vértices em um conjunto que percola é n~!. Eles
também consideram o tempo minimo de percolagdo de um conjunto que usa a quantidade
minima de vértices. J4 o tempo maximo de percolacao de um conjunto qualquer em n X n
foi obtido em [Benevides and Przykucki 2015].

Dados n, ¢ naturais com ¢ > n, seja m(¢,n) o tempo minimo de percolacdo em
[n]? partindo de algum conjunto A, com ¢ vértices. Przykucki e Shelton provaram que
m(n,n) = n — 1. Aqui, consideramos o caso ¢ = n + 1:

Teorema 1.1. Sejamn € Ne A, C [n]? tal que (Ag) = [n]? e |Ag| = n + 1. Entdo

n—2, sen=3 (mod4),
m(n+1,n) =
n—1, sen#3 (mod 4).

Fixado um conjunto inicial A, que percola (que sera omitido da notagao por sim-
plicidade), para v € [n)?> denotamos por #(v) o tempo em que v foi infectado. Para
W C [n)? definimos ¢(W) como o tempo de infec¢do do dltimo vértice de W a ser
infectado.

2. Preliminares

Definicao 2.1. Sejam k € N e P = v,v;5... v, um caminho formado por vértices (dis-
tintos) em [n]?. Dizemos que P é um caminho de infec¢iio estrita quando v; ¢ Ay e
t(v;) > t(v;—1) paratodo i com 2 < ¢ < k. Note que isso quer dizer que no tempo #(v;_1)
o vértice v; € um vizinho nao infectado de v;_;.

Se a infe¢do iniciada por Ay tem um caminho P de infec¢do estrita com k vértices,
t(V(P)) > ke, portanto, Ay leva tempo pelo menos k para percolar. Com isso, a ideia da
prova do Teorema 1.1 é encontrar, para todo Ay, um caminho estrito de tamanho bom.

Defini¢do 2.2. Sejam v € [n|*, t € Ne k € {2,3,4}, dizemos que v é um knock-k
quando: v tem exatamente k vizinhos no grid e N(v) C Ayy). Veja que alguns dos
vizinhos de v podem ter sido infectados no mesmo instante que v.

Observagdo. Os vértices knock-2 sdo exatamente os quatro cantos do grid menos Aj.
O 1ltimo vértice de um caminho de infec¢do estrita maximal € sempre um knock-k.

Proposicao 2.3. Sejam ¢,k € N. Se vyvs...v; € um caminho em que todos os vértices
sdo infectados exatamente no tempo ¢, entdo ¢(A; 1) > ¢(A;) +2(k — 1).

Esboco da demontragcdo. Observe que para cada extremidade do caminho perdemos uma
unidade de perimetro e para cada vértice interno perde-se 2 unidades. [

Isso limita a quantidade de pares de vértices vizinhos infectados simultaneamente
no grid. Ademais:

Proposicio 2.4. Sejam k € {2,3,4},t € Ne v € [n]*. Se v é um knock-k e t(v) = t,
entdo ¢(Ar-1) > ¢(Ar) +2(k — 2).



Demonstragdo. Se v for um knock-2, nada ha a fazer. Suponha que v € um knock-3 e seja
N (v) os vizinhos de v em [n]?. Por defini¢do |N(v)| = 3. Caso N(v) C A;_1, o lema
do perimetro nos dd o desejado. Se N(v) ¢ A;_ 1 a proposi¢do 2.3 nos dd o desejado. O
caso v sendo knock-4 € analogo. [

Corolario 2.5. Seja Ay C [n]? um conjunto de vértices inicialmente infectados que per-
cola com |Ay| = n + 1. Entdo o processo de infec¢do iniciado por A, gera no maximo
dois knock-3 ou um knock-4.

Demonstragdo. Basta usar a proposi¢do 2.4 e notar que 4n < ¢(Ap) < 4n + 4. O

3. Esboco da prova do teorema 1.1

Um conjunto Ay como o a esquerda na figura 1 percola um grid [n]? em tempo n — 1. E
o da direita percola em tempo n — 2. Porém, este dltimo sé estd definido quando n = 3
(mod 4). Isso nés da o limitante superior para m(n + 1, n).

Figura 1. A, que percola em tempo n — 1 (a esquerda) e n — 2 (a direita).

Resta mostrar que ndo existem conjuntos que percolam mais rapido. O caso em
que n < 4 ¢ trivial. Suponha n > 5, seja Ay qualquer conjunto inicial que percola.
Vamos construir um caminho de infec¢ao estrita com pelo menos n — 1 vértices se n # 3
(mod 4). Cason = 3 (mod 4), vamos argumentar que a Unica configuragio que percola
em tempo até n — 2 é a extensdo daquela direita da figura 1.

Seja C' o conjunto dos 4 vértices adjacentes ao centro do grid [n]? no caso em que
n € par (veja a figura 2); ou um dos conjuntos compostos pelo centro e os seus vizinhos
no caso em que n € impar.

Q2 1 (1,n) (n,n)
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Figura 2. A esquerda, C quando n é par. A direita, quando n é impar.

Considere o grid como a unido de 4 quadrantes [n/2] x [n/2], Q1, @2, Q3 € Q4,
cada um contendo um dos cantos (quando n € impar, eles se intersectam) e numerados
como na Figura 2. Note que, (n,n) € @1, (1,n) € @2, (1,1) € Q3 e (n,1) € Q4. Defina
D; como o conjunto dos [n/2] — 1 vértices de @; que estdo numa diagonal do grid e ndo
sejam cantos dele. Para (i,j) € {(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)}, defina D;; o conjunto dos
vértices delimitados por D;, D; e pela borda do grid contida em Q); U ();, de forma que
D;; inclui D; e D; porém nao inclua tal borda. Pelo Corolario 2.5, ha 3 casos.



Caso 1: Ay ndo gera nenhum knock-3 nem knock-4. Neste caso, os inicos knock
sdo os cantos. Ademais, pelo argumento do perimetro, existe um vértice v; de C' que
ndo estd em Ajy. Assim, podemos montar um caminho de infec¢do estrita maximal, P,
partindo de v;. Como P termina em um canto, € trivial que ¢(P) > n — 1.

Caso 2: Aj gera pelo menos um knock-3, entdo Ay ndo gera knock-4 pelo Co-
roldrio 2.5. Caso Ay admita um tnico knock-3, pode-se supor, sem perda da generali-
dade, que ele esta na borda inferior. Assuma que o knock-3 € o tnico vértice infectado
por 3 dos seus vizinhos. Tome um v; € C'\ Ap, como no caso 1, para ser o vértice inicial
de um caminho de infec¢do estrita maximal P. Como nao ha knock-4, P termina numa
borda. Suponha que construimos o inicio de P, (v; ... v), de modo que N (vy) intersecte
uma dnica borda, B, porém {v;, vs, ..., v;_1 } ndo intersecte nenhuma borda (observe que
tal construcdo € garantida pela Proposicdo 2.4). Com isso, note que, pelo argumento do
perimetro, o conjunto (N (vi) — {vk—1}) N Ay(v,)—1 € unitdrio, assim, podemos tomar vy,
de modo que B nao seja a primeira borda a ser intersectada pelo caminho P. Chamare-
mos esse argumento de argumento da borda. Em particular, tomando B como a borda
inferior, isso garante que podemos montar P de tal sorte que a borda inferior ndo seja a
primeira borda a ser intersectada por P.

Agora, ainda admitindo apenas um knock-3, suponha que exista outro vértice v
tal que ele seja infectado por exatos 3 de seus vizinhos. Sejam ¢, j € [4] tais que v € D;;.
Se v € C, escolhav; € C'\ Ay livremente para primeiro vértice do caminho de infeccéo
estrita maximal P. Pelo argumento da borda, os limitantes seguem. Caso v ¢ C, observe
que hd um vértice v; € (C'N Dg) \ Ao, onde {s,t} = [4] \ {,7}. Pelo argumento do
perimetro somado ao argumento da borda, podemos construir P partindo de v; tal que a
primeira borda que P intersecta ndo € a inferior. Seja v, o primeiro vértice na construgao
de P a pertencer uma borda. Como a distancia minima de v, a um knock € a distancia de
v, a um canto, claramente pode-se terminar de construir P de tal modo que V' (P) > n—1.

Por fim, assuma que A, admite 2 knock-3. Neste caso, seja v’ o knock-3 que nio
estd na borda inferior. Sejam ¢,j € [4] tais que v € D;;. Tome v; em (C' N Dg) \ Ao
onde {s,t} = [4] \ {7, 7} como o vértice inicial de P. Seja vy, como antes, um vértice na
iminéncia de alguma borda com {vq, va, ..., v_1 } ndo intersectando nenhuma borda. Pelo
argumento da borda, podemos supor que N (vy) intersecta duas bordas simultaneamente.
Suponha que as duas contenham um knock-3. Nestas condi¢des, a escolha de v; nos
garante que £k > n — 2. Logo, qualquer escolha atende os limitantes desejados. Do
contrario, faca vy, um vértice na borda sem knock-3. Dessa forma, o argumento do
pardgrafo anterior garante que os limitantes sao atendidos.

Caso 3: A( gera um knock-4. Pelo corolério 2.5, ha apenas um knock-4 e ndo ha
knock-3. Se n é par ou N (([2],[2])) ¢ Ao, pode-se tomar um v; € C'\ Ay que ndo
seja knock-4. Neste caso, pelo lema do perimetro, pode-se construir um caminho estrito
maximal P partindo de v; e que ndo termine no knock-4 (evitando ir em sua direcdo).
Portanto, termina em um canto e, dessa forma, ¢(P) > n — 1. Caso contrario, n é impar e
o knock-4 é o vértice (5], [%]). Com argumentos semelhantes encontramos um caminho
estrito com pelo menos n — 2 vértices. Tal caminho s6 nio pode ser expandido paran — 1
vértices quando n = 3 (mod 4) e Ay segue o padrio da direita figura 1. O

Conjectura3.1. Sejan € Ncomn # 1,entdiom(2n,n) = [5]—-1em(2n—1,n) = [§].
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