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Abstract. The Firefighter problem was introduced by Hartnell in 1995 and cor-
responds to a scenario in which a fire breaks out at one or more vertices of a
graph and spreads to all adjacent vertices that have not been protected in pre-
vious steps. In this paper, we present an algorithm of the Firefighter problem to
an infinite family of fullerene graphs with full icosahedral symmetry, providing
a surviving rate of at least 50%.

Resumo. O problema do Bombeiro foi introduzido por Hartnell em 1995 e con-
siste em um incéndio que comegca em um ou mais vértices de um grafo e se es-
palha para todos os vértices adjacentes que ainda ndo foram protegidos. Neste
trabalho nos apresentamos um algoritmo do problema do Bombeiro para uma
familia infinita de grafos fulerenos com simetria icosaedral completa, forne-
cendo uma taxa de sobrevivéncia de pelo menos 50%.

1. Introducao

Em 1995, [Hartnell 1995] introduziu o problema do Bombeiro em grafos, que consiste
em um incéndio que comeca em um ou mais vértices de um grafo e, em seguida, um
conjunto ndo vazio de vértices ndo incendiados sao defendidos tornando-se ininflaméaveis.
A cada nova etapa, o fogo se espalha para todos os vértices adjacentes que nao foram
protegidos nas etapas anteriores e, novamente, um ou mais vértices podem ser defendidos
pelos bombeiros, até que o fogo pare de se espalhar. Um dos objetivos deste problema €
minimizar o nimero de vértices incendiados do grafo.

O MVS(G,r,d) é o nimero maximo de vértices defendidos em G, quando o
fogo se inicia em um vértice aleatério r, com no maximo d bombeiros por etapa. Nas fi-
guras deste trabalho, vértices vermelhos representam vértices incendiados, vértices azuis
representam vértices defendidos e vértices pretos representam vértices indiretamente de-
fendidos. Um vértice incendiado é denotado por by, onde £ > 1 indica a etapa que o
vértice foi incendiado. Um vértice defendido € denotado di, onde k£ > 1 indica a etapa
que o vértice foi defendido.

O parmetro sny(G,v) representa o maior nimero de vértices no grafo G que
podem ser defendidos por k£ bombeiros, dado que o incéndio comega no vértice v. Esse
numero pode variar significativamente com base no vértice inicial v, por exemplo em
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grafos estrela. Introduzida por [Cai and Wang 2009], a taxa de sobrevivéncia k, denotada
por pi(G), é definida pela Equag@o 1. Em grafos regulares, esta taxa pode ser entendida
como a razdo entre o nimero de vértices defendidos e o nimero total de vértices do
grafo, onde k representa o nimero de vértices defendidos por etapa (k bombeiros). Neste
trabalho, consideramos k£ = 1, ou seja, taxa de sobrevivéncia 1, denotada simplesmente
por taxa de sobrevivéncia.

1
pe(G) = VGIE Z sn(G,v) (1)

veV(G)

Neste trabalho, investigamos a taxa de sobrevivéncia em uma familia infinita de
grafos cubicos. Sabe-se que [Finbow et al. 2007] mostraram que é NP-dificil encontrar
uma estratégia 6tima para o problema do Bombeiro em arvores com grau maximo 3 se
o fogo comeca em um vértice de grau 3. Caso o fogo comece em um vértice de grau 1
ou 2, existe uma estratégia em tempo polinomial. Nossa motivacdo € a seguinte questao
proposta por [Costa 2015].

Questao ([Costa 2015]). Para quais subclasses de grafos com grau mdximo 3 é possivel
calcular a taxa de sobrevivéncia?

Os grafos fulerenos sao grafos cubicos, planares e 3-conexos contendo somente
faces pentagonais ou hexagonais. Esses grafos sao modelos matematicos de moléculas
alotropas as de diamante, compostas apenas de atomos de carbono contendo 12 faces
pentagonais e um nimero nao especifico de faces hexagonais (0 ou > 2). Essas moléculas
foram experimentalmente concebidas por [Kroto et al. 1985] e tém propriedades fisico-
quimicas notdveis, amplamente estudadas em diversos ramos da ciéncia. Na Figura 1
temos um exemplo de grafo fulereno bem conhecido, o Dodecaedro.

Figura 1. Exemplo de grafo fulereno.

Dado um grafo GG conexo e planar, definimos a distincia entre as faces F, e F;,
de G, denotada por distg(F,, Fy), a partir da distincia entre os seus correspondentes
vértices a e b em G*, grafo dual de (G, denotada por distg-(a,b), da seguinte forma
distg(Fa, Fb) = distg* (a, b)



Um grafo fulereno com simetria icosaedral completa, denotado por G, o, onde
¢ > 1, é um grafo fulereno perfeitamente simétrico de modo que cada face pentagonal
equidista 7 unidades de exatas outras 5 faces pentagonais. Além disso, 0 caminho minimo
de comprimento 7 nos grafos G entre cada face pentagonal é tnico. Os 207> vértices
de G, o estdo distribuidos em 3: ciclos concéntricos (ciclos auxiliares). Convém observar
que esses grafos possuem 1072 — 10 faces hexagonais e sempre 12 faces pentagonais. Isto
indica que hd um crescimento quadratico no nimero de faces hexagonais que compdem
G, afetando o niimero de etapas para o espalhamento do fogo que passa a precisar de
mais etapas para percorrer toda uma face hexagonal, se comparado a uma face pentagonal.
A reta que passa pela mediatriz da face pentagonal central, que separa |V (G, )| — 41
vértices do grafo a esquerda e a direita, € chamada de eixo de simetria r e € representada
por uma linha tracejada. Como exemplo, apresentamos o grafo G5 o na Figura 2.

Figura 2. Grafo G- consistindo de 20-22 = 80 vértices, 3-2 = 6 ciclos auxiliares,
10 - 22 — 10 = 30 faces hexagonais e 12 faces pentagonais coloridas de
azul. Note que a face pentagonal externa esta representada pela cor azul
no ciclo auxiliar correspondente 3:.

2. Resultado

Em trabalho anterior [Fusquino et al. 2023], mostramos que o nimero maximo de
vértices defendidos em (1, € igual a 9 e, consequentemente, a taxa de sobrevivéncia é
de 45%. Esse resultado serviu de inspira¢do para que pudéssemos chegar ao Teorema 1,
que fornece um limite inferior para a taxa de sobrevivéncia nos grafos fulerenos com
simetria icosaedral completa G, o, para ¢ > 2.

Teorema 1. Todo grafo fulereno com simetria icosaedral completa possui

p1<Gi,0) Z 50%, 1 Z 2.

Ideia da prova. Esse resultado se baseia no algoritmo que separa os vértices incendia-
dos majoritariamente a esquerda do eixo de simetria, dos vértices defendidos majoritaria-
mente a direita do eixo de simetria. Além disso, o algoritmo defende pelo menos a metade
dos 4¢ vértices do G; ¢ que interceptam o eixo de simetria. Definimos v, como um vértice
do eixo de simetria r no ciclo auxiliar ¢, i. e., vy € ¢y N1, k € {1,...,3i}. Além disso, o
vértice u® pertencente ao ciclo auxiliar ¢, € chamado de vértice adjacente a esquerda do



eixo r quando esse estd localizado a esquerda de r e dist(u®, v;) é maxima dentre todos
os vértices de c;. Seja u um vértice do ciclo auxiliar ¢;. Definimos a distancia de u ao
eixo de simetria 7 como segue:

dist(u,vg), tal que v € ¢, N1
dist(u,r) = min 1
dist(u,u®) + o1 tal que u® € ¢y

O algoritmo acontece da seguinte forma. A cada etapa j escolhemos um vértice a
ser defendido d; sempre mantendo o eixo de simetria como referéncia. Se algum vértice
incendiado pertence ao eixo de simetria, entdo defendemos o vértice do mesmo ciclo au-
xiliar adjacente ao vértice incendiado a direita do eixo r; caso contrario, consideramos o
vértice incendiado de menor distancia ao eixo, e defendemos o vértice a direita deste. Po-
demos observar que nao temos dois vértices incendiados em uma mesma etapa de mesma
distancia ao eixo, pois o fogo ndo se alastra de forma uniforme em todo o grafo G, .
O algoritmo assegura que hd pelo menos metade dos vértices salvos a direita do eixo de
simetria. Sendo assim, a taxa de sobrevivéncia € pelo menos 50%.

Na Figura 3 mostramos o resultado de sua aplica¢do nos grafos G e G3, com
uma taxa de sobrevivéncia p1(Ga) > 50% e p1(Gs0) > 53%. O

Figura 3. llustracao do algoritmo que garante uma taxa de sobrevivéncia maior
ou igual a 50% nos grafos fulerenos G- ¢ e G3 ¢.

3. Consideracoes Finais

Como trabalhos futuros, investigaremos o problema do Bombeiro em outras classes de
grafos cibicos, como os snarks.
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