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Abstract. A graph separator is a set of vertices that, once removed, destroys all
paths between two given vertices of the graph. In particular, we say that a set of
vertices is an st-separator if its removal destroys all paths between s and t. Re-
configuration problems have in their input two combinatorial object, and our
goal is to transform one into the other while maintaining certain properties
during the process. In the separator recongiguration problems, we are given a
graph G, two separators A and B, and, using only a pre-specified reconfigu-
ration rule, we wish to transform A into B such that every intermediate step
is also an st-separator. This problem is know nto be NP-dificil and, in some
versions, PSPACE-dificil. In this work, we begin the study of the parameterized
complexity of this problem, presenting its first positive results and some discus-
sions on other parameterizations.

Resumo. Separadores em grafos são conjuntos de vértices cuja remoção des-
trói todos os caminhos entre dois vértices dados. Em particular, dizemos que
um conjunto é um st-separador se sua remoção destrói todos os caminhos en-
tre dois vértices s e t . Problemas de reconfiguração recebem como entrada dois
objetos combinatórios e o objetivo é transformar um no outro, mantendo cer-
tas propriedades ao longo da transformação. No problema de reconfiguração
de separadores, são dados um grafo G e dois st-separadores A e B e deseja-se
transformar A em B utilizando certas operações de modificação, de maneira
que todos os passos intermediários sejam, também, st-separadores. Este pro-
blema éNP-dificil e, em algumas versões, éPSPACE-dificil. Neste trabalho, con-
sideramos pela primeira vez a complexidade parametrizada deste problema de
reconfiguração e mostramos resultados positivos para uma parametrização es-
trutural, além de discutir outras parametrizações naturais.

1. Introdução

Problemas de reconfiguração recentemente emergiram em diferentes áreas da ciên-
cia da computação, como satisfabilidade (Makino et al., 2011), satisfação de restri-
ções (Gopalan et al., 2006), geometria computacional (Kanj and Xia, 2015; Lubiw and
Pathak, 2015), e teoria quântica de complexidade (Gharibian and Sikora, 2015). Ape-
sar dessa aparente novidade, questões de reconfiguração têm sido apresentadas em
matemática por mais de um século (Johnson and Story, 1879).

Problemas de reconfiguração também têm atraído a atenção da comunidade
de teoria dos grafos, com trabalhos sobre a reconfiguração de diferentes estruturas



clássicas aparecendo na literatura. Dentre estes, o tópico mais abundante tem sido so-
bre o problema RECONFIGURAÇÃO DE CONJUNTOS INDEPENDENTES, com dezenas de
artigos destinados ao tema (Bonamy and Bousquet, 2014; Demaine et al., 2015; Hearn
and Demaine, 2005; Ito et al., 2011, 2014; Lokshtanov and Mouawad, 2018; Mouawad
et al., 2014, 2016). Porém ele não é o único, e outros problemas, como RECONFIGURA-
ÇÃO DE CLIQUES (Ito et al., 2011, 2015) e RECONFIGURAÇÃO DE COLORAÇÃO DE VÉRTI-
CES (Bonamy et al., 2012; Bonsma and Cereceda, 2007; Cereceda et al., 2011; Mouawad
et al., 2014) também têm atraído atenção. Muitos destes trabalhos formalizam seus
problemas por meio do arcabouço de reconfiguração. Nesse contexto, um conjunto de
tokens é colocado em vértices do grafo de entrada e é dito um estado válido, ou sim-
plesmente estado, se ele satisfaz a propriedade desejada como, por exemplo, ser um
st-separador; note que cada vértice pode ter no máximo um único token. Dois esta-
dos são ditos adjacentes se podemos aplicar uma operação atômica a um deles para
obter o outro. Três tipos de operações têm recebido atenção considerável na litera-
tura: Token Sliding (TS) – movemos o token de um vértice v para um de seus vizinhos;
Token Jumping (TJ) – um token pode ser movido de um vértice para qualquer outro;
Token Addition/Removal (TAR) – adicionamos ou removemos um token a/de um vér-
tice de cada vez. Utilizando as regras TS e TJ, a cardinalidade do conjunto de tokens
permanece inalterado durante todo o processo de reconfiguração, o que claramente
não é o caso para a regra TAR. Para evitar soluções triviais nessa regra, como conjuntos
independentes vazios, é comum impor um limite de tamanho mínimo ou máximo dos
estados intermediários e nos referimos à regra como k-TAR.

Mais recentemente, o problema de RECONFIGURAÇÃO DE SEPARADORES foi in-
troduzido e estudado em (Gomes et al., 2020). Nele, os autores provaram que as re-
gras TAR e TJ são equivalentes para esse problema e que, sob elas, o problema é NP-
completo em grafos bipartidos mas, sob TS, o problema é PSPACE-completo. Por ou-
tro lado, mostraram que existem algoritmos polinomiais para TAR/TJ em grafos série-
paralelo, grafos livres de {3P1,di amante}, e para grafos com número polinomial de
separadores minimais (conhecidos como grafos tame).

Neste trabalho, damos continuidade ao estudo de RECONFIGURAÇÃO DE SEPA-
RADORES iniciado em (Gomes et al., 2020), nos aprofundando na complexidade para-
metrizada do problema. Dizemos que um problema parametrizado por k está em FPT
se existe um algoritmo que roda em tempo f (k)nO(1) onde f é uma função computável
e n é o tamanho da entrada. Em particular, provamos que, sob a parametrização da
distância para clique, o problema é FPT. Note que este parâmetro é similar ao número
de cobertura de um grafo, correspondente ao tamanho mínimo de uma cobertura por
vértices. Mais precisamente, a distância para clique de um grafo corresponde ao nú-
mero de cobertura de seu complemento. Além dos resultados apresentados, discu-
timos brevemente outras parametrizações naturais e estruturais, apontando direções
para trabalhos futuros e perguntas em aberto.

2. Resultados

Nosso resultado estrutural principal deste trabalho limita o número de separadores
minimais de um grafo em função da distância para clique: o número mínimo de vér-
tices que devem ser removidos de G para que o restante seja um grafo completo. Este



resultado pode ser de interesse independente para outros problemas que sejam tratá-
veis em grafos com número limitado de separadores minimais.
Lema 1. Seja G um grafo com distância para clique no máximo d. Então G possui no
máximo O(2d n2) separadores minimais.

Esboço da prova. Seja G um grafo e seja U um conjunto de vértices com |U | ≤ d tal
que G \ U é um grafo completo. É suficiente mostrar que para cada par de vértices
s, t ∈V (G), existem no máximo O(2d ) st-separadores minimais. Seja S a família de st-
separadores minimais. Note que para qualquer S ∈ S , temos |S ∩U | ≤ d , portanto há
no máximo 2d interseções diferentes entre elementos de S e U . Por outro lado, uma
vez fixado X ⊆U , é possível mostrar que o número de separadores minimais S ∈S tais
que S ∩U = X é limitado por uma constante.

Utilizando o Lema 1 podemos provar nosso resultado principal sobre reconfi-
guração de separadores minimais.
Teorema 1. O problema de reconfiguração de separadores sob k-TAR, parametrizado
por distância para clique d, pode ser resolvido em tempo FPT.

Esboço da prova. Seja I uma instância composta por um grafo G e por dois st-
separadores A e B . Considere o grafo G tal que V (G ) é o conjunto de st-separadores
minimais S satisfazendo |S| ≤ |A| = |B | e no qual dois vértices S1 e S2 são adjacentes
se |S1 ∪S2| ≤ k. Usando ideias similares ao Lema 10 de Gomes et al. (2020), é possível
mostrar que existe uma reconfiguração de A em B se e somente se existem A′ ⊆ A e
B ′ ⊆ B tais que A′ e B ′ são vértices de uma mesma componente conexa de G . Como tal
verificação pode ser feita em tempo polinomial no tamanho de G e como o tamanho
de G é FPT em d , pelo Lema 1, o resultado segue.

Utilizando o Teorema 5 de Gomes et al. (2020) é possível mostrar um resultado
análogo para TJ.
Teorema 2. O problema de reconfiguração de separadores sob TJ, parametrizado por
distância para clique, pode ser resolvido em tempo FPT.

3. Outras parametrizações e trabalhos futuros

Dois parâmetros naturais para problemas de reconfiguração são o tamanho k do ob-
jeto sendo reconfigurado e o comprimento ℓ da sequência de reconfiguração. Uma
questão natural, a ser considerada em trabalhos futuros é a determinação da comple-
xidade parametrizada do problema quando analisado sob cada um destes parâmetros
ou mesmo por ambos. A seguinte proposição aponta para resultados positivos nesta
direção.
Proposição 1. O problema de reconfiguração de separadores sob TS ou TJ é FPT, para-
metrizado por k +ℓ+∆, onde ∆ é o grau máximo do grafo.

Outra direção de pesquisa promissora é determinar quais outros parâmetros
estruturais limitam a família de separadores minimais de um grafo a uma quantidade
FPT, de maneira análoga àquela apresentada no Lema 1. Além de implicações quase
imediatas no problema de reconfiguração de separadores, tais resultados poderiam
também possibilitar avanços na complexidade parametrizada de outros problemas.
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