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Abstract. Signed graphs are graphs where each edge/arc is assigned a positive
or negative label. A path is positive if it has an even number of negative ed-
ges/arcs. We present polynomial time algorithms for finding a minimum weight
positive path in undirected signed graphs. We show that the problem becomes
NP-hard in signed digraphs even for unit weights.

Resumo. Grafos de sinais sdo grafos onde a cada aresta/arco é associado um
rotulo positivo ou negativo. Um caminho € positivo se contém um niimero par de
arestas/arcos negativos. Apresentamos algoritmos polinomiais para encontrar
um caminho positivo de peso minimo em grafos de sinais ndo direcionados.
Mostramos que o problema se torna NP-Dificil em digrafos de sinais, mesmo
com pesos unitdrios.

1. Introducao

Seja G = (V, ET U E~) um grafo de sinais, onde V' é o conjunto de vértices, E+ e E~
sdo os conjuntos de arestas (ou arcos) positivas e negativas, respectivamente. Dado um
subgrafo H em G, seja E*(H) (resp. E~(H)) o conjunto de arestas de H em E™ (resp.
E7). O sinal de H é o produto dos sinais de suas arestas, quer dizer, H € positivo (resp.
negativo) se | E~(H)| é par (resp. impar). Denote por P* (resp. P~) o conjunto de todos
os caminhos positivos (resp. negativos) em G.

Considere uma fun¢éo de pesos w : ET U E~ — R, definida sobre as ares-
tas. Seja w(P) o peso de um caminho P em G. Dados u,v € V, seja d,(u,v)
(resp. d_(u,v)) o menor peso de um caminho positivo (resp. negativo) entre u e
v. Esse valor é +o00, caso tal caminho ndo exista. Quando 0s pesos sdo unitdrios,
04 (u,v) (resp. 0_(u,v)) é tamanho do menor caminho positivo (resp. negativo) en-
tre u € v. Caminhos positivos de tamanho minimo foram usados para definir relagdes
de compatibilidade entre individuos para pertencerem a uma mesma equipe de traba-
lho [Kouvatis et al. 2020, Albuquerque et al. 2022]. Tais no¢des de compatibilidade se
baseiam na teoria do balango social [Heider 1946, Cartwright and Harary 1956].

Estudamos aqui os problemas de determinar um menor caminho positivo em G
e um caminho positivo de peso minimo em (G. Apresentamos algoritmos polinomiais
para ambos os problemas. Consideramos na Sec¢do 2 o caso em que GG ndo possui ciclos
negativos; na Secdo 3, abordamos o caso geral. Adicionalmente, na Sec¢do 4, mostramos
que a versao destes problemas para digrafos € NP-Dificil. Vale observar que os problemas
com respeito a caminhos negativos sdo equivalentes aos correspondentes para caminhos
positivos.



2. Algoritmo para grafos balanceados

Um grafo de sinais ndo direcionado G € dito balanceado se ndao contém ciclo com nimero
impar de arestas negativas [Cartwright and Harary 1956]. Nesta se¢c@o, admita que G € ba-
lanceado. Mostramos que a adaptagao do algoritmo de Dijkstra mostrada no Algoritmo 1
resolve o problema de encontrar um caminho positivo de peso minimo. Esse algoritmo
€ uma reescrita do procedimento apresentado em [Guler et al. 2014]. Abaixo, provamos
sua corretude, ndo exibida em [Guler et al. 2014, Guler et al. 2015]. No que segue, dado
o € {—,+}, denotamos por & o sinal complementar, ou seja, {o,7} = {—, +}.

Data: G = (V,EYUE™),seV,w: ETUE™ = R,
Result: Menores pesos d. (v) de caminho positivo entre s e cadav € V

1 di(v) =d_(v) =400 Yv €V,

2 k=0/% Marcador de iteracéo */
3 di(s) =0,d_(s) = +o0;

4 do(v) =wsy Yo € {—,+} Yo eV :(s,v) € E%;

s Ry =R_ ={s};

¢ while R, # V do

7 k=k+1,

8 €o = inf{ds(u) :u € V\ Ry} Yo € {—,+};

9 if (4 # +00) || (e~ # +00) then

—
=

Sejac € {—,+} tal que ¢, = min{e_, ey };
Sejau € V' \ R, tal que dy(u) = €43
R, = R, U{u};
dy(v) = min{d, (v),dy(u) + Wyy } Yo € V\ Ry : (u,v) € ET;
dz(v) = min{ds(v),ds (1) + Wy} Yo € V\ Rs : (u,v) € E—;
else
| Ry=V,R_=V;
17 end
18 end
Algorithm 1: Algoritmo para o caminho positivo minimo.

L i <
A N B W N =

Lema 1. Em cada iteracdo k do algoritmo, para todo o € {—,+} e todov € V, se
d,(v) < oo entdo existe caminho em P entre s e v.

Indugdo sobre k. Para k = 0, o resultado € trivial. Suponha-o verdadeiro até a iteracdo
k — 1. Na iteragdo k, é suficiente considerar ¢ € {—, +} e v € V tais que d.(v) tornou-se
finito. Isso ocorre no passo 13 com ¢ = ¢ ou no passo 14 com ¢ = ¢. Devemos mostrar
que existe caminho em P° entre s e v. Em ambos os casos, temos que d.(v) era infinito e
torna-se d, (u) + wy, < 400 nesta iteragdo. Assim, pela hipétese indutiva aplicada a u,
existe caminho FP;, em P entre s e u.

Primeiro, suponha que v € V' (P;,). Sejam Py, e P,, os dois subcaminhos de P,.
Entdo, P,, = (v, u) ou P,, junto com (u, v) formam um ciclo (positivo). Logo, P,, tem o
mesmo sinal da aresta (u, v). Se ¢ = o, entdo (u,v) € E* e, assim, P, € P'. Logo, P,
e P, ttm a mesma paridade de arestas negativas, ou seja, P, € P = P°. Caso ¢ = 4,
entdo (u,v) € E~ e, portanto, P, € P~. Logo, Py, ¢ P,, ttm paridades diferentes de
arestas negativas, ou melhor, Py, € P° = P°. Admita agora que v € V' (Py,), ou seja, que
E(Py,) U{(u,v)} induz um caminho P, entre s e v. Se (u,v) € ET, ou ainda, ¢ = o,
entdo P, € P° = P*. Se (u,v) € E™,isto é, ¢ = 7, entdo P,, € P7 = P-. O

Proposicao 1. Em cada iteracdo do algoritmo, temos d,(v) = ,(s,v), para todo o €
{—,4+}etodov € R,. Como Ry =V ao final do algoritmo, sua corretude segue.



Demonstragdo. Primeiro observe que d,(v), paracada o € {—,+} e v € V, é ndo cres-
cente ao longo das iteracdes e, tdo logo v entre em R, esse valor permanece inalterado.
Vamos chamar essa propriedade de PNC — Propriedade Nao Crescente.

A prova serd por inducdo sobre o nimero £ da iteracdo. Para £k = 0, temos
R, = R_ = {s} e, trivialmente, d;(s) = 0, d_(s) = oo. Ver linhas 3 e 5. Suponha
que o resultado vale até a iteracdo £ — 1. Considere agora a iteracdo £ > 1. Por PNC, é
suficiente considerar o vértice u adicionado a R,, o € {—,+}, nesta iteracdo. Note que
u # s. Por conveniéncia, defina R’ e R’ os conjuntos R_ e R, naiteragdo k — 1.

Se ndo existe caminho em P7 entre s e u, entdo d,(u) = +oo pelo Lema 1.
Portanto, d,(u) = d,(s, u). Admita, entdo, que existe caminho de P? entre s e u. Seja P
um de peso minimo, ou seja, w(P) = J,(s,u). Para todo vértice v de P, denote por P,
o subcaminho de P entre s e v. Seja x o vértice de P, mais longe de s nesse caminho,
tal que P, € P* e x € R., paraalgum ¢ € {—,+}. Tal vértice existe pois P, € P
es € R,. Além disso, + # u, pois P, = P € P’ eu ¢ R, implicando P, ¢ P*
ouu ¢ R, paratodo s € {—,+}. Por conseguinte, w(P) > w(P,). Como P, € P*e
x € R., podemos aplicar a hipétese de indugdo para obter w(FP,) > d.(s,z) = dc(z) e,
portanto, w(P) > d.(x).

Seja y o vértice seguinte a z em P. Assuma que zy € E* (o caso xy € E~ é
similar). Entdo, P, € P¢. Como y ndo satisfaz P, € P ey € R. (pois x é o vértice
mais longe de s), concluimos que y € V' \ R.. Assim, quando x entra em R, (linha 12),
entdo d (y) é atualizado na linha 13, de modo que d.(z) > d.(y). E essa desigualdade
se mantém pela propriedade PNC. Finalmente, como u € escolhido para entrar em R,
quando y € V' \ R, também ¢ candidato, temos que pelas linhas 8, 10 e 11 que d.(y) >
d,(u). Logo, d.(z) > d,(u). Chegamos portanto a ,(s,u) = w(P) > d,(u), ou melhor,
dy(u) = 0,(s,u). O

3. Algoritmo para grafos nao direcionados

Nesta secdo admita que G € ndo direcionado, podendo ter ciclos negativos. Defina o grafo
par de G como o grafo (G, obtido dividindo cada aresta positiva de G em duas arestas.
Precisamente, V(G,) = V(G)U{v. : e € E*(G)} e E(G,) = E~(G)U{(u, ve), (ve,v) :
e = uv € ET(G)}. Além disso, G, é ponderado em arestas, sendo w, o peso de cada
aresta e € E~(G) e w,/2 o peso das arestas (u,v.) e (ve,v) para todo e € ET(G).
Dados u,v € V(G), existe uma correspondéncia biunivoca entre os uv-caminhos em G
e (. Note que a paridade de um uv-caminho em G, € a paridade do niimero de arestas
negativas no uv-caminho correspondente em GG. Além disso, o peso do primeiro caminho
¢ igual ao peso do segundo. Esses fatos levam a seguinte equivaléncia:

Proposicao 2. Determinar um st-caminho positivo de comprimento minimo em G equi-
vale a determinar um st-caminho par de peso minimo em G,

A partir da Prop. 2, mostramos a seguir que o problema em grafos ndo direciona-
dos equivale a determinar um emparelhamento perfeito de peso minimo, sendo portanto
polinomial [Edmonds 1965a, Edmonds 1965b]. Para isso, considere um grafo /{ nao di-
recionado, ponderado em arestas por w : E(H) — R, e dois vértices s e t de H. Para
definir um st-caminho par de peso minimo em H, vamos usar um grafo auxiliar 4’ cons-
truido a partir de uma cépia de H — s, uma cépia de H — ¢ e arestas ligando os vértices
correspondentes nas copias. Precisamente, V (H')=V'UV" e E(H')=E'UE"UE, onde
Vi={v'we V(H-)},V'={v":v e V(H-s)}, E={(v,u"):u € V(H-{s,t})}, E'=
{(, V') : (u,v) € E(H),u,v # t}, E"={(u",v") : (u,v) € E(H),u,v # s}. O peso



das arestas (v/,v’) € E' ou (u”,0") € E" € wy,, 0 mesmo da aresta equivalente (u,v) de
H. As arestas (u/,u”) € E tem peso zero. A Figura 1 mostra uma ilustragio.

Proposicao 3 ([Lapaugh and Papadimitriou 1984]). Um st-caminho par de peso minimo
em H ¢é dado por um emparelhamento perfeito de peso minimo em H', e vice-versa.

Demonstragdo. E suficiente mostrar que todo st-caminho par em H corresponde a um
emparelhamento perfeito em H’ de mesmo peso, e vice-versa. Primeiro, seja P = (s =
V0,01, - - ., Vg = t), p > 1, um st-caminho par em H com peso w(P) = > 7" Wosvs 1 -
Defina M = {(v5;,v5,1) :4=0,...,p =1} U{(v5;_1,v5) i =1,...,p} U{(v,0v") :
ve V(H)\V(P)}. Observe que M é um conjunto de arestas disjuntas que cobrem todos
os vértices de H'. Logo, M é um emparelhamento perfeito em H’. Além disso, tem peso
w(M) =) Wy, T Dy Wyl = S Wi, » igual ao peso de P. Agora,
seja M um emparelhamento perfeito em H' com peso w(M). Sejam E'(M), E"(M) e
E(M) as arestas de M que pertencem a E’, E” e E, respectivamente. Podemos mostrar
que E'(M)U E"(M) induz um st-caminho P em H. Além disso, w(P) = w(M) pois as
arestas em F(M) tém peso nulo. O

(a) Grafo H e vértices se t (b) Grafo auxiliar H'
Figura 1. llustracao do grafo auxiliar H’'. Arestas em negrito ilustram a Prop. 3.

4. NP-Completude em digrafos

Dados um digrafo D e vértices distintos s,t, m de D, decidir se existe um st-caminho
em D tendo m com vértice intermediario ¢ NP-Completo [Fortune et al. 1980]. Vamos
reduzir tal problema para aquele de decidir se existe um st-caminho positivo em um
digrafo de sinais. Dado que este problema estd em NP, mostramos sua NP-Completude.

Dados D e s,t,m € V(D), construimos um digrafo de sinais G = (V(G), A(G))
tal que V(G) = V(D)U{s'} e A(G) = A(D)U{(s',s)}. Os arcos da forma (m,v) Vv €
V(G) e (¢, s) tém sinal negativo; todos os outros arcos, (u,v) € A(G) : u # m,u # ¢,
possuem sinal positivo. Veja Figura 2 para uma ilustracao.
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(a) Digrafo D, (s,t,m) = (1,2,4) (b) Digrafo de sinais G, (s,t) = (1/,2)
Figura 2. llustracao da reducao.

Proposicao 4. Existe st-caminho passando por m em D se, e somente se, existe s't-
caminho positivo em G.

Demonstragdo. Perceba que, no digrafo de sinais (G, o primeiro arco de um s, t-caminho
¢ (s',s), com sinal negativo. Com isso, todo s, t-caminho positivo deve passar por m
para ter uma quantidade par de arestas negativas. Por outro lado, removendo o vértice s’
de um ¢, t-caminho positivo temos um s, t-caminho passando por m no digrafo D. [
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